ENSAM-ESTP-ENSALIS option PSI math 1
Question préliminaire 1’équivalence de (1) et (2) est évidente et la question ne sert pas.
Premiére partie

1-1) Le polyndme p, est la dérivée d’ordre n du polyndme g, , de degré 2 n, donc deg(p,) = n
Le polynéme g, est une fonction paire donc :

sin est pair alors p, est une fonction paire

si n est impair alors p, est une fonction impaire

Ontrouve:p, (x)=1,p, (xX)=x,p, (x)= etps;(x)= .
Puis: Goy (x)=1,G o (x)=x,G, (x) =,

Gy (@)= ,G (¥)=3x ,G(x)=3(1-x),
Giy(®)=,G, (x)= ,G,x)=15x(1-%),Gs3(x)=15.
Enfin: G;, () + G, (x)=x* .

1-2) Soient # et j deux entiers. On peut supposer j < n pour la rédaction. En intégrant par partie, on trouve :
p,@p, (0 dr=p, 0@ de=[p,0) 0 ]-pO@d.

Or 1 et — 1 sont des racines d’ordre nde ¢, ,donc: VAkE 1,n (1)=(-1)=0.

On en déduit : p; () p, () dt =p; (¢) () dt = —p/'(¥) () dt.

Et, par récurrence : V k€ 1,n p; () p, (1) dt = (= 1)* pO() (1) dt .
Sij<n,alorsk=j+1<netp®=0,doncp,(¢)p, () dt=0.

Sij=n,alors p; (1) p, (t) dt = (p, ())* dt = (= 1)" p,”(®) () dt = (1 = #)" dr .
En posant ¢ = sin(x), on obtient :

(pa (Y dt=2 (cosu) " du=,

d’apres les résultats « bien connus » sur les intégrales de Wallis (vive le bachotage !).
1-3) La série de fonctions a, p, converge uniformément sur [- 1, 1], pour n fixé, la fonction p, est bornée sur [- 1, 1] .
On en déduit que la série de fonction a, p, p, converge aussi uniformément sur [- 1, 1] et :

Vn€ p(0)fit)dt=ap, ) p(0)dt=a,pl1).
Donc:Vn€ a,= p,(H)fr)de.
1-4) En dérivant g, , on obtient, pour tout x de :

(1-x*)q,(x) +2nxq,x)=0.
En dérivant n + 1 fois cette égalité a I’aide de la formule de Leibniz, on trouve, pour tout x de :

[0-2) 4@+ 1+ D229 6,0 + (<2 4,70] + 20 [x 4,7 + (4 1 g,00] =0.
(1-x*)g," ()= 2x¢,"(x) +n(n+1)q,"(x) = 0.

Org,"” = p, donc : (1 =x*) p,"(x) = 2x p,/(x) + n (n + 1) p,(x) = 0.

Donc p, est bien solution de (£,) sur .

1-5) On pose y(x) = (1 = x? )*? z(x) . Un calcul passionnant prouve que y est solution de (E, ;) sur |- 1, 1] si et
seulement si z est solution, sur ce méme intervalle, de :

F,p: A=-x)Z"0)-2xk+ D) Z@)+[n(n+1)—k(k+1)]z(x)=0.

Dérivons k fois la formule :



(1=x*)p,"(x) =2xp,/x) +n(n+ 1) p,(x) =0
Nous obtenons : (1 =x?) p,*2(x)=2x(k+ D) p,fVx)+[n(n+ 1) =k (k+ 1] p,P(x) = 0.
Donc p,® est solution de 1’équation (F, ;) et G, ; = (1 = x* )*? p,® est solution de (E,, ;) sur |- 1, 1.
Deuxiéme partie
2-1) Sachant que F(r, 8, ¢) = H(r, @), si F est solution de (£ ), alors H est solution de :
E): [# ]+ [sin@) ]=0
2-2)SiH(r,8)=U(r) V(0)ou U et Vsont deux fonctions de classe C?, alors :

[ ]+ [sino) ]

=[vey[» ]+ [sine) ]]

Si I’on suppose que U est solution de (S;) et V solution de (S,), on aboutit a :
[ 7 ] + [ sin(&) ] =0, et ce sans la question préliminaire.
2-3) La fonction U : r r?est solution de (S)) si et seulementsi @(@+1)—-n(n+1)=0,i.e. a=noua=-(n+1).

Sur un intervalle ne contenant pas 0, les solutions de (S,) sont de la forme U (r)=ar" + b .

Les fonctions U : r a " sont solutions sur de (S)).

Enfin, pour n = 3, les fonctions U : » sont de classe C2 et solution sur de (S)).

Troisiéme partie

3-1) On trouve : U, (r) =r".

3-2) Posons : V' (@) = Z (cos O).

Ona: =-(sin &) Z'(cos @) et = (sin &)* Z"(cos &) — (cos &) Z'(cos ).

En supposant V solution de (S,), on trouve que :

V @ €10, [ (sin 8)* Z"(cos &) = 2 (cos @) Z'(cos ) +n (n+ 1) Z (cos &) = 0.

VEET-LIL (1-6)Z($)-26Z(§)+n(n+ 1) Z($)=0.

Donc Z est une solution de (E,) sur |- 1, 1[. La fonction Z = p, est solution de (£,) sur ]— 1, 1[ et la fonction :
V,: 8 p,(cos &)

est solution de (S) sur ]0, T1[.

3-3) L’application :

# [ ]+ [sino) ]
est linéaire, donc I’ensemble des solutions de (E£") est stable par combinaison linéaire.
Pour tout entier 7 , la fonction (r, €) U, (r) V,(@) est solution de (E"). Le résultat demandé en découle.

3-4) On sait que U, (r)=7".Donc,si H (r, 8)=c¢, U, (r) V,(6), alors la fonction H vérifie automatiquement les
conditions (3) et (4) de I’énoncé. De plus :
V(r6)€" x0T :

H(l" > 0) + (I” s 9) = (cnpn (COS 0) + (i’l + 1) Chi1 Pyt (COS 5)) r+ Cy Pm (COS 9)
Or, les fonctions (cos*&); . forment une famille libre et p, est un polyndme de degré n , donc pour avoir la condition

(5) il est nécessaire que M = 2 et cette condition devient :



VOE] T HR,H)+ (R,8)=(cy+c,cos @)+ (cicos 8 +2¢,)R+c,) R
=1+ cos*d.
Onendéduitc, =0; ¢g—c,(R+ )=1;3¢,(R+ )=1.

Donc:c, = etcy= .

Quatriéme partie
4-1) Et remettez-moi donc une bonne louche de calculs .

Fn (}" 5 9’ ¢) = (An r+ Bn ) [(an,k COS(k ¢) + bn,k Sin(k ¢)) Gn,k(cos(e))]
* premier calcul :

[P, +B,)]=n(+1)U,»+B, ). donc:
® [# ]=nm+1)F,.

* deuxiéme calcul :
[sin@) ]= [-sinA6) G, (cos(8))]
=sin%(8) G,,"(cos(8)) — 2 cos(8) G, (cos()).
Or G, est solution de 1’équation(£,, ; ), donc :
[ sin(@) ]=-(mm+1)= )G, (cos(8)), donc :
**  [sin®) J=-n@m+1F,
+(4,r"+B, ) [(a,;cos(k @)+ b, sin(k #)) G,u(cos(8))].

* troisieme calcul :

= (a,.cos(tk @)+ b, sin(k @)), donc :

(**) ==, +B, ) [(a,;cosk #) + b, sin(k §)) G,(cos(8))].
En additionnant(*), (**) et (***), on obtient :

[» ]+ [sine) ]+ =0
4-2) De la question1-1), on déduit : Gy, (cos(8)) + G, (cos(8)) = cos¥(8) sin(6).
Donc : cos¥(6) sin(8) sin(g + )=( sin(#) + cos(#)) Gs, (cos(8))
+(sin(g) + cos(#)) Gi, (cos(6))

On en déduit que la fonction F définie par :

F(r,0,8)=r ( sin() + cos(@)) Gs, (cos(8)) + r (sin(#) + cos(#)) G, (cos(8))

est solution du probléme posé.



