PAU — MATEMATICAS Il - GEOMETRIA — ANDALUCIA — MODELOS DE 2016 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

1.- Considera el plano 1 de ecuaciéon x + 2y + z = 1.
(a) Halla el punto de ® mas préximo al punto (3, 1, 2).
Resolucién
El punto mas préximo a P(3, 1, 2) es el punto Q, proyeccion ortogonal de P sobre .
*P

i0

/
/ T
/

- Hallamos la recta r pasando por P ortogonal a m:

N

d=n=(121;PG 1L 2ersr{x=3+Ay=1+2z=2+2A

- Calculamos el punto de corte, Q, entre r y m resolviendo elsistema formado por las ecuaciones
paramétricasderylaecuaciondem: 3 +A+2(1+20)+ (2 +A)=1=26A+7=1=>A=-1.

Luego,{x =3 —-1y=1+2(—-1)z=2-1={x =2y =— 1z = 1.Portanto,Q(2,-1,1)

(b) Determina la ecuacion de un plano paralelo a m que forme con los ejes de coordenadas un tridngulo
de area \/g .
Resolucién

Los planos paralelos a  son de la forma m,;: x + 2y + Z=m, con m € R.

Punto de corte
conelejez T

Punto de corte
con el eje y

Punto de corte
con el eje x T

Sea ABC el triangulo que se menciona: X

Punto de corte de i, conelejeX:{x + 2y + z=my =0z = 0=>x+ 2.0+ 0=m = x=m, de donde
A(m, 0, 0)

Punto de corte de i, conelejeY:{x + 2y + z=mx =0z2=0=>0+2y+0=m>y =%,de

donde B(O, %, 0)

Punto de corte de ,, conelejeZ:{x + 2y + z=mx =0y =0=>0+ 2.0+ z=m =z =m, de donde
C(0,0, m)
A(triéngulo):%lA} XAZ" ;A = (_ m, %, 0) 1] AC = (_ m, 0, m)
- - 5 > mZ 2 mZ
AB x A =|ijk —mm/ZO—mOm|=(T,m,T)

2

1 m _ m’ 2 _
V6 =521, 2 D|=—=-/6 2m" = 4=m = +2

Hay 2 planos: my: x+2y+z=2 y mypx+2y+z=-2
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2.- Sear larecta que pasa por los puntos A(1,1,0) y B(3,-1,1) y slarecta dada por
{x+2y=—1y+z=-1
a) Halla la ecuacion general del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las rectas
dadas.

Resolucién

-

A(1,1,0)€er y dr = AB = (2, — 2, 1) esunvector director der

Para hallar un punto de s hacemos y = 0, de donde {x + 2.0 =— 1 0 + z =— 1. Obtenemos C(-1, 0,
-1)€s

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que
definen alarectas

- 5 5

d=(1,20x011D=]ijk120011|=(2-11)

d//d,;
detdet(AC, dr, ds) = detdet (— 32 —22 —212 -11) =6+4+4—-8—-3—4=—1+#0

= TrySssecruzan.

Qe

Sea m el plano que buscamos:

- -

Como los vectores dr y ds son vectores directores de T, un vector normal de 1 es

n=d xd =|ijk2-212-11|=(-1072)

Y como m pasa por 0(0, 0, 0) ,entoncesm: -1(x-0) + 0(y-0)+ 2(z-0)=0=> m: -x+2z=0

b) Halla unas ecuaciones paramétricas del plano que pasa por By es perpendicular a s.
Resolucién
Al ser el plano m'que buscamos perpendicular a la recta s, un vector normal de 7" es

- -

n,=d =(2-11)
Como m’ pasa por B(3,-1,1),entoncesn: 2(x-3)-1(y+1)+1(z-1)=0 = n:2x-y+z-8=0

Para obtener unas ecuaciones paramétricas podemos resolver la ecuaciéon 2x -y +z-8=0
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Llamamos x = A, y = p. Despejando, z = 8 - 2x + z = 8 - 2A + . Luego,
m:{x =Ay =pz=8— 21+ p,conA, n€R
3.- (prueba ordinaria) Considera el punto P(1,0,5) y larecta “r’ dadapor{y + 2z = 0x = 1
(a) Determina la ecuacidn del plano que pasa por P y es perpendicular a “r”".
Resolucién
Observamos que P € r porque no cumple sus ecuaciones: {0 + 2.5#01 = 1

*
|
|
|
|
|

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que

- o5 o

definen alarectas: d = (0, 1, 2) x (1, 0, 0)=|ij k012100|=(0,2, —1)

Al ser el plano 1 que buscamos perpendicular a la recta r, un vector normal de 1 es
-

-

n=d=(02 -1

Como m pasa por P(1,0,5), entoncesm: 0(x-1) +2(y-0)-1(z-5)=0 > m:2y-z+5=0

“«_n

(b) Calcula la distancia de P a la recta “r” y el punto simétrico de P respecto a “r".
Resolucién

L

El punto simétrico de P(1, 0, 5) respecto de la recta r seria el punto P’(a, b, ¢) del dibujo.

- Hallamos M, punto de corte de r y T, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:
{y+2z2=0x=12y —2z+5=0. 2> =2{y+22=04y — 22+ 10=0.

Sumando, 5y +10=0,y=-2 ; -2+ 2z=0,z=1.Luego, M(1,-2,1)

- Por ultimo, hallamos el simétrico P’(a, b, ¢) que se pide usando que M es el punto medio del

segmento PP": {QTH =1=2a=1 “2-0 =— 2=b =— 4 % = 1=c¢ =— 3. Por tanto, el simétrico es

P'(1,-4,-3)

Observa que d(P, 7) =J Mplz 10, 2, 4)| =/0> + 2° + 4° =20 = 25 24,47 u

4.- (prueba ordinaria) Considera las rectas “r"y “s”dadaspor:r:{x =1+ 2Ay =1 - Az =1
ss{ix + 2y =—1z=-1

(a) Comprueba que ambas rectas son coplanarias y halla la ecuacion del plano que las contiene.
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Resolucién

La rectar pasa por A(1, 1, 1) y un vector director es dr =2, —1,0

s:{x + 2y =— 1z =— 1 .Hacemos y = 0, de donde x = -1. Luego, B(-1,0,-1) € s

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que

definenalarectas: d_= (1, 2, 0)x (0, 0, 1)=|i j k120001|=(2, — 1, 0)

Como dr = ds =(2,-1,0)// AB =(— 2, —1, — 2), ry sson paralelasy, por tanto,

coplanarias.

- -
Como los vectores dr y AB son vectores directores del plano que se pide, , un vector normal de T es

- - - - 5 -5

n=dxAB =|ijk2-10-2-1-2|=24 -4//12 -2
Y como mpasaporA(1,1,1)der,entoncesm: 1(x-1)+2(y-1)-2(z-1)=0>mx+2y-2z-1=0

«_n “«_n

(b) Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estan en las rectas “r” y “s”, calcula su area.
Resolucién

ComoB(-1,0,-1) €Es y c?s = (2, — 1, 0).Entonces al ser P € s es de la forma P(-1 + 2k, -k, -1).

Sabemos que A(1, 1, 1). Observando el dibujo P:l =2 -2k 1+k 2)1L c?r =2, —1,0)

Luego, P:l . c?r = 0.Operando, 4-4k-1-k=0,k
P(- 1+ 24 S5 - 1)=p(5 ==-1)

El lado del cuadrado L = |P_21 |= |(4T BT'Z)l = %\/22 +4° 45" = %:«/2;"545 =4/3—56

2

Por tanto, el area del cuadrado es A(cuadrado) = L2 = ( 36 ) =36 - 7,2 u2

3
5 Y

5 5
5.- Considera un paralelogramo de vértices consecutivos A, B, Cy D siendo A(1,0,-1),B(3,2,1)
—4 -
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y C(-7,1,5).
(a) Determina las coordenadas del punto D.
Resolucién

D C

Sea D(X, y, z) el cuarto vértice. Entonces, AB = DC =(2,2,2)=(-7-x1-y,5-2)

Luego,2=-7-x;x=-9 ; 2=1-y;y=-1 ; 2=5-z; z=3.Portanto,D(-9,-1,3)
(b) Calcula el area del paralelogramo.
Resolucién
AD = (— 10, — 1, 4); A(paralelogramo) = | AB x AD | ;
AB xAD =i j k222 —10 — 14|= (10, — 28, 18)
A(paralelogramo) = \10° + (- 28)° + 18" = /1208 =34,76u’
(c) Halla la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo.
Resolucién
Como los vectores AB y AD son vectores directores del plano que se pide, 1, un vector normal de m es

n = AB x AD = (10, — 28, 18) // (5, — 14, 9)

Y como m pasa por A(1, 0, -1) entonces m: 5(x-1) -14(y-0)+9(z+1)=0>m:5x- 14y + 92+ 4 =0

6.- Considera el punto P(1, 0,-1) y el plano  de ecuaciéon 2x-y+z+ 1 = 0.
(a) Halla el simétrico del punto P respecto al plano .
Resolucién
Como las coordenadas de P no cumplen la ecuacion del plano 1, pues 2.1 -0-1+1=2 # 0,
el punto P no pertenece al plano Tr:

r
oP
*Q
T
*P
- Hallamos la recta r que pasa por P y es ortogonal a Tt:
Un vector director de r es el vector normal del plano, d = n = (2, — 1, 1). Luego,

ri{x=1+2ky=—kz=—1+k
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- Hallamos el punto de corte, Q, entre el plano 1: 3x + 2y + z = 5 y la recta resolviendo el sistema de
ecuaciones:

Sustituyendo en la ecuacion del plano se tiene 2(1 + 2k) +k-14+k+1=0=>6k=-2 ; k =—

Luego, {x = 1 + Z_Tl=%y =%z =1 +_Tl=%.ElpuntodecorteesQ(%, %, —)

- Por ultimo, hallamos el simétrico P’(a, b, c) de P usando que Q es el punto medio del segmento PP":

(Ul=ls3a+3=23a="70 20 =la3p=2sp="2 L= o3c-3=—83c=""
e s . . A —1 2 -5
El punto simétrico que se pide es P (—3 y T3 T3 )

(b) Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P, es perpendicular al plano m y es paralelo a la
rectadadapor{x — 2y = 1z = 3.

Resolucién
Sea " el plano que buscamos y

- o5 -5

ri{x — 2y = 12=3,c?r= ij k1 -20001|=(-2-10)//( 10

Como dr ni es paralelo ni perpendicular a n_= (2,— 1, 1) = ry mson secantes (no perpendiculares)

[ij k2 —11210]=(- 1,24

,.«_\
j\
l_
=]
U

:1\: {
|_

:13 l
j\

~

S~
=
U

:1‘3 \
I_

<&
=
=
Q
S
o
wn
Sy
Il
S
=
Uy
Il

Y como m pasa por P(1,0,-1) entoncesm: -1(x-1)-2(y-0)+4(z+1)=0>m x+2y+4z+5=0

“w_»n

7.-Sea “r"larectadadapor{x + z =1y =— 1 ysea “s”larecta definida por
{x=2+Ay=2z=2+2A
a) Comprueba que las rectas r y s se cruzan y halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente
aryas.

Resolucién
La rectar es esta dada como interseccion de dos planos. Luego, su vector director se puede obtener como
el producto vectorial de los vectores normales de los planos:

—-6-—
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—) - o5 5

=(1, 0, 1) x (0, 1, 0)—|l Ji k101010|—( 1,0, 1);Enrparaz=0, x=1.Luego, A(1, -1,
O)Er

La recta s pasa por B(Z2, 2, 2) y tiene vector director c?s =(1,0, 2)

-

Como det( dr , d_; , A_é ) =|-101102132|= 3+#0,los vectores c;r, c?s y AAB son linealmente

independientes. Luego, r y s se cruzan

S

N

Hallamos el plano, a, perpendicular a r y que contiene a s: Al tener como vectores directores ds y dt ,

- 5 o

un vector normal de a es n_.; = d_; xd |l Jj k 102010|—( 2,0, 1)

Y como a pasa por B(2, 2,2),entonces a: -2(x-2) +0(y-2)+1(z-2)=0>a:-2x+z+2=0

Hallamos el plano, 3, perpendicular a s y que contiene ar:

Al tener 3 como vectores directores d y d , un vector normal de 3 es

- - o5 -5

n, =dr xdt =|ijk —10101o|—(—1 0, —1)// (1,0, 1
Y como 3 pasa por A(1,-1,0), entonces B: 1(x-1)+0(y+1)+1(z-0)=0= B:x+z-1=0

La recta que corta perpendicularmentearyasest = anf3 ,osea
t{—-2x+z+2=0x+2z-1=0

b) Calcula la distancia entrery s.
Resolucién
Podemos hallarla usando la férmula de la altura del paralelepipedo,
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S

Vparalel |det<d—;' d—;' A_é )|
paralel Abase' h=h=dr s)= A d xd
det(dr,ds,A )=|— 101102132(=9; d xd =(0,3 0) =
d(r, s) = ol =—=3u

Ao’ +3°+0° 3

8.- Considera un rectangulo de vértices consecutivos A, B, Cy D siendo A(1, 1,0) y B(2, 2, 1).
Sabiendo que la recta r que contiene a los puntos C y D pasa por el origen de coordenadas se pide:
a) Halla unas ecuaciones paramétricas de r.

Resolucién

D C 0

A B

- -

La recta r pasa por 0(0, 0, 0) y tiene vector director dr = AB = (1,1, 1).Luego,{x =ky=kz=k ,
conk € R.

b) Calcula el area del triangulo ABC.
c) Determina las coordenadas del punto D.
Resolucién

AlserC,Der=C(c,cc) y D(d,d,d)

Como BC LAB=(= 2,— 2,— 1).(1, 1, 1) = 0= = 2 4= 24— 1 =02 = 5-=¢(3 55

Como
T T 2 2 2 2
AD LAB=(d =1, d=1,d=0.(11,1)=02d-1+d—1+d=02d==>D(445+)

A(trian) = ——A(rect) = +|AB |.| BC| = +1(1, 1, Dl |(S== )| =B+ = e _ 2
-8 -
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“w_n

9.- (prueba extraordinaria) Considera el punto A(1, -1, 1) y la recta “r” dada por
fx=1+2y=1-2z=1
(a) Calcula las coordenadas del punto simétrico de A respecto a “r”.

Resolucién
- ,A

M r

Iy

El punto simétrico de A respecto de la recta r seria el punto A’(a, b, ¢) del dibujo. Vamos a hallarlo:

- Hallamos el plano 11 que pasa por Ay es ortogonal a la rectar:

-

Un vector normal n del plano es el vector directorder: n = c? =(2, —1,0)
Y como m pasa por A entoncesm: 2(x-1)-1(y+ 1) +0(z-1) =0,dedonde m: 2x-y-3=0

- Hallamos M, punto de corte de r y 11, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

Sustituyendo en la ecuacion del plano se tiene 2(1 +2A) -1+A-3=0=>5A-2=0=>A = %
Luego, {x = 1 + Z%y =1- %Z = 1.El punto de corte es M(%, %, 1)

- Hallamos el simétrico A'(a, b, c) de A(1, -1, 1) usando que M es el punto medio del segmento PP":

(L =2 sba+5=18sa=— " =—=5b - 5=62b=— S =1sc+1=23c=1

5 2

. El punto simétrico que se pide es A'(l—sg, %, 1)

«_n

(b) Determina la ecuacion del plano que contiene a “r” y pasa por A.

Resolucién
d
/‘ r
B A o

Observaquecomor:{x =1+ 2Ay =1 — Az =1 entoncesB(1,1,1)E€Er y dr = (2, —1,0)es
vector director der.

Como los vectores dr y BA = (0,— 2, 0) son vectores directores de a, un vector normal de a es

N

r?zd_;xBA:|

N
1

jk2 =100 -20|=(0,0 —4)//(00,1)

Y como a pasapor B(1,1,1),entoncesa: 0(x-1)+0(y-1)+1(z-1)=0=> w:z=1

10.- (prueba extraordinaria) Calcula la distancia entre las rectas dadas por las siguientes
ecuaciones x=y=z y {x=14+py=3+puz=—1p
Resolucién

-9-
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La recta r pasa por A(0, 0, 0) y tiene vector director dr =(1,1,1

La recta s pasa por B(1, 3, 0) y tiene vector director ds =(1,1 -1

- - -

Comodet(dr,ds,A )=|11111 —1130|=3—-1—-1+ 3 = 4+#0, los vectores dr,ds y AB

son linealmente independientes. Luego, r y s se cruzan.

Para hallar la distancia entre ambas podemos usar la férmula de la altura del paralelepipedo,
S

= A h e h = d(fr S) — Vparalel _ |d€t( dr ’ d_; , AB )'
paralel base’ ) A Jr - d:
0 xd =ik 141 4 4 ) N
4 xd =[ifRinnnn-1]=c 220 5 d(r, $) = = - = =+2=1,41u
V' +27 407 8 242 2

x-1

2
Resolucién

Un punto genérico de larectaes P(x,y,z) = P(1 + 2A,— 1 + A, 3})

11.- Determina el punto de la recta r: =y+1= % que equidista de los planos

Ponemos m'en forma implicita: A(-3,0,-6) en’; u = (1,— 1, 0)y v = (0, 1,— 1) son paralelosa '’

n,=uxv=|ij k1 -1001 —1|=(1, L1)=2n:1(+ 3) + 1(= 0) + 1(+ 6) = 0=>m:+ + +

(m) = (n)= '*};3' = '*};9' >{+ + + 3=+ + + 953 = 9 (imposible) 6+ +

2x+2y+2z2+12=0=>x+y+z+ 6 =0.Sustituyendo, 1 +2A -1+ A+ 3A+6=0=>A=-1

Por tanto, el punto que buscamos es P(1+2(-1),-1- 1, 3(-1)) = P(-1,-2,-3)
1 y+1 Z+2

12.- Considera el plano 1 de ecuacién 6x - my + 2z = 1 y la recta r dada por x__3 = ="

a) Calcula m en el caso en que la recta r es perpendicular al plano .
Resolucién

—

dr=(— 3,2,—1); n_= (6,— m,2)

-10 -
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q

o

- - -3
rJ_m:)dr// n e ——=—"—== om =4

b) ;Existe algun valor de m para el que la recta r esté contenida en el plano n?
Resolucién

/

n_=0=-36+2(-m)+(-1)2=0=>m=-10

- -

Sircn=d 1L n =d
T TT

T

Pero param =-10, m: 6x + 10y + 2z =1; A(1, -1, -2) € r pero A € T, pues no cumple la ecuacion

det: 6.1 4+ 10(-1) +2(-2) = -8 # 1.

Por tanto, param = -10, r // . Luego, no existe ningin valor de m para el cual r esté contenida en 1t

-1 -



