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INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir
entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2,5 puntos.

TIEMPO: 90 minutos.

A.1. Calificacion maxima: 2,5 puntos.
Dadas las matrices A = (210 — 102) y B=(b01b), sepide:

a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de A'A.
Resolucién

AA=2 —11002)(210 —102)=(52 — 2210 —204);det(A'A)=20-4-16=0

b) (0,5 puntos) Calcular el rango de BA en funcién de b.
Resolucién

BA=((b01b)(210 —102)=2bb02 —b12b);seaelmenor|b012b|= 2b° = 0eb = 0
-Sib # 0, rg(BA) = 2 porque soélo tiene 2 filas y un menor de orden 2 no nulo

-Sib=0,BA=(000210)= (210),rg(BA) =1 porque hay una sdlo fila no nula.

c) (0,75 puntos) Calcular B™* parab = 2.

Resolucién
Sib=2,B=(2012);detB=4%0= 3
B = gmep (@i B) = -(2 = 102)" =420 = 12)= (505~ )

~ detdet B 4

d) (0,75 puntos) Para b = 1, calcular B®.
Resolucién

Sib=1,B=(1011); B°=(1011)(1011)=(1021) ; B°=BB=(1021)(1011)=(1031)

En general, sin € N, B" = (10n1),en particular, B’ = (1051)

A.2. Calificacién maxima: 2,5 puntos.
Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El gasto en litros de

combustible por cada 100 kilometros en funcién de la velocidad, medida en decenas de kilometros por
2

hora, es c(v) = { %, si0<v < 314 — 4v + 3L, siv=3
_1_
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a) (1 punto) Si en una primera prueba, el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas de kilémetros
por hora, ;a qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?
Resolucién

2v
3

2

Comov>3,c(v)= 14 — 4v + =—; (V) =— 4 +

2

co-2; C7(6) = 3i > 0 (minimo parav = 6). Ademas, c(6) = 14 — 4.6 + % =2

Debe ira 60 km/h y su gasto seria de 2 litros.

b) (1,5 puntos) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1 < v < 8, ;cudles
seran el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

Resolucién
Evaluamosc(v)env=1,v=3,v=6 y v=_8:

5.1 5 3’
c()=—2—=-72=1,67 ; c(3)=14-43+——=5; c(6)=2 ;
2

c(8)= 14 — 4.8 + ——=3,33

El consumo maximo es de 5 litros y el minimo, aproximadamente, 1,67 litros

A.3. Calificacion maxima: 2,5 puntos.
Sean el plano m: z =1, los puntos P(1,1,1) y Q(0, 0, 1) y la recta r que pasa por los puntos P y Q.
a) (0,25 puntos) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano .
Resolucién
Tanto en P como en Q se cumple que z = 1 porque su 32 coordenada es 1. Luego, b, Q €

b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.
Resolucién

P(1,1,1) €rryun vector director der es dr =QP =(1,1,0) =>rn{x=1+ky=1+kz=1

Como 0(0, 0, 0) pertenece al plano z = 0, la recta s que se pide pasa por O y al ser paralela a r; entonces

i =d =110 >s:i{x=ky=k'z=0

s

c) (1,25 puntos) Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccién ortogonal sobre el plano m sea la
recta r, con la cual forme un angulo de % radianes.
Resolucién

—

mz=1 n =(0,0,1); dr =(1,1,0),P(,1,1)yQ(0,0,1).Sea tlarecta que se pide.

c—1
1

SeaA(a,b,c)€t= QA = (¢, b c—1)//n = (0,0, N>+ =L =
0,0

.Luego,a=b=0y A(O,
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Por otra parte,

AP . m =(1,1,1-0.(0,0,D=1-c=|4P | |E|.sen459=\/(1—c)2+2 .1.%

(1—0) +2

2
s (1-0) =221—-c=%2

Elevando al cuadrado, (1 — c)2 =

N

Luego, P(1,1, 1) €t y un vector director de tes c{; = AP = (1, 1, £ \/5)

Hay dos rectas, tl:{x=1+ky= 1+kz=1-— ﬁk y
tifx=1+ky=1+kz=1- 2k

A.4. Calificacion maxima: 2,5 puntos.
Sabiendo que p(A) =0,5 p(A/B)=0,625 y p(AUB) = 0,65, se pide calcular:

a) (1,5 puntos) p(B) y p(AnB).

Resolucién
(p(AUB) = p(A) + p(B) — p(ANB) p(%) = 2P Seanx =p(B), y = p(A N B). Sustituimos en el
sistema:

{0,65 =0,5+ x — y 0,625 =% =2>{x—-y=015y =0,625x = x — 0,625x = 0,15=x = 0,4
; y=20,625.0,4=0,25

Por tanto, p(B) = 0,4 y p(AnB)=0,25

b) (1 punto) p[A/(AUB)] y p[(ANnB)/(AuUB)].
Resolucién

pl (AﬁB) ] = p[z‘;&(j;)B)] .Como ACAUB = AN(AUB)=A.
Luego, p[ (ASB)]= p(z(ﬁa) = 00:; =0,7692 = 76,92%
(AnB) 1 _ pl(AnB)n (AUB)] _
Pl = e .Como ANBCAUB = (ANB)N(AUB) = ANB.
Luego, p[4op0] = 250 = oo 20,3846 = 38,46%
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B.1. Calificacién maxima: 2,5 puntos.
Dadoelsistema{ — 2x +y +kz=1kx —y —2z=0 —y + (k — 1)z = 3, se pide:
a) (1,25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro k.
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA = (— 21kk — 1 —10 —1k—-1)y

A=(=21k1lk —1 —100 — 1k —13)

detA=2k-2-k* +2-k +k=-2k’+3k=k(-2k+3)=0k=0 6 k =—-

-Sik#0, k#%, det A# 0yrgA =3 =rgA* =n?de incégnitas. Luego, por el teorema de

Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucion unica.

—Sik=0,A*=(— 21010 -1 —-100 -1 —13) f3—-f2(—21010 -1 -100003)
La 32 fila corresponde a la ecuacién 0 = 3, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible

. 3 3 3 1
-Sik =-3detA=0y A=(-21- 3 -1 -10 - 1 .Como

2
|% -10 - 1= =#0,rg A=2.

A':(—21%1% -1 -100 —1%3)2;(1 — 2f2 2f3 (— 4232 —32200 —216) 3f1 —4f2 (—42320 —2160 —216) f3=f2 (—42320 —216)

Como |— 420 — 2| = 8#0,rg A*=2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incégnitas. Por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

b) (0,5 puntos) Resolverlo para k = 3.
Resolucién
Para k = 3 sabemos que el sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos por el método de Gauss. La matriz del sistema es

A*=(—21313 -1 -100 —123)3f1+2f2 (-213101730 —123) f3+f2(—2131
que corresponde al

sistema{—2x+y+32=1y+7z=39z=6;z=%;y= 3 - 7%=%;
ot35 -1 -1

X = > =

. ., -1 -5
Es decir, la solucién es x = - Y=— Z=—F

E

c) (0,75 puntos) Resolverlo para k = y especificar, si es posible, una solucién particular con x = 2.

2
Resolucién

Sik = 5 sabemos que es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es equivalentea (— 42320 — 216), que corresponde al sistema
{—4x+2y+3z2=2 -2y +z=6

_4_
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2y+3z—2 _ 2y+3(6+2y)—2
4 - 4

Despejando,z=6 + 2y ; x = =4+ 2y

Llamando y =k, las infinitas solucionesson{x = 4 + 2ky = kz = 6 + 2k ,conk€R.

Si es posible una solucién particular con x = 2, entonces
{—42+2y+3z2=2 -2y+z=6=>{2y+3z=10 -2y +2z=6

10-3z _ 10—3.4
2 - 2

Sumando las ecuaciones, 4z =16,z=4; y = =1

Por tanto, si que es posible y la solucionesx=2,y=-1,z=4

B.2. Calificacién maxima: 2,5 puntos.
Dadas las funciones f(x) = 2 + 2x - 2x* y g(x) = 2 - 6x + 4x* + 2x°, se pide:
a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de h(x) = |f(x)|.
Resolucién
h es continua en R por ser composicion de la funcion valor absoluto y f, que es polinémica.

y = 2 + 2x - 2x* es una parabola céncava, f(x) = 2 + 2x — 2= 0ex’  —x—1=0

x, = %E, x, = %E Usando la definicién del valor absoluto,

h(x) = {= f(x), six <x 6 x>x, f(x), six sxsx,

Si xixl, x;txz , h es derivable por serlo f, siendo

h(x) ={—- f(x)=— 2 + 4x, six <X, (’)x>x22 — 4x, six1<x<x2

im =2+ 4= im rw=2- LUEGO, f NO es derivable en x = x L

lim ff(x)=2 - 4x2 * lim+ ff(x)=—2 + 4x2. Luego, f NO es derivable en x = X,

X=X X=X
2 2

Conclusion: h sélo es derivableen R — {xl, xz}

b) (1,5 puntos) Hallar el area de la region acotada por las curvasy = f(x),y =g(x),x=0 y x=2.
Resolucién

Recordemos que f(x) =2 + 2x - 2x° 'y g(x)=2-6x+ 4x* 4 2x°

Abscisas de los puntos de corte entre las curvas: {y = 2 + 2x — 2x° y=2—6x+ ax’ + 2x°

242x—2x =2 —6x + 4x + 2x=0 = 2" + 6x° — 8x = 2x(x" + 3x — 4)
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Luego,x=0 6 x = x=—4, x=1

2 )
1

JTg(x) — f(x)] dx

0

2

JTlg() = f(0)] dx

1

El 4rea que se pidees A = + . Una primitiva

3 2 Xt 3 2 x4 4x —8x
de f(x) — g(x) = 2x + 6x — 8x es p(x) = ——+ 2x — 4x =————_Porlaregla de Barrow,
1 +41°—81° 0* +4.0° - 8.0° 2t 442’ —82° 1*+41°—81°
A =p(D) - pO+ Ip(2) - p(D)|= > - > + > - ;

_3|
2 |

22

2
5 =11 u

A=|5+ ==

B.3. Calificacién maxima: 2,5 puntos.

Dadoselplanom: x4+ 3y+2z+14=0ylarectar:{ x = 2z = 5 , se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar el punto del plano ™ mas préximo al origen de coordenadas.
Resolucién

Sea P(a, b, c) el punto del plano m: x + 3y + 2z + 14 = 0 mas proximo al origen 0(0, 0, 0).

T‘\ ‘0
P \
Un vector normal de mt es n_; = 0}’ =(a b, c)// (1,3, 2)

L b - ¢ 5 p=3a, c=2a y P(a 3a 2a).

Como m pasa por P, entoncesa + 3(3a) + 2(2a) +14=0, 14a+14=0,a=—1 y
P(—1, =3, =2

b) (1 punto) Calcular la proyeccion ortogonal del eje OZ sobre el plano .
Resolucién

0Z =t:{x=0y=0z=k ,0(0,0,0) €t, dt =(0,0,1),:x+3y+2z+14=0, n_ = (1, 3, 2)

Como dt . no= 2#0, entonces t y T son secantes. Sea A el punto de corte.

(sustituyendoenm, 0 + 3.0 + 2k + 14 = 0, k = -7. Luego, A(0, 0 -7)
Por el apartado a) sabemos que P(-1, -3, -2) es la proyeccioén ortogonal de O sobre el plano n
La recta proyeccion, t’, que piden es la que pasa por Ay P.

)

—
ey

t" pasaporA(0,0,-7) y d:' = PA = (1,3, — 5).Portanto, t:{x = k'y = 3k"z =— 7 — 5k’

c) (1 punto) Hallar la recta, con direccién perpendicular a r, que este contenida en ™ y que corte
al eje OZ.

t

Resolucién
Recordemos n_ = 1,3, 2);r{x=2z=5 = dr = (0,1, 0)

_6-—
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- - -

Larecta s pedida esta contenida en m= ds L n_ycomoes perpendicularar = ds 1 dr

Luego, un vector director de s es: ds =n xn = | i j k132010 | =(-201
Y como s pasa por A(0, 0,-7) € w, entonces s:{x =— 2ay =0z =—7 + a (@a€R)

B.4. Calificacién maxima: 2,5 puntos.
El 65% de los universitarios de 18 afios que intentan superar el examen practico de conducir lo consigue
ala primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 afios que ya han superado el examen practico de
conducir. Se pide:
a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un intento
para superar el examen practico de conducir.

Resolucién
Realizamos 10 veces el experimento aleatorio de preguntar al universitario si ha superado el examen en
mas de un intento. La probabilidad de aprobar en mas de un intento es 1 - 0,65 = 0,35

X = “n? universitarios que necesitan mas de un intento para superar el examen” - B(10; 0,35)
La ley de probabilidad es P, = p(X = k)= (10 k)0, 35k0, 6510 _k, conk=0,1,23,..,9,10.
Se pide p(X = 3) = (103)0,35°0,65 = 120.0,35. 0,65 =0,2522 = 25,22%

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un intento para
superar el examen practico de conducir.
Resolucién

Sepidep(X=1)=1 — p(X = 0)=1 — (100)0,35°0,65 =1 — 1. 1. 0,65 '=0,9865 = 98, 65%

c¢) (1 punto) Aproximando por una distribucién normal, determinar la probabilidad de que, dados 60 de

estos universitarios, como minimo la mitad superase el examen practico de conducir a la primera.
Resolucién

X “ndmero de universitarios que aprueban a la primera el examen de un grupo de 60”

Se puede hacer aplicando la aproximacién de la binomial por la normal y la correccion por continuidad

de Yates: “Si una v.a. X sigue una binomial B(n, p) que cumple:n>30, np>5 y n(1-p) =5, entonces,

la v.a. X se puede sustituir por otra v.a. X" — N(J, 0), siendo Y la media de X, y = np y 0 la desviacién

tipica, 0 = \/np(1 — p). Es decir, X'—>N(np, m) “

Aqui,n=603>30,p=0,65;np=60.0,65=39>5;n(1-p)=60.0,35=21>5;X-B(60;0,65)

6 =np(1 — p) =+/13,65=3,695 ; X'>N(39;3,695). Tipificando, Z = S==->N(0, 1).

Piden p(X = 30). Como los valores de X, mayores o iguales que 30 son 30, 31,.... tomamos un intervalo de
la recta que contenga exactamente esos nimeros.

Por ejemplo, tomamos (29,5 ; +).
Entonces, p(X = 30) = p(X'>29,5) = p( X —39 29,5 -39

3695 3,695

)Ep(ZZ — 2,57) = p(Z<2,57) = 99, 49%



