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Ementa:

Esta disciplina visa introduzir os alunos aos conceitos e técnicas modernas do chamado
Analise Semi-Classico, um conjunto de ferramentas fundamentais na Fisica-matematica
contemporanea relacionada a mecanica quantica e seu limite classico.

Esta area se distingue por fazer a ponte entre a analise funcional de operadores e a geometria
simplética. A ideia basica é que se consideram familias de operadores pseudo-diferenciais em
um espacgo X (dependendo de um parametro de escala, tipicamente sendo a "constante de
Planck" h em mecénica quantica) e equacgdes de evolucao tipo Schrodinger. Se estabelece um
certo tipo de calculo simbdlico-assintético (para h indo a zero) para estes operadores que da
lugar a funcoes ("observaveis classicos") no fibrado cotangente de X e a correspondente
din@mica simplética/Hamiltoniana. Ainda, esta teoria se estende para operadores
Fourier-integrais e seus "wave-fronts" sendo subvariedades lagrangianas, mediante métodos
"micro locais" (seguindo uma teoria classica de Hormander).

Todas estas técnicas permitem desenvolver uma teoria com resultados muito interessantes e
profundos (veja [F] embaixo) que relacionam propriedades analiticas dos operadores com
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propriedades geométrico-simpléticas subjacentes (e.g: aproximagdes as solugdes de EDPs,
Ley de Weyl, teorema de Egorov, e outros).

A ideia da disciplina sera ver, detalhadamente, os elementos basicos envolvidos seguindo livros
de texto bem estabelecidos sobre estes topicos e enfatizando a relagao com os problemas
fisicos subjacentes. No final da disciplina, discutiremos aplicagbes mais avancadas desta
teoria.

Referencias e conteudos:

+[F] C.L. Fefferman, The uncertainty principle, Bull. Amer. Math. Soc. 9 (1983), 129-206

+ V. Guillemin and S. Sternberg. Semi-classical analysis. International Press, Boston, MA, 2013.
+ A. Martinez. An introduction to semiclassical and microlocal analysis. Universitext.
Springer-Verlag, New York, 2002.

+ L. Takhtajan, Quantum mechanics for Mathematicians, Graduate studies in Mathematics,
AMS.

+ M. Zworski. Semiclassical analysis, volume 138 of Graduate Studies in Mathematics.
American Mathematical Society, Providence, RI, 2012.

Outras relacionadas (mais avangadas):
+ Karasev, Maslov, Quantization of non-linear Poisson brackets, Translation of Mathematical

Monographs 119, AMS.

Conteudos a serem desenvolvidos:

1) [Takhtajan] Motivagao via sistemas quanticos simples: espagos de Hilbert, operadores
hamiltonianos, autoestados, evolugao temporal. Limite classico e expansdes
semi-classicas.

2) [Zworski; Guillemin-Sternberg; Martinez] Ferramentas: transformada de Fourier, lema da
fase estacionaria, operadores pseudo diferenciais, calculo simbdlico, elementos de
analise microlocal.

3) [Zworski; Guillemin-Sternberg; Martinez] Aproximagdes semi classicas em sistemas
quanticos simples, autovalores e Lei de Weyl, aproximando autofun¢des, teo. De Egorov
e relagdo entre dindmica classica e quantica. Quantizagao de transformagdes
simpléticas e operadores Fourier integrais (FI10).

[Guillemin-Sternberg] teoria global dos operadores FIO e relagdes lagrangianas.
Férmulas de tracos.

4) Topicos avancados (possiveis):
+[Martinez] WKB em EDPs e estimativas microlocais
+[Zworski] Ergodicidade classica e consequéncias quénticas
+Quantizagéo de variedades simpléticas: quant. Geométrica, quant. Berezin-Toeplitz,
quant. Formal de Fedosov e teoremas de indice.




+A formula de integral de Feynman do ponto de vista semi classico.
+Quantizacao de variedades de Poisson e teoria de Lie ([Karasev-Maslov])

Aulas em ordem cronolégica:

: Embaixo, aparecera um resumo do conteudo visto em cada aula (A1=aula #1, etc.), assim
icomo listas de exercicios e atividades. As separagdes sdo por semanas, veja também o
i Calendario abaixo para as datas.

# A1 Introducao a disciplina, sumario de conteudos e ideias.
[Takhtajan, Cap 2, S 2.3,2.4,2.6]: O formalismo da mecanica quantica. Elementos de analise

funcional. Comparagao breve com a mec. Classica. Alguns sistemas quénticos simples, 1
particula quantica livre, oscilador harmonico.

# A2: [Takhtajan, Cap 3, S6] Mais exemplos. Ideias gerais sobre asintética semi-classica. O
caso da funcao de onda e o método das caracteristicas.

# A3: [Takhtajan, Cap 5, S6] Mais sobre ideias gerais de asintética semi-classica em sistemas
quanticos simples. A eq. De Schrodinger estacionaria e WKB. Asintética do kernel do operador
evolucao.

# A4: Comecando com [Zworski], Capitulo 3. Espaco de Schwartz de funcdes. Transformada de
Fourier (classica) e propriedades. Distribuicbes temperadas. Transformada de Fourier de uma
funcao oscilatério-gaussiana.

# A5: Continuando com [Zworski], Capitulo 3. Transformada de Fourier semi-classica. Principio
de incerteza (paramétrico). Stationary phase (SP) em 1 dim.

# A6: Continuando com [Zworski], Capitulo 3. Segunda demonstragcdo de SP em dim 1. SP em
n dim via Lema de Morse (parte ).

# A7: Continuando com [Zworski], Capitulo 3. SP em n dim via Lema de Morse (parte II).
Exemplos importantes. Integrais oscilatérias como distribuicoes.

# A8: [Zworski], Capitulo 4: Quantizacdo Semiclassica. Classes de simbolos. Férmulas de
quantizacao: operadores pseudo-diferenciais <-> simbolos. Definicdo dos operadores para



simbolos Schwartz e distribuicdes.

#A9: Continuando com [Zworski], Capitulo 4. Férmulas de quantizagao de simbolos.
Exponenciais..

#A10: Continuando com [Zworski], Capitulo 4. Composicao de operadores e star product de
simbolos, 0 caso da quantizagdo de Weyl.

#A11: Continuando com [Zworski], Capitulo 4. Férmulas para mudanga de quantizagdes.
Composicao de simbolos para quantizagao Standard. Classes de simbolos e suas séries
assintéticas. Teorema de Borel.

#A12: Continuando com [Zworski], Capitulo 4. Quantizagao das novas classes de simbolos.
Férmulas para composicao detalhadas.

#A13: Continuando com [Zworski], Capitulo 4. Operadores quantizados sao limitados em L2.
Casos em que sao operadores compactos.

#A14: Continuando com [Zworski], Capitulo 4. Inversas, simbolos elipticos e estimativas de
Garding.

(Até aqui cobrimos os fundamentos técnicos basicos. A partir da A15, vamos ir mais rapido,
entrando em menos detalhe técnico mas abarcando mais tépicos.)

#A15: [Z], Cap 5. Medidas de defecto semi classicas. Aplicagcbes em EDP. Eq. de onda
amortecida.

#A16: [Z], Cap 6. Autovalores e autofungdes. Lei de Weyl.

#A17: [Z], Cap 7. Estimativas na Eq. de Schrodinger. Regides classicamente proibidas. Efeito
tunel. Quasi-modos.

#A18: [Z], Cap 8. Calculo simbdlico avangado. Exponencial de operadores. Espagos de
Sobolev. Wavefronts e micro-localidade.

#A19: [Z], Cap 9. Transformacdes de coordenadas e calculo simbdlico.

#A20: [Z], Cap 10. Operadores Fourier Integrais. Evolugdo de operadores e formulas integrais.




#A21: [Z], Cap 11. Relacionando dindmica quéntica e classica. Teorema de Egorov.
Quantizagéo de simplectomorfismos.

#A22: [Z], Cap 14. Analise semi-classico em variedades. Operadores pseudo-diferenciais.
Comentarios sobre [Guillemin-Sternberg]: Operadores Fourier Integrais em variedades. Seus
wavefronts (relagdes Lagrangianas) e seus simbolos (half-densities). Alguns teoremas (tragos
de operadores).

A23-A28: elaboragao do trabalho final (topico a escolher), duvidas, apresentagdes finais.




Calendario

seg qua
A1l September 5 September 7
A2 September 12 September 14
A4 September 19 September 21
Aulas suspensas na ufrj September 26 September 28
A7 October 3 October 5
A9 October 10 October 12
A10 October 17 October 19
A12 October 24 October 26
A14 October 31 November 2
A15 November 7 November 9
November 14 November 16
A18 November 21 November 23
Jogo brasil November 28 November 30
Jogo brasil December 5 December 7
December 12 December 14
A21 December 19 December 21
December 26 December 28
A23| January 2, 2023 January 4
A25 January 9 January 11
A27 January 16 January 18
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