Groupe Concours Polytechniques 95. Physique 1.
MZcanique.

1. La somme des forces extZrieures est nulle (pas de frottements) donc RG est galilZen.

2. a) G est sur la bissectrice de CAB, et AG=I sin (6/2).
2.b) = 1cos(6/2) donc ,J/RG= -sin (8/2) + -1 cos (6/2) .

3. a) Soit I' Ie milieu de CA. = AC(I') + AmI/RG + AB(I) + AmI/RG
=ml2/3 (AB + AC)+2 12 cos2(6/2) .

L'angle entre AB et GX est a+6/2 ; I'angle entre AC et GX est a—6/2.
D'o =2ml2.

3. b) D'aprs le thZorme de Koenig, Ec=Ec/RG + 1/2 m VG2.
Ec/RG=+2m V
Ec/RG =
Ec=+1/2 m VG2.

4. Le systme est conservatif donc son Znergie mZcanique est constante. L'Znergie potentielle du ressort est 1/2 C 82.

Donc Ec +1/2 C 82=constante = Eo, Znergie mZcanique initiale, Zquation [1].
Il n'y a aucun moment extZrieur en G. Donc le moment cinZtique est constant :

2ml2= 0o , Zquation [2].

5. On tire de [2] et on remplace dans [1] :
Eo=+2(1/3 +sin2(6/2)) +1/2 m VG2 +1/2 C 62 [3]

6. a) On dZrive 1'Zquation [3] par rapport "t :
0=+ [+ 3sin(8/2)cos(8/2) |+CO
Pour 0 voisin de 0, on obtient :

+(C+) 8=0. On obtient une solution sinusosdale autour de la position d'Zquilibre 8=0, de frZquence

6. b) D'aprs [2], garde un signe constant. Si on veut que le systme reste autour d'une valeur a donnZe, il faut que =0 donc

que 00=0. La frZquence des oscillations autour de la seule position d'Zquilibre 8=0 devient

7. Ec() correspond au mouvement d'ouverture entre les deux tiges. Ec() correspond au mouvement de rotation de
I'ensemble dans le plan (rotation des axes Gu et Gv).

8. JA=et JB=. G est toujours sur la bissectrice de CAB avec GJ=AIJ sin (6/2)
9. Le thZorme de Koenig donne Ec= E¢/RG + 1/2 m VG2 = Ec() + Ec() + 1/2 (M+2) (2+2)

10. Pour calculer Ec(), on considre a constant, c'est ~ dire les vecteurs et constants.

On a alors Ec()=1/2 M V+ 1/2 y (V+ V) ,avec =-JAsin(6/2), = a cos (6/2) -JBsin(6/2) et = —a cos (6/2) -JBsin(6/2)
En dZrivant et en remplaant on obtient
Ec()= 1/4 pa22 ( cos2(6/2)+sin2(6/2)) = 1/4 pa22(1 - cos2(6/2)) [4]

Equation du mouvement : ++C8 = 0.

Pour une position d'Zquilibre, il faut toujours o constant donc Ec()=0.



On obtient alors pour seule position d'Zquilibre 8=0 et au voisinage de 8=0, [4] devient

+C0 =0 donc une frZquence de vibration o m =, expression analogue " celle obtenue en 6.b).



Thermodynamique.

1. a) Pour la transformation isotherme de la masse m de gaz parfait, AU=0=W+Q. Pendant dt, pour le systme de masse

constante m(t), 8W= -PdV est nZgatif car le volume augmente. Donc W>0 et Q<0.

1.b) dU=0 =3W+5Q.

1.c)dV=dn RT/P = rT/P dm, avec dn nombre de moles qui sortent pendant dt.

0Q=1T dm donc Q=rT (mi-mf)= Vo(Pi-Pf) A.N. Q=5.107J

2.a) On considre la masse m de gaz contenue entre les plans A et B " t et entre A' et B' ™ t+dt.
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d'Znergie cinZtique du fluide.
Le premier principe donne dU=0W-+8Q=0W (pression)+OW'(rotor)+0.

Le travail des forces de pression est PIVAA' -P2VBB'
Or dU=UA'B' - UAB = UBB' - UAA' en rZgime permanent.

Donc dU =UBB' - UAA' =P1VAA' -P2VBB' +0W' soit HBB' - HAA' =0W' pour la masse dm de fluide contenue entre A et A'.

On note P1 la pression en A et P2 celle en B, et on nZglige les variations

D'o pour la masse unitZ, hBB' - hAA' =w', o h est I'enthalpie massique.

2.b) dH = |dm| c¢p dT donc HBB' - HAA'=r(T-To) |[dm| = dW"'. Or |dm| rTo=-VodP.
D'o dW'=- Vo( -1)dP

2.¢) Pour I'adiabatique rZversible , la loi de Laplace donne T = To ()

OW'=-Vo(()-1)dP
On intgre entre la pression initiale Po et la pression finale P'=Po/1000.

W'=- PoVo[ y(--y +1] =6,9.107J.
3.a) Le mme raisonnement qu'en 2.a) donne dh =5Q.

3.b) On aura donc ici 6Q=r(To-T) |[dm|=- dW'=-6,9.107J.

4.2) Lorsque la masse dm d'air entre, le volume passe de Vo+V(dm) * Vo, la pression extZrieure Ztant Po. Le travail

Z1Zmentaire reu par l'air est W = - PodV =rTo dm, donc pour faire entrer la totalitZ le travail des forces de pression est W

=mrTo.
4.b) Le premier principe donne AU=W+Q= W, soit =mrTo. D'o =y .

4.0)T=403,2K



MZcanique des fluides compressibles.

1. On reprend le calcul de la question 2a) prZcZdente. Le premier principe donne AU+ AEc =W+Q. 1'Zcoulement est
adiabatique (Q=0) et le travail des forces de pression inchangZ.

AEc =1/2 dm(c2BB' -c2AA")

D'o hBB' - hAA' +AEc=Ah+AEc=0.

2. La vitesse ¢ de l'air dans 'atmosphre est nulle donc Ah+AEc=0=Cp(T1-Ta)+1/2¢12.

3. La mme relation donne Til=Ta au niveau du thermomtre.
4. Cette relation donne T=Ta dans toute la tuyre.

5. La transformation Ztant adiabatique et rZversible la loi de Laplace donne Pil = P1 ()
6. DZbit massique m=pSc.

7. L'isentropique a pour Zquation 0=Cp- V. Pour la masse unitZ PV=rT donc 0=Cp- rdonc =
Le dZbit massique est constant donc + + =0.

Pour le gaz parfait p=P/rT donc =- =(1-)=(-1)et =rT (1-)-1
Ah+AEc=0 donne CpdT+cdc =0
0= + (D= (D= [14(1 )]

soit + =0

8. Dans la partie convergente <0 donc comme M?31, ¢ cro”t. Au minimum de section dS=0. Si M n'est pas Zgal " 1 en ce
point, on atteint le maximum de c et ensuite dS>0 et dc<0, ¢ dZcro™t. Si M est Zgal " un au coude, ¢ n'y est pas maximal et
peut continuer " cro”tre ce qui donnera M>1.

9.Cp=rdonc =rT (1- )-1=yrT et M=.

10. De 2. on tire Til=T1 + ¢2 =T1 (1+ M2) et Pil =P1(1+ M2)

11. A.N. Pour concorde Til=426K=153;C. Il faut donc refroidir la cabine.
Pour la navette spatiale Ti1=1299K=1026;C.



Troisime problme : MZcanique des fluides compressibles

¥

II1.1) On reprend la dZmarche de la question II.1). En
rZgime permanent le transfert du fluide contenu dans
le volume ABCD dans le volume AOBOCODO est
Zquivalent au transfert de la masse de fluide dm
contenue dans le volume initial ABAOBO dans le
volume final CDCODO car la masse de fluide,
10Znergie interne et 10Znergie cinZtique contenues
dans le volume AOBOCD sont constantes.

Si on tient compte de 10Znergie cinZtique, le premier
principe prend la forme :

dU+dEc=U(t +dt) B U(¢) + Ec(¢t + dt) B Ec(t) = W + &Q.

Le calcul de dU a ZtZ effectuZ et donne dm.ZEu o Zu est la variation dOZnergie interne massique entre 10Ztat initial (volume
ABAOBO dans 10Ztat T1,P1) et I0Ztat final (volume CDCODO dans 10Ztat 72, P2)

De manire analogue on peut Zcrire :

dEc = EcCDCODO D EcABAOBO = dm.ZEec, o Eec est la variation dOZnergie cinZtique massique.

Ce terme doit tre rajoutZ ~ I0expression du premier principe obtenue dans le problme 2 :

10ZgalitZ wO + g = ZEh devient

| wO + g = Eh + Eec |

Pour une transformation adiabatique (g = 0) telle que wO = 0 (hypothses de 10ZnoncZ) on obtient finalement :
. y Kh+ Kec= 0 5
Les variations dOZnergie cinZtique et dOenthalpie massiques sont opposZes.

I11.2) On exprime Zh et Eec pour une particule de fluide passant de 10Ztat 1 (71, P1, c1) “ 10Ztat 2 (T2, P2, c2).
Le gaz est supposZ parfait et vZrifie la seconde loi de Joule :
AEh=cP(T2D T1)o cP= p/(yD 1) (question 11.2)

LOZnergie cinZtique dOune particule de fluide de masse m et de vitesse ¢ est mc2/2 donc 10Znergie cinZtique massique
associZe est ec = c2/2 :
Zec=c22/2D cl12/2.
On en dZduit la relation gZnZrale :

| c12/2 + cP.T1 = c22/2 + cP.T2 = cste. [
(Cette relation est vZrifiZe pour toute transformation adiabatique, rZversible ou non, sans travail autre que celui des forces de
pression ; cf. question III.11)

Le fluide qui pZntre dans le rZservoir provient de IQatmosphre " la tempZrature Ta o la vitesse est nulle. On peut donc Zcrire
en notant 7’1 et c1 la tempZrature et la vitesse dans la section dOentrZe :
| c12/2+ cP.T1 = cP.Ta |

I11.3) LOarrt des particules de gaz au niveau du thermomtre correspond au passage isentropique de 10Ztat (71, c1) * 10Ztat
(Til, ¢=0). Si on suppose cette transformation rZversible elle est Zgalement adiabatique et les rZsultats prZcZdents
sOappliquent. Par consZquent :

cP.Til =c12/2 + cP.T1 et

| Til = T1 + ¢12/(2cP) [
Par comparaison avec la question prZcZdente on a 10ZgalitZ :
| Til=Ta |




I11.4) Quelle que soit la section de la tuyre le passage d@ung particule de gaz de 10atmosphre (Ta, ¢ = 0) " la surface du
thermomtre (71 , ¢ = 0) est une transformation adiabatique rZversible puisque 10arrt des particules par le thermomtre est
isentropique et rZversible. En appliquant 10ZgalitZ de la question 2, on obtient indZpendamment de la section considZrZe de
la tuyre :

| Ti=Ta |
La tempZrature 71 est donc une caractZristique de 10Zcoulement qui ne dZpend que des conditions initiales de I0Zcoulement
(conditions gZnZratrices). Elle est appelZe tempZrature dOarrt isentropique de l[OZcoulement.

I11.5) LOarrt des particules par le capteur de pression est isentropique. La tempZrature " la surface du capteur est donc 7il
dOaprs le rZsultat prZcZdent, et les Ztats (P1, T1) et (Pil, Til) sont reliZs par une transformation isentropique.

En utilisant la relation de Laplace sous la forme vue " la question I1.2.c) :

T/IP(yD 1)/ y= cste

on obtient la relation :

| (Pil/P1)(yP1)/y=Til/T1 |
Remarque : la pression dOarrt isentropique Pil est ici Zgale " la pression atmosphZrique Pa puisque le passage dOune
particule de gaz de 10atmosphre (Ta, Pa) " la surface du capteur (Ta, Pi) est isentropique et rZversible.

I11.6) On suppose 10Zcoulement unidimensionnel et les variations de la section de la tuyre suffisamment faibles pour que la
vitesse des particules soit pratiquement alignZe avec 10axe de la tuyre en tout point. Si Ox dZsigne 10axe de la tuyre, et  son
rayon en un point donnZ (S = '72), cette condition sOZcrit dr/dx << 1.
Le volume traversant la section - de surface S durant le temps df vaut :

dV = Sc.dt (volume du cylindre sOappuyant sur la section--, de gZnZratrice de

longueur c.d¢, normale " -)
La masse volumique est uniforme sur toute section dOun Zcoulement
unidimensionnel. La masse de fluide dM traversant - pendant le temps dr vaut
dM = pSc.dt

On en dZduit le dZbit massique m (m = dM/dt:)

m = pSc |

I11.7) En rZgime permanent 10Zcoulement adiabatique et rZversible du gaz dans la tuyre est caractZrisZ par les invariants

suivants :
conservation du dZbit massique en rZgime permanent : OSc = cste
expression du premier principe (question III.1) : h + ec = cste

Ces invariants sOZcrivent sous forme diffZrentielle :
do/po+dS/S+dc/c=0
dh+dec=0

Pour obtenir 10Zquation demandZe, il suffit dOexprimer le rapport do,o dans la premire Zquation . On commence par
transformer 10Zquation d/ + dec = 0 pour faire appara”tre les variables p et ¢
LOexpression classique de la diffZrentielle de I0enthalpie dH en fonction des variables S (entropie, " ne pas confondre avec la
section de la tuyre), P :
dH = TdS + VdP prend pour 10enthalpie massique la forme :
dh = Tds + VmdP = Tds + (dP)/p,
o s est I0entropie massique et ¥m le volume massique.
Les transformations du gaz sont isentropiques, donc ds est nul et d/ est Zgal " :
dh = (dP)/p.
Comme ec = ¢2/2, dec = cdc ; 10Zquation di + dec = 0 sOZcrit :
(dP)p+cdc=0

Toutes les variables dOZtat du gaz sOexprimant " partir dOun couple de deux variables dOZtat indZpendantes, on peut Zcrire
P = 1(0,5) et sous forme diffZrentielle :

dp = (JPMp)s do+ (JPMs)0 ds

puisque les transformations sont isentropiques (ds = 0), on a simplement :

dp = (JPAp)s do

LOZquation (dP)/0+ cdc = 0 sOZcrit donc :



PM)s dolo+ cdc =0, soit
dolo=D[c2/(JP/0)s] dc/c = PM2 dc/c, en introduisant le nombre de Mach.

En reportant 1Qexpression prZcZdente de do/o dans 10Zquation do/o + dS/S + dc/c = 0, on aboutit ~ 10Zquation demandZe :
dS/S+ (1 B M2)dc/c=0

Remarque : la valeur de A(JP/0)s calculZe en un point quelconque du fluide reprZsente la vitesse locale du son en ce point.
Le nombre de Mach est donc le rapport de la vitesse locale du fluide par la vitesse locale du son. En un point de 10Zcoulement,
si M < 1, la vitesse du fluide est infZrieure * celle du son, 10Zcoulement est subsonique, si M >1 la vitesse du fluide est
supZrieure " celle du son, I0Zcoulement est supersonique.

111.8) DOaprs 10Zquation prZcZdente, 10ZgalitZ M = 1 entra”ne 10ZgalitZ dS/S =0 : le nombre de Mach ne peut tre Zgal " 1
quOau niveau de la section minimale de la tuyre en IQabsence de discontinuitZ de la vitesse. Le signe de dc/c dZpend de celui
de dS/S mais Zgalement de celui de 1 D M2 : 10Zvolution de la vitesse de I0Zcoulement le long de la tuyre diffre selon la
nature subsonique ou supersonique de celui-ci.

Si M reste infZrieur ou Zgal * 1 dans toute la tuyre, 1 B M2 reste positif ou nul en tout point de la tuyre. Par consZquent les
rapports dc/c et dS/S sont nZcessairement de signes opposZs, de mme que dc et dS puisque ¢ et S sont positifs.

Lorsque le gaz se dZplace dans le convergent, dS < 0, donc dc > 0 : la vitesse du gaz cro”t dans le convergent

Lorsque le gaz se dZplace dans le divergent dS > 0 donc de < 0 : la vitesse du gaz dZcro”t dans le divergent.

On en dZduit que la vitesse est maximale au col de la tuyre (passage du convergent au divergent). De manire plus gZnZrale,
dOaprs 10ZgalitZ dS/S + (1 B M2) dc/c = 0, la vitesse est extrZmale dans le col (maximale pour un Zcoulement subsonique,
minimale pour un Zcoulement supersonique) et 10Zcoulement est de mme nature de part et dOautre du col si M est diffZrent
de 1 dans le col (dS' = 0 au col).

Remarque : si M = 1 au niveau du col, dc nOest pas nZcessairement nul. Dans ce cas, en supposant M < 1 * 10entrZe de la
tuyre (les rZsultats sont analogues si M > 1) :

* ¢ cro”t dans le convergent (dc >0), M restant infZrieur * 1 (rZgime subsonique),

* M =1 au niveau du col avec dc > 0 (si dc = 0 I0Zcoulement aval est instable).

* ¢ continue " cro”tre dans le divergent, M Ztant alors supZrieur ~ 1 (rZgime supersonique).
La nature de 10Zcoulement change au passage dOun col si le nombre de Mach vaut 1 au col (conditions critiques)
LOintZrt dOune tuyre Oconvergente -divergenteO (tuyre de De Laval) est prZcisZment de pouvoir gZnZrer un Zcoulement
supersonique " partir dOun Zcoulement subsonique, " condition que le nombre de Mach soit Zgal " 1 au col de la tuyre.

I11.9) LOexpression du nombre de Mach est :
= c/A(JPMo)s

La diffZrentielle logarithmique de la loi de Laplace, vZrifiZe pour les transformations isentropiques permet dOexprimer
PO
Plpy=cste, dOo dP/PD ydoo=0c¢t:
N P)s = y Plp.
La loi des gaz parfaits P/(,0T) = r permet dOZcrire le rapport P/,0 en fonction de T':
1P o)s= T, soit

I M= c/A(pT). I

I11.10) DOaprs la question I11.3) :

Til = T1 + c12/(2cP)

En exprimant cP = pr/(yD 1) :

Til =TI1[1 + (yD Dcl2/2prT1)]

En introduisant le nombre de Mach M1 (M12 = ¢12/(yT1)) on en dZduit IQexpression de 7il
| 7il = T1[1 + (D )M12/2] |

DOaprs la question 5) :
Pil/P1 = (Til/T1)py/(yP1)
En utilisant 10expression prZcZdente de 7il en fonction de 71 :
Pil = P1[1 + (yD HM122]1y/(yP1)




II1.11) Dans le rZfZrentiel 1iZ "~ 1Qavion la vitesse des particules incidentes est I0opposZe de la vitesse de 1Qavion dans le
rZfZrentiel terrestre. Par consZquent la tempZrature Til vaut

Til =T1[1 + (yD 1HM12/2],
0 M1 est le nombre de Mach associZ " la vitesse de 1Qavion " la tempZrature de 10atmosphre non perturbZe.

Remarque : la relation prZcZdente est dZduite du premier principe (questions III.1, II1.2 et II1.3). Elle est applicable " tout
Zcoulement adiabatique unidimensionnel, sans travail autre que celui des forces de pression, en particulier dans le cas de
10Zcoulement en amont dOun avion volant " vitesse supersonique, bien que celui-ci ne soit pas isentropique.

Dans ce cas en effet, I0Zcoulement des particules de fluide (dans le rZfZrentiel de IQavion) est supersonique " grande
distance et subsonique au voisinage de 10avion (la vitesse du fluide est nulle en certains points de la surface de 10avion). Il
existe donc des points o le nombre de Mach vaut 1.

DOaprs les questions II1.7 et I11.8 ces points correspondent nZcessairement " la section de 10Zcoulement minimale
pour un Zcoulement isentropique. Or la section de 10Zcoulement du fluide en amont dOun avion nOa pas de raison de passer
par un minimum, cet Zcoulement nOest par consZquent pas isentropique. Ceci se traduit par I0apparition dOondes de choc en
amont de 10avion, surfaces de discontinuitZ pour la pression et la vitesse de 10Zcoulement, " travers desquelles le passage du
fluide se produit avec une augmentation dOentropie. Une manifestation courante de ces ondes de choc est le ObangO des
avions supersoniques.

Contrairement "~ la tempZrature dQarrt, la pression dOarrt mesurZe sur un avion en vol supersonique nQOest pas
donnZe par la relation de la question 10, puisque celle-ci a ZtZ Ztablie en considZrant explicitement un Zcoulement
isentropique (Cf question II1.5).

AN.:T1=D56,5{C=216,6 K ; y=1,4; M1 =22 (Concorde) :
5 Ti1=4263K=153,2C 5
Si cette tempZrature est appliquZe aux parois du Concorde, il est nZcessaire de refroidir la
cabine.

T1=D56,5;C=216,6 K; y=1,4; M1 =5 (navette spatiale) :
Til =1299,6 K=1026,5 ;C
Il est nZcessaire de protZger la navette par un bouclier thermique.




