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INDICACIONES

1. OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio

y 3 apartados con la posibilidad de elegir entre dos problemas. Se debera responder a un maximo de
CUATRO PROBLEMAS: el problema obligatorio (apartado 2) y solamente un problema de cada uno de los
tres apartados restantes. No es necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciados, pero se
expresara claramente cuales son los elegidos. En caso de responder a dos problemas de un mismo
apartado, sélo se corregira el que aparezca en primer lugar segin el orden de numeracién de pliegos y
hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado.

2. CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni
para resolucidn de ecuaciones ni calculo matricial, ni para resolucion de integrales, ni para
representaciones graficas.

3. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los problemas se puntuara sobre un maximo
de 2,5 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y
coherencia en la exposicion; precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente
las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion logica y los calculos.
4. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRAFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizaran los errores
ortograficos (grafias, tildes y puntuacién) cometidos, hasta un maximo de un punto en la nota global del
examen, teniéndose en cuenta que la repeticion del mismo error se contabilizara como sélo uno, los dos
primeros errores no se penalizardn y, a partir del tercer error ortografico, se deducira 0,1 puntos por
error. Por errores en la redaccion, en la presentacion, incoherencia o incorrecion léxica o gramatical se
podra deducir un maximo de medio punto de la nota global.

5. El examen debe realizarse usando boligrafo azul o negro (sé6lo un color). No pueden usarse ni lapiz, ni
boligrafo borrable, ni boligrafo de otro color.

APARTADO 1: (obligatorio)

Problema 1.

a) Dado k € R, se considera el sistema de ecuaciones {kx — y — z = 1x + ky + 2kz = k

Discutir el sistema segin los valores del parametro k € R y resolverlo parak =-1. (1,5 puntos)
Resolucién

Matrices de coeficientes y ampliada: A = (k — 1 — 11k2k) y A = (k =1 —111k2kk)

Seaelmenorde Ay A* |k — 11k|= k> + 1#0 Yk € R. Por tanto, rg A = 2 = rg A* < n? de incognitas.

Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

Parakz—l,A*z(—l -1-111 -1 -2 -1) —f1 —f2(111 —1 —-1121) que
corresponde al sistema

rry+z=—1-x+y+2z=-1sy=x-22+1; SUStituyo,x +x-2z+1+z=-1=22x-z2=-2=z2=2x+2

Luego,y =x-2(2x + 2) + 1 = -3x - 3. Llamando x =k, las infinitas soluciones son
{x=ky=-3k—-3z=2k+ 2 ,keR

b) Sea A una matriz cuadrada que verifica AP=1+ 3A, donde I denota la matriz identidad.
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Demostrar que el determinante de A no es cero y expresar A" en funcién de A y de I. (1 punto)
Resolucién

Trasponiendo términos, A>-3A=1=A%-3[A=1=A(A-3]) =1=3 A = A-3lypor tanto, al ser A
inversible, el determinante de A no es cero

APARTADO 2: (elegir UN problema)
Problema 2A.

Sea la funcién f(x) = 12x + 3x* - 2x°.
a) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de f(x) y su recta tangente en el puntox = 1
(1,5 puntos)
Resolucién
f'(x) = 12 + 6x - 6x% La ecuacién de la recta tangente a la grafica de una funcién f en A(xo, f(xX,))
esrtg:y = f'(x0) (X - X¢) + f(%o) . En este caso, xo=1; f(xo) =f(1) =12.1 + 3.12-2.1*=13
fx)=f(1)=12+61-61*=12 = rtg:y = 12(x — 1)+ 13 ; rtgy=12x+1

Abscisas de los puntos de corte entre y = f(x) y su recta tangente: 12x + 3x* - 2x° = 12x + 1

Trasponiendo, 2x3 - 3x% + 1 = 0. Factoricemos usando la regla de Ruffini:

143 . —1
T Soluciones: x=1,x = -

1202 -302-1-1-11-10; X-1)2x*-x-1)=0=2x=1, x =

1
1) (3x2 — 2 — 1)dx|.

1
El 4rea que pidenes A = | [ [12x +3x° — 2% — (12x + 1)]dx

-1/2 -1/2
e 3 Xt 20 —x' —2x
Una primitiva es p(x) = x — —— — x = —————. Por laregla de Barrow,
3 4 -1\3 -1\* -1 1 1
A=|p(1)— —1)\|-|-21-1—-21 _ 205)-(G) 25 | itatwe-l 2 ~ 0
—|p P\ |_ 2 2 - 2 32

2
Inln (1+x") . .
b) Calcular e donde In denota el logaritmo neperiano. (1 punto)
Resolucién
2 2 2
. Inin (1 + Inin (1 + Inin (1 + 0 0 o .
Se pide L = nin ( = ) — = nzn( - ) — = nzn( - ) — = — Indeterminacién. Aplicamos
x(12x +3x" - 2x") 12x°+ 3x" — 2x 12.0°+3.0° = 2.0 0
2 2x
ITA s Inln(1+x) ] 14+ 2 2 1 1
L'Hépital: —L = = = = =>L =——
P 12"+ 3% — 2x"y’ 24x + 9x° — 8x° (1+x%) (24 + 9x— 8x") 124 12 12
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Problema 2B.
Se considera la funcién f(x) = x%e™.
a) Determinar su dominio de definicidn, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y
minimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)
Resolucién
Como f(x) se puede calcular V x, Dom f = R y es continua y derivable en R por ser producto de funciones

continuas y derivables. Ademas, f'(x) = 2xe™ + x’e*(-1) =xe*(2-x) =0 x=0 6 x =2

Hagamos una tabla de signos de {"(x):

(-0, 0) 0 0, 2) 2 (2, +0)
f'(x) — 0 + 0 -
f(x) | decreciente | minimo | creciente | maximo | decreciente

f es decreciente en (-0, 0) U (2, +0) y creciente en el intervalo (0, 2)
Minimo relativo: x =0, y = f(0) = 0°e” = 0. Punto (0, 0).
‘o : 2 -2 4 4
Maximo relativo:x =2, y = f(2) =2 e ~=—— Punto (2,—2) .
e e

Por otra parte, como f es continua no hay asintotas verticales.

Veamos si hay asintotas horizontales u oblicuas en —oo:
fX) = f(= %) = lim (-’ = lim x°¢ =+ o.(+ ©) =+ o = No hay AH en -
X — +oo

X = +oo

AO:y =mx + n.
2 —x _
m = ffcx) = x; = xe = (— xex) =— 00(+ 00) =— o0 = No hay AO en -

Veamos si hay asintotas horizontales u oblicuas en +co:
2
2

. X . . . . .
f(x) = lim —— = 0 porque la exponencial es un infinito de orden superior a x“.
X — +oo e

Luego, f tiene asintota horizontal en +o0, A.H: y = 0 (eje X). Al haber AH no hay AO.
2

~y =—— - 0=—

Estudiemos la posicién de la grafica respecto de la asintota: y wsintota
e e

grafica

e~ Ve > 0+ LUEEO, la grafica estd “por encima” de la asintota en +oo
b) Calcular el area de la regidn limitada por la grafica de la funcion f'y el eje de abscisas en el
intervalo [0, 2]. (1 punto)
Resolucién
Como f es creciente en el intervalo (0, 2) y f(0) = 0 resulta que en dicho intervalo f(x) > 0.

2 2
El 4rea que se pidees A = [ f(x)dx = | x’e "“dx. Para hallar una primitiva usamos la integracién por
0 0

partes: [u =x 2xdxdv = e “dxv =— e_x]  f(x)dx =— x’e¢* + 2 [ xe " dx. Otra vez por partes
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[u=x1dedv = “dxv=—c*].Queda [ f(x)dx =— e+ 2 (— xe 4+ [e dx)

Una primitiva de fes F(x) =— x'e¢ * — 2xe " — e *=— e “(x + 2x + 2). Por la regla de Barrow,
A=F@)-FO)=—e (2°+2.2+2)—[-¢ (0" + 2.0+ 2)]=2 — 10 '=0,6466 v’
APARTADO 3: (elegir UN problema)
Problema 3A. (Propuesto en la Comunidad Valenciana, julio de 2023)
Seanelplanom:x+my+z=2ylarectar: (x,y,z) =(1,1,0) + t(-1,-1, 2),t €R.
a) Determinar la posicion relativa de r y  en funcién de m. (1,5 puntos)

Resolucién
Un vector normaldemes n = (5, m, 1) y un vector director de r es
d =(-1 -1,2)//(,1, =2

N

-Sim+#-3,entonces d . n #0=r y mson secantes.

- -
. . . 5 . .
r corta perpendicularmenteamnsi d // n .Osea si ——=-——= -, 1o cual esimposible.

Luego, r y m son secantes no perpendiculares.

- -

-Sim=-3,entoncesd . n =0=>d L n =2r//m é6rcn

Comom:5x-3y+z=2yA(1,1,0) Er yA € mwporque cumple su ecuacién (5.1-3.1+0=2)=>rcCn

b) Para m = 1, calcular el plano " que contiene ar y es perpendicular am. (1 punto)

Resolucién
Param=1m5x+y+z=2.
Un vector normaldemes n = (5, 1, 1) yun vector directorderes d = (1, 1, — 2)
El plano 1" que nos piden tiene como vectores directores n = (5,1, 1) y d =(1,1, — 2)

- - - -5 -5

Un vectornormaldent’'es n = n x d =|i j k51111 — 2|=(— 3,11, 4)
Ycomon pasaporA(1,1,0)er=>mn":-3(x-1)+11(y-1)+4(z-0)=0=>n":-3x+11ly+4z-8=0

Problema 3B.

Seanelplanom:x +y-z=2ylarecta r: x__31 =-§—=%

a) Calcular la ecuacién de un plano m’ paralelo al plano 7 y que esté a una distancia de 2 \/?T unidades de
larectar. ;Es Unico ese plano? Justificar la respuesta. (1,5 puntos)

Resolucién
Un vector normaldemes n = (1, 1, — 1) yunvectordirectorderes d =(— 3,2, — 1)
d . n=—34+2+1=0=>d Ln >r//moércn

A(1,0,2) er y A & mporque NO cumple su ecuacion (1 +0 -2 =-1 # 2),entoncesr //
Observaquem:x+y-z-2=0ycomom //m entoncesm’: x +y -z + k=0.Usando la férmula de la

distancia de un punto a un plano, 2+/3 = d(r, ™) = d(4, ™) = L+0-2+K _ k1 |k — 1= 6

Wty B

Luego,hayZplanos:k—1=—6(k=—5),n1':x+y—z—5=0 0 k—1=6(k=7),1r2':x+y—z+7=0
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b) Calcular la ecuacién de un plano m"'perpendicular al plano Ty que pasa por los
puntos P(1,0,1) y Q(0, 1, 0). (1 punto)

Resolucién
Alser QP = (1, — 1, 1) yelvectornormaldem, n = (1, 1, — 1), vectores directores del plano "’
que
piden, un vector normalden es n” = QP x n = |i j k1 -1111 - 1|= 0, 2,2)//
0,1, 1)

Como m"" pasa por Q(0,1,0),entoncesmt’: 0(x-0)+ 1(y-1)+1(z-0)=0; n':y+z-1=0
APARTADO 4: (elegir UN problema)

Problema 4A.

El tamafio de las truchas que hay en el rio Tormes, entre el pantano de Santa Teresa y su paso por Fresno
Alhandiga, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media 28 cm y
desviacion tipica de 6 cm.

a) Calcular el porcentaje de truchas cuyo tamafio esta entre 19 cm y 40 cm. (1,5 puntos)

b) Sabiendo que una de las truchas capturadas media méas de 38 cm, ;cudl es la probabilidad de que
midiera mas de 42 cm? (1 punto)

Resolucién
X = tamafio, en cm —N(28, 6). Tipificando, Z = —2-->N(0, 1)
a)p(19 < X < 40) = p( D28 A8 o o2 )= p(-1,5<Z<2)=

= pZ<D-pZ<-15=pZ<2)-[1-pZ<15]=pZ<2)+pZ<15-1=
= 0,9772 4+ 0,9332 — 1 = 0,9104 . Luego, el porcentaje que se pide es del 91,04%

X—28 42 — 28
p[(X >42)n(X>38)] _ p(X>42) _ p(ia <5 )

p(X > 38) T p(x>38) p( EEFIIp 33;28)

b) Piden p[(X > 42)/(X > 38)] =

p(Z>233) . _1-p(Z<233) __1-09901

pI(X > 42)/(X > 38)] = — o= T u=16n = 1-09525

=0, 2084 = 20,84%

Problema 4B.

Un grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de un gimnasio de judo, estd compuesto por un 55% de
mujeres y el resto hombres. Se sabe que el 15% del grupo es cinturén verde y que una quinta parte de las
mujeres es cinturdn verde.

a) ;Qué porcentaje de hombres son cinturén verde? (1 punto)

b) Si el grupo recibe un mensaje enviado por un cinturén verde, calcular la probabilidad de que lo haya
enviado una mujer (0,75 puntos)

c) Si el mensaje no tiene informacion sobre el sexo y el color del cinturén del remitente, calcular la
probabilidad de que sea hombre y cinturén verde.

Resolucién
A =ser mujer B = ser cinturdn verde. Construimos la siguiente tabla de porcentajes/probabilidades:
A A° Total
0fy — 0 04 =
B 1/5 del 55% = 20% del 55% 15% - 11% = 4% 15%
11%
0/ — 150/ —

B¢ 55% - 11% = 44% 85% - 44% = 41% 100%50}5/0

0
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0/, _ CCO/f —
Tolta 5504 100 /1505/05 Yo 100%
a) Se pidep(%)= ”(B(ZE;‘) = 2 = —-=0,0889 = 8,89%
p 0
b) Pide () = LU5R- = - = 110,733 = 73,33%

c) Se pide p(ACnB) = 4%



