EXAMEN EXTRAORDINARIO RESUELTO — MATEMATICAS Il — MADRID — PAU 2025

Profesor: Rafael Nufiez Nogales

iy, UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
$ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

OEVES Curso 2024-2025
MATERIA: MATEMATICAS I
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de los
cuatro bloques, tres de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada bloque se calificara sobre 2,5 puntos. ~ TIEMPO: 90 minutos.

Bloque 1. (Calificacién maxima: 2,5 puntos) Responda a una de las dos preguntas siguientes:
Pregunta 1.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real k:
(k11k+11 —k1lk+10)(xyz)—(0k2k)=(000).Se pide
a) (1,5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de k

Resolucién
Trasponiendo podemos escribir el sistemaasi: (k11k + 11 — k1lk + 10)(xyz)=(0k2k)

Las matrices de coeficientesy ampliadasonA = (k11k + 11 —k1k +10) y
A=(k110k+11 —kklk + 102k)

detA=-k+Kk*+2k+1-1+K+k* =K +2k*+k=k(k®*+2k+1)=k(k+1)*=0ok=0,k=-1

-Sik#0,k#-1,det A+ 0yrgA =3 =rgA*=n?de incdgnitas. Luego, por el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

~Sik=0,detA=0y A=(011110110).Como [1110]|=— 1+0,rgA = 2.

A'=(011011001100) f3=f2 01101100).Como [1110|=— 1+#0,rg A*=2.
Luego, rg A* = rg A = 2 < n? de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

~Sik=-1,
A=(=1110011 —1100 —2)f1+f3 (011 —2011 —1100 —2)f2—f1 (0001011

La 12 fila corresponde a la ecuacion 0 = 1, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.

b) (1 punto) Resolver el sistema para k = 0.

Resolucién
Sabemos que para k = 0 hay infinitas soluciones y A* =(01101100) que corresponde al sistema
p+z=0x+y=0;y=-Z; X=-y =2z Llamando z =k, las infinitas soluciones son{x = ky =— kz = k ,k€
R.

Pregunta 1.2. Dadalamatriz4A = (15 — 1 — 3), se pide.

a) (1,5 puntos) Hallar las matrices simétricas B que verifiquen BA = (A + AZ)B.
Resolucién
Si la matriz simétricaes B = (x zzy ), conx, y, z € R. Sustituyendo

(xzzy)(15 —1 —3)=[15 =1 —3)+ (15 —1 —3)A5 —1 —3)](xzzy)

Operando, (x — z5x — 3zz — y5z — 3y)=[(15 =1 —=3)+ (—4 —1024)|(xzzy)
—1-
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queda
(x —z5x —3zz—y5z—-3y)=(—3 = 511)(xzzy)=>(x —z5x — 32z — y5z — 3y)=(— 3x — C

Igualando, elementos,
{x —z=-3x—-525x—-32=—3z2—-5yz—-y=x+252—-3y=z+y =2{4x + 4z = 0=z =— x5x -
.Luego,B=(x —x —x —x)

b) (1 punto) Con la matriz A1 = A, se consideran las matrices
2 2 2 . .
A2 = A1 + A1’ A3 = A2 + Az' A4 = A3 + A3 y asi sucesivamente. Hallar A2025
Resolucién
A2=(15 -1-3)15 -1 -3)+15-1-3)=(—4 —-1024)+(15 -1 -3)=(—3 =5

A3=(—3 -511)(—-3 -511)+(—-3 -511)=(410 -2 -4)+ (-3 —-511)=(15 -1 —
2 2 . . _ : _
A4=A3+A3=A1+A1=A2.Luego,51ne51mparAn—Aly51nesparAn—A2

Por tanto, A A =A=(15 -1 -3)

2025~ 1

Bloque 2. (Calificacion: 2,5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 2. Un agricultor dispone de 120 metros de valla para delimitar una parcela con forma de

pentagono. Los vértices del pentagono se nombraran consecutivamente como A, B, C, Dy E.

Se sabe que A, B, D y E forman un rectangulo, y que el punto C se encuentra en el exterior de este

rectangulo, formando un tridngulo equilatero con los puntos B y D. ;A qué distancia del vértice A el

agricultor debe ubicar los vértices B y E si quiere que la parcela tenga la mayor area posible?

Resolucién

A

E

Como el perimetro es 120, entonces 3x + 2y = 120, y =

La funcién a maximizar es

X3 _ - 120-3x X3

Area = A(rectangulo) + A(triangulo) = xy + 7= > 2

2
Operando y simplificando, la funcién a maximizar es A(x) = ——2** Jﬁ =1

ooy 240+2(\3—6)x _ 120+ (3 -6)x _ _ 120
A(x)= . = > = 0ex = p—s
i+ gr[—120 _ _3-6
=Lt A ( o3 2 <0
Luego, el &rea maxima es para x =&228 12 = i 61_23? =60 — &ﬁzﬂ 83
g ) p 6— /73 —_ ) ) y 2 6—/3 = )

_2_
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El area de la parcela es maxima cuando situamos el punto B aproximadamente a1l7,83 m de Ay el

punto E a 28,12 metros de A.

Bloque 3. (Calificacién maxima: 2,5 puntos) Responda a una de las dos preguntas siguientes:
Pregunta 3.1. Sean los puntos A(1, 1, 2), B(2,-1,0),C(-2,0,3) yD(2,-3,-1) yla

x—1 _z
2 _y+1_—1

a) (0,5 puntos) Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del tetraedro
determinado por ellos.

recta: r:

Resolucién
Veamos si los puntos son coplanarios.

detdet(AB,Ac,AD) =detdet(1 —2 —2 —3 —111 —4 —3) =3 —-2—-24—2+ 18 + 4 =

= no son coplanarios.

A

D

Vs = ool A8 A€, D) = Hdecdee (A, AC, dD)|= +1- 31=4-= 0,5

b) (1 punto) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, By Cy la
longitud de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

Resolucién
La cara ABC es un triangulo. Sabemos que el area del tridngulo es la mitad del area del paralelogramo

generado por los vectoresAB = (1, — 2, —2) y AC=(-3, —1,1).

O sea, A(triangulo) = %| AB x AC | ;

AB xAC=|ijk1—2—2—3—11|=(—4,5, -7

El area de la cara ABC es A(triangulo) = %|(— 4,5 —=7)|= ;—\@ = %3 10 = i 10 =4, 74 u’

v I
raleleps detdet ( AB, AC , AD 3 Jio

La altura del tetraedro es h = ”:’4“19“”“’“’"’ = E = |- =—-—=0,32 u
base ABC |AB x AC | 3410

) (1 punto) Calcule la distancia entre la recta r y la recta determinada por los puntos B y D.

Resolucién
Sabemos que r: xgl =y+1= _Zl ,B(2,-1,0),D(2,-3,-1) y seas larecta determinada por By D

A(1,-1,0) € ry un vector director de r es c?r =(2,1 -1
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- -

B(2,-1,0) € sy un vector director de s es ds =DB =(0, 2, 1)

—

det det (A , dr, c?s) = detdet (10021 — 1021) = 3+#0.Luego, los vectores son l.i. y las rectas se

cruzan.

Hallemos la distancia entre ambas: Podemos hallarla usando la férmula de la altura del paralelepipedo,
S

 fae(dn, @, @)

14
_ _ . _ paralel
A o h = h = dist(r, s) = —;

paralel ~ ba base d_; xd:
d xd =@ 1 -Dx0,2D=[i j k21 -1021|=@3, -2 ¥;
dist(r, s) = J% = 3f =0,557u

Pregunta 3.2. Dados los puntos A(0, 0, 1) y B(1, 0, 1), se pide:
a) (1 punto) Hallar una ecuacién del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos A y B.

Resolucién
Alser w = (0,0, 1)//0Z yelvector AB = (1, 0, 0), vectores directores del plano o que piden,
un vector normal de a es no=wx AB = |i Jj k 001100|= (0,1, 0)

Como a pasa por A(0,0, 1), entonces : 0(x-0) +1(y-0)+0(z-1)=0; a:y=0

b) (1,5 puntos) Hallar una ecuacién de una recta perpendicular al plano z = 1 que diste una unidad tanto
del punto A como del punto B.
Resolucién

s es la recta que se pide, C es el punto de corte de s conel planom:z=1,A,BE™ , ds =(0,0 1)

Entonces C(a,b, 1) y, portanto,s:{x =ay =bz =1+ k

1=dist(A,5) = | AC |=|(@, b, 0)|=a’ +b* = a’ +b" =1

1 =dist(B, s) =
|B_(:‘|=|(a—1, b0)=V(@-1)2+b’ 5d*—2a+1+b>=12a" - 2a +b =0

. 2 2 2 2 .
Quedaelsistema,{a + b = 1a — 2a + b = 0;restando las ecuaciones, 2a=1,a = %
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Sustituyendo% + b= 1=b" = %::»b = i%. Hay dos soluciones:
e —/3

T SV S | =y =8
Sl.{x—zy— 5 Z—1+k,52.{x—2y— > —z=1+k

Bloque 4. (Calificaciéon maxima: 2,5 puntos) Responda a una de las dos preguntas siguientes:

Pregunta 4.1. En base a un estudio de los datos antropométricos de la poblacién laboral espafiola en
hombres se considera que la masa, en kilogramos, de un individuo de esta poblacion es una variable
normal de media 75,67 y desviacidn tipica 11,05. Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacién elegido al azar tenga masa
entre 60 y 80 kilogramos.

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacion elegido al azar tenga masa
superior a 100 kilogramos.

) (1 punto) Elegidos diez hombres distintos al azar en esta poblacién calcular la probabilidad de que no
mas de uno supere los 100 kilogramos.

Resoluciéon
X =masa, en kg »N(75,67; 11, 05). Tipificando, Z = %—)N(O, 1)
a) Piden p(60 < X < 80) = p(-L < AT < BT Jap(— 1,42 < Z < 0,39) =

=p(Z <0,39)— p(Z > 1,42) = p(Z < 0,39) — [1 — p(Z<1,42)]= 0,6517 — 1 + 0,9222 = 57,39%

X-75,67 > 100 - 75,67
11,05 11,05

b) Ahora nos piden p(X > 100) = p( )= p(Z>2,2)=1— p(Z<2,2) =

=1-0,9861 =0,0139 = 1,39%

c) Realizamos 10 veces el experimento aleatorio de elegir al azar un hombre y ver si supera los 100 kg y
la probabilidad de que los supere es 0,0139, entonces la variable aleatoria Y = “n? de hombres que
superan los 100 kg” — B(10; 0,0139)

La ley de probabilidad es p, = p(Y = k) = (10 k)0,0139°0,9861"" ", conk=0,1,2,3, .., 9, 10.

Se pide p(Y<1) = p(Y = 0) + p(Y = 1) = (10 0)0,0139°0,9861"° + (10 1)0,0139'0,9861" =

= 1.1.0,9861"° + 10.0,0139.0,9861°=0,9919 = 99, 19%

Pregunta 4.2. La probabilidad de que un corredor sufra una caida en un dia con lluvia es de 0,08 y en un
dia seco es de 0,004. La probabilidad de que llueva y se caiga es de 0,032. Hoy un corredor ha salido.

Se pide:

a) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que vuelva a casa sin haberse caido.

b) (1,25 puntos) Hallar la probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo.
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Resolucién
A = “caerse” B = “llover”. Segun el enunciado, p(A/B) = 0,08 p(A/B) =0,004 p(AnB)=0,032

A ANB ANB 0,032
Como, p(?) =% = p(B) = ’;((A;]B)) =008 = 0,4;sededuce quep(B)=1-p(B)=1-04=
0,6

a) Se pide p(A°). Seguin el teorema de probabilidad total, es p(A) = p(B)p(A/B) + p(B)p(A/B°) =
=0,4.0,08 + 0,6.0,004 = 0,0344. La probabilidad es p(A) = 1 - p(A) = 1 - 0,0344 = 0,9656 = 96,56%

b) Nos piden p( ) = 245 = 2lEIalUE). _ 060 0, 0698 = 6,98%



