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1. CONCEPTOS BASICOS

1.1 Método Simplex

Es un proceso iterativo que siempre inicia en un punto extremo de la regién factible, que normalmente es
el origen y sistematicamente se mueve a otro punto extremo adyacente hasta llegar a la solucién éptima.

A continuacion se muestra un enlace de interés en donde se da una explicacion mas amplia del Método
Simplex, caracteristicas, criterios y algoritmos:

http://www.phpsimplex.com/teoria_metodo_simplex.htm. En consecuencia podemos ejemplificar el
Método Simplex en el siguiente diagrama de Flujo:
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r
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http://www.phpsimplex.com/teoria_metodo_simplex.htm
http://www.phpsimplex.com/teoria_metodo_simplex.htm

1.2 Forma Estandar

Reduce el modelo lineal a un conjunto de m ecuaciones con n incégnitas (incluyendo las variables de
holgura y de exceso) en el cual las desigualdades se cambian a igualdades.
A continuacion en las siguientes imagenes se muestra un modelo y la forma estandar de este modelo:

“EJEMPLO FORMA ESTANDAR
Max z = 4x; + 3x, Max z = 4x, + 3x,
2x143x, <6 2x,+3%, + X3 =6
-3x;42x, <3 =3x+2x, +xy=3
21,< 5 2x, +x5 =5
2%, 4%, < 4 gl A=
x>0 x;20

1.3 Solucion Basica

Una solucién es basica si n-m variables valen cero. Cualquier punto de interseccién en la gréafica sera
una solucién basica, se incluye a los puntos extremos de la region factible. En otras palabras es la

interseccién de cualquiera de las restricciones.
Ejemplo: En la siguiente imagen se muestran todos los puntos que serian las soluciones bdsicas de

ese modelo.

Sea el Modelo: Max z = 40000x,; + 60000x,
SA.  4x; + 2x, = 70

2x; + 4x, = 58

R G\ Soluciones

'Basicas




1.4 Solucion Basica Factible

Es solucion basica factible si todos sus valores son mayores iguales a cero, es una solucion basica que
se encuentra dentro de la region factible. En la siguiente imagen- ejemplo, se puede observar que son
los puntos de interseccion de las restricciones y son los puntos extremos de la region factible:

Sea el Modelo: Max z = 2x; + x5
SA.  xy b, =10 X =4
X1 = Xo x; =0
g C >
o r G Posibles Soluciones
Regunciion ' Basicas Factible fietision

sk
st @
. @
@ 3 s : : 10

-

Restriccién

1.5 Solucion Optima

Siempre esta asociada a un punto extremo de la regién factible y satisface todas las restricciones si se
evalla en ellas asi como es el punto que en el caso de Maximizacién hace que el valor de z sea el
maximo(mas grande) y el el caso de Minimizacién sea el minimo (mas pequefio). Ejemplo para caso de
maximizacion:



Sea el Modelo: F.O: Max x = 8x; + 12x,

S.A.:  20x; + 60x, = 60000
70x, + 60x, = 84000
12x, + 4x, = 12000

< <y

—1— 1.536

X1, X =0

Punto Optimo:
x; = 480, x, = 840,z = 13920

—— 768

=) °C

-256 256 512 768 1,024 1,280 1.536 1,79

:A. 1 i '.E i i i

z = 8000

z = 1600

Analizando con el Método grafico, en la imagen anterior se detecta la regién factible delimitada por los
puntos, A,B,C,D, E, asimismo las rectas verdes, correspondientes a z, observamos que aumenta su
valor hacia la parte superior de la regién, y como es caso de maximizacion el ultimo punto que tocaria z

es el D (color verde), al cual da a la funciéon objetivo la solucidon o6ptima cumpliendo todas las
restricciones.

Para los siguientes cuatro conceptos, hagamos un analisis Grafico y con Simplex:

Sea el Siguiente Modelo: Max z = 5000x; + 4000x>

S.A: 6x, +4x, = 24
x3 +2x5 < 6
2

<« o=

xy —axp = 1

Xq,X2 =0

IA

Y




El Modelo en su Forma Estandar:

Max z — 5000x,; + 4000x,

X4, X2, X3, X4, X5, X5 = 0
Acotaciones: Paraidentificar mas rapido las variables de interseccién en la grafica:

Variable de holgura correspondiente a su linea en la grafica x5
Variable de holgura correspondiente a su linea en la grafica x,

Variable de holgura correspondiente a su linea en la grafica xs

0000

Variable de holgura correspondiente a su linea en la grafica xg

De acuerdo a los puntos de la Grafica, se elabora la siguiente tabla:

Como se ve en la grafica, los puntos extremos de la region factible son la interseccién de las rectas de
las inecuaciones, siendo asi que, como ya sabemos,en la interseccion de dos lineas, las variables de
holgura correspondientes a las lineas de intersecciones, son las variables NO basicas que valen cero, y
por lo tanto, como tenemos m variables basicas, las demas variables son Basicas.

Observando con Tablas:



Primera Tabla (Sol. Inicial)

x4 Xy X3 X Sol.
i s
izic;  -5000 —4000 O 0 0 0 0 |
; i
i ox 6 4 1 0 0 0 24
b, 1 2 0 1 0 0 6 !
i i
] I
i 0 1 0 0 1 0 2
1 1
i i
i x, 1 -1 0 0 0 1 1
o 8 - -

1.6 Variables Basicas

Son las m variables que se utilizan para dar solucion al sistema.

variables Basicas
(de la Primera Tabla)

Tenemos 4 variables basicas, Correspondientes a las 4 restricciones que tiene el
modelo. Ademas son en esa seccidn de la tabla encontramos los resultados de las
variables después de iterar n veces hasta llegar a la solucién éptima.

1.7 Variables no Basicas

A las n-m variables que sus valores son igual con cero.



Ze;  =5000 —4000 0 0 0 0 0

% 6 4 1 0 0 0 4
£ 1 2 0 1 0 0 6
x5 0 1 0 [ 1 0 2

%, 1 -1 0 0 0 1 1

2 Variables NO Basicas: Como lo dice la Definicién , las n —m variables
(6 variables — 4 restricciones = 2). Y esto efectivamente se puede comprobar en
la solucién inicial donde el valor de x; = x, = 0

1.8 Variable de Entrada

Es una variable no basica en un punto extremo que en el siguiente punto extremo adyacente es variable
basica.

zr¢,  \-5000) —4000 0 []

EN 6 4 1 ] ] 0 24
Xy 1 2 o 1 a 0 Ll

% 0 1 0 0 1 0 2

x4 1 -1 0 0 0 1 1

x; Variable de Entrada: Primeramente recordando que esta cumple con ser del
conjunto de las variables no basicas (x;,x,). En la Tabla la visualizamos porque en
el zj-¢;, es el valor més negativo. En la siguiente tabla, esta variable formara parte
de las variables basicas.

1.9 Variable de Salida

Es una variable basica en un punto extremo que en el siguiente punto extremos adyacente es variable
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no basica.

» = 2 = e === = el S agr Sl @ @ =N TS

=5000 =4000

Variable de Salida xz. Como observamos, esta variable pertenece al conjunto de las
variables basicas (x3. x4, X5, X5) que en la siguiente iteracion serd NO basicas. En la
tabla no es facil si percepciéon a simple vista, ya que como sabemos tenemos que

. : & 1 .
calcular la razén y de ahi escoger el valor minimo (Z correspondiente a xg).

1.10 Variable Degenerada

Es una variable basica que vale cero, graficamente se representa cuando 3 o0 mas rectas se intersectan.

15 | .
. Sea el
[ ] Modelo:
1or B e 1
~ . . X1 -+ X2 = 5
5 ? -~ -1 xl E 4
= | xXq,%X2 = 0
-C (4.1)
oy =
L A B ™~
-5 " ] o
S
2 i a3 H i 2 i 7-:-" i
0 5 10 15

1.11 Variable Artificial

Se crea una variable artificial cuando las restricciones son “=" y “>” aparece cuando el origen no se
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encuentra dentro de la region factible, estas variables lo que tratan de hacer es llevar el modelo a otra
“dimension” en la cual el origen si exista en la region.

x1+x5 =3
Sea el Siguiente Modelo: Minz = 3x, + x, S.A:
2xy +x, = 4 Xq,%2 =0
Si obtenemos su grafica: xq1+x, = 3

b
s

©

Observamos que el origen no se encuentra dentro de la region factible (linea verde), por lo tanto

este es un caso donde hay que agregar variable artificial en la primera y tercer restriccién ya que
tienen = e —.

Entonces el Modelo con la variables artificiales queda de la siguiente manera:

S. 4: il = Se agregav.de exceso y v.artificial
X1+Xs — X3 + aq =3
. = Se agrega solo v.de holgural
Minz = 3x; + x5 2xy + x5 + x4 4
x+x5 +a, = 3 Se agrega selo v.artificial
X1,X2,X3,X4 =0 aq,ds =0

1.12 Modelo Ampliado

Cuando se introduce en cada restriccion una variable artificial que no contenga una variable de holgura.

MODELO AMPLIADO

Maxz = 2x4 + 3x,
X1+ 2x, +x3 =3

4x1+5x1 _X4 +a1=6
7x4 + 8%, +a, =15
| E—
x>0 i=14 |

a;,a; =0

x1=x2=X3=X4=0
a; =6 a, =15
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2. EJEMPLO

2.1 Problema

Hay tres fabricas a las orillas de rio Momiss (1,2,3). Cada una vierte dos tipos de contaminantes (1y 2)
al rio. Si se procesaran los desechos de cada una de las fabricas entonces se reduciria la contaminacion
del rio. Cuesta 15 ddlares procesar una tonelada de desecho de la fabrica 1, y cada tonelada procesada
reduce la cantidad de contaminante 1 en 0.10 tons y la cantidad del contaminante 2 en 0.45 toneladas.
Cuesta 10 dodlares procesar una tonelada de desecho de la fabrica 2 y cada tonelada procesada
reduciria la cantidad del contaminante 1 en 0.20 ton y la cantidad del contaminante 2 en 0.25 toneladas.
Cuesta 20 dodlares procesar una tonelada de desecho de la fabrica 3 y cada tonelada procesada
reduciria la cantidad del contaminante 1 en 0.40 tons. y la cantidad del contaminante 2 en 0.30
toneladas. El estado desea reducir la cantidad del contaminante 1 por lo menos en 30 toneladas y la
cantidad del contaminante 2 en por lo menos 40 toneladas en el rio. Plantear el modelo que minimice el
costo de disminuir la contaminacion en las cantidades deseadas.

2.2 Planteamiento del Problema

Variables de Decision:

Numero de Toneladas de Desecho de la Fabrica 1

=
I

Numero de Toneladas de Desecho de la Fabrica 2

=
Il

x. = NUmero de Toneladas de Desecho de la Fabrica 3

Funcién Objetivo:

F.0. Min z = 15x1+ 1Ox2+ ZOx3

Restricciones:

0.1Ox1+ O.20x2+ 0.40x32 30
0.45x1+ 0.25x2+ 0.30x32 40

x. =20

i
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2.3 Explicacion del Modelo

Primeramente, para tener una vision mas clara del problema expuesto en el enunciado, desglosemos la
informacién en la siguiente tabla:

Contaminante tipo 1 Contaminante tipo 2 Costo del Proceso
(Cada tonelada reducida a:) | (Cada tonelada reducida a:) (Por Tonelada)
Fabrica 1 0.10 tons. 0.45 tons. 15 Délares
Fabrica 2 0.20 tons. 0.25 tons. 10 Doélares
Fabrica 3 0.40 tons. 0.30 tons. 20 Délares
M'”'”.‘O 30 tons. 40 tons.
requerido

Para las Variables de Decision:

Para las variables de decision, nos hacemos la pregunta de ¢Qué es lo que se desea saber?, en tanto,
razonando el enunciado, razonando podemos concluir que nos convine saber que cantidad de toneladas
de desecho se le puede atribuir A CADA FABRICA para que se reduzca la contaminacion.

Para la Funciéon Obijetivo:

Primeramente en la tabla , en la columna de “Costos de Proceso” nos indica un valor monetario, por lo
cual es ahi en donde localizamos los parametros de la funcion objetivo, ya que recordando las bases de
la mayoria de los planteamientos, la Funcién Objetivo (F.O.), esta relacionada a este factor de dinero, y
por ende, asociado a la variable de decision correspondiente a cada fabrica nos conviene MINIMIZAR el
costo de produccién.

Para las Restricciones:

No.1: En esta restriccion se hace referencia a lo los parametros de contaminante 1, en la cual esta
reflejado lo que dice el enunciado sobre que a lo mas se tiene que reducir en 30 tons y lo que las
fabricas reducen de ese contaminante, la Fabrica 1 lo reduce en .10 toneladas, la Fabrica 2 reduce .20
toneladas, mientras que la Fabrica 3 lo reduce en .40 toneladas.

No.2: En esta restriccion hacemos referencia a los parametros del contaminante 2, que nos habla acerca
de la reduccion de 1 tonelada de desecho en una cantidad menor a esta. Primero nos dice que una
tonelada del contaminante tipo 2, la Fabrica 1, la reduce en 0.45 toneladas, adicionado a que ese mismo
tipo de contaminante la Fabrica 2 reduce una tonelada en 0.25 toneladas, mientras que es en 0.30
toneladas la reduccion que hace la Fabrica 3.

No.3: Las variables de decisién tienen que cumplir con la condicion de no negatividad.
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2.4 Solucion

Primeramente tenemos que poner el modelo en su forma estandar para pode aplicar el Método Simplex,
esto me permitira tener las restricciones en igualdades.

Forma Estandar:

F.0. Min z = 15x1+ 10x2+ ZOx3

0.10x1+0.20x2+0.40x3—x4 = 30
0.45x1+0.25x2+0.30x3 —x5:40
x =0

i

Como observamos, se agregaron variables de exceso ya que las dos restricciones se encontraban como
>, por esta razén, nos dirigimos a agregar variables artificiales, llevando el modelo a su forma ampliada:

Forma Ampliada:

F.0. Min z = 15x1+ 10x2+ 203(3

0.10x1+0.20x2+0.40x3—x4 +a1=30

0.45x1+0.25x2+0.30x3 —x5+ a2=40

x. =0 a=0

1 4

Teniendo esta forma, tenemos la opcién de aplicar una de las variantes del Método Simplex: Método de
la M Grande 6 Dos Fases. En esta ocasién decidiremos inclinarnos por el METODO DE LAS DOS
FASES.

Para la Primera Fase:

F.O. Minw:a1+a2

0.10x1+0.20x2+0.40x3—x4 +a1=30

0.45x1+0.25x2+0.30x3 —x5+ a2=40

14



x =0 a >0

i i

Haciendo el analisis de el modelo, tenemos 5 variables y 2 restricciones, por lo tanto, tenemos 2
variables basicas (al, az) y 3 variables no basicas (x1’xz’x3’ X, x5).

Solucién Inicial:

x1=0,x2=O,x3:0, x4=0,x

5=0,a1=30,a2:40,

w =70

Para las tablas, podemos ir llevando la funcién objetivo de las dos fases ya que al terminar con la
primera (la correspondiente al w; = c],), solo se eliminan las columnas y su correspondiente renglén.

X, X, X, x, X a a, Sol.
w.—c 0 0 0 0 0 -1 -1 0
z, = ¢ -15 -10 -20 0 0 0 0 0

a, 10 .20 40 -1 0 1 0 30
a, .45 .25 .30 0 -1 0 1 40

Como sabemos los vectores correspondientes a las variables basicas deben de se vectores unitarios,
por lo tanto, y en la tabla observamos que no se cumple dicha caracteristica,ademas de que no coincide
la solucién inicial propuesta en el valor de w, pero podemos convertirlos en unitarios utilizando
operaciones elementales de renglon (Gauss-Jordan) para que estos queden de la siguiente manera:

X, X, X, X, X a, a, Sol.
wj — cj .55 45 -1 -1 0 0 70
Z —C,
j j
a
1
a,

Una vez terminadas las operaciones de renglén ya se tienen los vectores unitarios y el valor
correspondiente de w, con lo cual se procede a elegir la variable de entrada; dado que es una
Minimizacion se toma el valor mas positivo y después de esto una vez que ya elegimos la variable de
entrada, se procede a sacar la razdn para poder elegir asi la variable de salida.
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. valor de la variable X,
0 = min 5 Vyl, >0

L

Con lo que tenemos :

0 = min{% = 75,2 = 133.333}

En tanto la variable de salida es a, tal como ya se indico en la tabla anterior. Iterando, se obtiene la

iguiente tabla:

X, X, X, x, X a, a, Sol.
w, = 0.375 0.1 -1 -1.75 0 17.5
z, = -10 0 0 50 0 1500
X, 0.25 0.5 0 2.5 0 75
4,

Actualizando la informacién se tiene esta tabla se continua con el algoritmo y para sacar la variable de
entrada debido a que es minimizacion se toma el mas positivo, se eligio a x,, yaque elegimos la variable

de entrada se procede a sacar la razdn para poder escoger la variable de salida.

V.

15

. valor de la variable X,
0 = min vy, > 0
Con lo que se tiene:
17.5 70

6 = min{-, 175 = 23.3333 = ZHvy > 0

En tanto la variable de salida es a, tal como ya se indico en la tabla anterior. lterando, se obtiene la

iguiente tabla:

X, X, X, x, X a a, Sol.
w.—c 0 0 0 0 0 -1 -1 0
z, = 15 20/3 -200/3 0 20/3 8000/3
X, 3/2 5/6 -10/3 0 10/3 400/3
X, 1/2 2/15 -4/3 -1 4/3 70/3
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Como podemos observar en la Tabla las variables artificiales han salido de la base y el valor de w ya
vale 0, y debido a que se cumplen estas condiciones, es tiempo de pasar a la fase dos, que como ya
habiamos comentado anteriormente, solo se eliminara la columna correspondiente a las variables

artificiales a,a,y el renglén de w,=c. quedando la tabla de la siguiente manera:

X, X, X, X, Sol.
zj — cj 20/3 0 0 -200/3 8000/3
X, 400/3
n

Como la funcién objetivo de la fase 2 y/o del Modelo original es Minimizacién nos corresponde aplicar el

criterio de la variable de entrada para el caso de Minimizacion, que es el mas positivo en el z, =

Como ya hemos marcado la variable de entrada es el valor mas positivo que corresponde al valor del

z, = de la variable X, Ahora se calculara la Razén para la elegir a la variable de salida:

V.

15

. valor de la variable X,
0 = min vy, > 0

Con lo que se tiene:

6 = min{ 7% = 88.8889, 2= = 46.6667vy, > 0

...y asi marcamos a x, como la variable de Salida.

Operando con Gauss-Jordan se llego a la sigueinte tabla:

X, X, X, Sol.

0 -30 -26.66666667 | 1966.66666
7

-2.666666667 | 46.6666666

6
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En esta Tabla el valor mas positivo en el z, = ¢ es el correspondiente al de la variable leo tanto
esta es la variable de entrada y la variable de salida se eligi6 mediante el calculo de la razén

Y.

L

. valor de la variable X,
0 = min vy, > 0

Con lo que se tiene:

. 6333333331 __ 46.66666666
0= mm{ 0433333333 — 146.153846, T = 175}Vyi >0
Por lo tanto la variable de salida es X,
Aplicando Gauss-Jordan, se llega a la sigueinte tabla:
X, X, X, x, X, Sol.
z,— ¢ 0 0 -6.15384616 | -11.5384615 | -30.76923077 | 1576.923077
X, 0 1 2.30769230 | -6.92307693 | 1.53846154 146.1538462
9
X, 1 0 -0.61538462 | 3.84615385 | -3.076923078 | 7.692307621

Como podemos percibir, en la tabla ya no hay variable de entrada, ya que de acuerdo al criterio de la
variable de entrada en el caso de Minimizacién buscamos el mas positivo en el z, = ¢, y en esta tabla ya

solo nos quedan valores negativos. Ante tal situacion se dice que el resultado lo contiene esta tabla
Optima, y esta es:

Solucién Optima:

x =7.6923 x,=146.15384 x,=0 x=0 X.=

Z=1576.923077

2.5 Explicacion de los Resultados

La variable X, tal como se definié en un principio la variable de decisién, nos dice que deben de ser 7.6

toneladas de desechos los que debe de procesar la Fabrica 1 asi como la Fabrica 2 debe procesar
146.1538402 toneladas de desechos y con esto se tiene el costo minimo de $1576.92

Obtuvimos estos resultados por las siguientes razones ldgicas, la fabrica 3 no debe de procesar
desechos para su reduccion debido a que su costo de produccion es mas alto que los demas en varios
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unidades (respecto de la fabrica 1 en 5 dolares y de la fabrica 2 en 10 dolares), ademas de que la
reduccion de una tonelada es la menor de todas ya que del contaminante 1 solo reduce el 60% de una
tonelada y del contaminante 2 reduce el 70% (aunque en este contaminante es mejor la reduccion que
se hace, los otros dos factores son los que determinan el que la Fabrica 3 no procese desechos).
Ademas de que la fabrica 2 se le da mayor cantidad de toneladas a reducir debido a que es la menos
costosa y la que reduce en menor cantidad 1 tonelada de contaminante (del tipo 1 un 80% y del tipo 2 un
75%). A la fabrica 1 también se le asigna, aunque en menor cantidad que la fabrica 2, pero es mas
viable que la 3.
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