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Partie I

2
1. Soit (©) 1a conique d'équation cartésienne ¥~ ~ V3ay=23x+(4-3V3)y +6-6v3 =0 dans le repére
orthonormé (O37:7)
Soit O' le point de coordonnées (73>—2) |

[A\)

Un point M de coordonnées (*7) relativement au repére (P3757) a pour coordonnées (X5
relativement

A"\

(0%1.7)  On a les formules de changement de repére : ¥ = S tX' et y=-2+y"

au repere

L'équation de (©) relativement au repere (O%.7) est donc :
(=249 V3B +x)(2+y) - 2V3(3+x)+(4-3V3)(2+y)+6-6/3=0 _ ...

P24y +4-3(6-3y"-2x+x'y) + 63 —23x' -8+ 63+ (4-33)p 6 -6V3=0 oo

y12_\/§xvyv+2=0'

[AVA'A
Vos . 12 [} _
Conclusion : L relativement au repére 0%i,7) , © , pour équation Yy —\/gx y'+2=0 '

2
A=
NE)
- 1 2 \/g
2. Soit A la matrice 2 . C'est la matrice de la forme quadratique WA
a) Valeurs propres de 4.
A ﬁ ;
det(Ad— A1) = 222
—J3 4
— 1-2
Le polynome caractéristique de-4-est= 2 dont les racines sont :
A= —1 et 4, =§
2],
3
E_lzKer(A+%I) lx—ﬁy:O E__I:Vect[[ |
2 est défini par : 2 2 ,dou .
W 30 K
U=-""it—j
On prendra donc par exemple : 2 2

La matrice 4 étant symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée directe.



i o
Le vecteur 2 2 directement perpendiculaire 8 ¥ est vecteur propre de 4 associé a la valeur
3
propre 2 .
b) On passe du repere (O3i,7) au repere (O%u,v) par l'isométrie, produit de la translation de vecteur

T

et de la rotation de centre O' et d'angle © .
T

—_ [AVAVAV )

C'est aussi le produit de la rotation de centre O et d'angle 6 et de la translation de vecteur OO" .

00'=-3i -2

— X" +=Y" +2=0
(C UV) 1‘ 2

¢) et d) Dans le repere ¢quation de (€) est -

X r

22 [ 2 ]2
Cela fournit I'équation réduite d'une hyperbole : V3

3. Sommets de (€) dans le repere (O54>V)

Ce sont les points : $,(=2,0) et 5,(2,0)

WAIAN JAVAVAV )

On traduit ce résultat sous forme vectorielle : 05, =00"-2u ==3i =2 ] - V3i - J=3- \/g)i +(=3)J

JAVAVAV7A] [AVAVAVN)

05, =00+ =-3i =2 +\3i +] =(3+3)i +(=1)]

On a de mém:
Conclusion : | Relativement au repere (@31, 7) , les sommets de (©) sont les points de coordonnées
(‘( 33 2\ et S (3.3 1)
A )
4. Dans le repére (O5u,v) Jes asymptotes de (©) ont pour équations :
1 1
As,: Y=—7X et As,: VY =—FX
' V3 ’ 3
N NE) 1
x=-3+—X-=Y X=—x+3)+=(y+2
5 > > (x+3) > (y+2)
=—2+1X+£Y Y=—l(x+3)+£(y+2)
Or les formules de changement de repére sont 2 2 don 2 2 .

Les asymptotes de (€) dans le repére (O’l oJ ) sont donc :



5.

] V3 _1[\3
As, —E(x+3)+7(y+2)—ﬁ{7
As, : —%(X+3)+€(y+2)=—L{§(x+3)+%(y+2)

3

(x+3)+%(y+2)}

} soit encore :

As, - —(x+3)+%(y+2)=0

NG
As,: —Bx+y+2-33=0

2
As,: —(y+2)=0 {
g v =7
\/E soitenfin: VU Z2 7

Sur le papier millimétre il sera facile de mettre en place les deux asymptotes (1'une est horizontale), les deux
sommets et quelques points pour faire le tracé.
Pour obtenir ces points on utilisera la propriété suivante :

As, en N, et As, en N

Une droite passant par exemple par 5 et coupant les asymptotes 2 coupe

SM et NN,

I'hyperbole en un point M tel que les segments ont le méme milieu. Aussi, faire pivoter une

droite autour de S pour obtenir un certain nombre de points M de 1'hyperbole. Je ne trace pas cette courbe
avec maple.

Partie 11

Soit la courbe d'équation polaire : p(0) = |sin(20) .

1.

2.

la

Domaine de définition de P .

, 20 e[2kn,m+2kn], kel ,soit Oe kﬂ,£+kn , kel
sin(260) = 0 2

11 faut et il suffit que , soit

Def(p) = { [kn,zwt kﬂ':|
Conclusion 1 le domaine de définition de P _est : kel 2 .

P étant de période 7 , les points M(©0) et MO +7) gon symétriques par rapport a O.

Ainsi pour tracer toute la courbe il suffit de tracer la courbe sur un intervalle de longueur 7 et de compléter
par la symétrie par rapport a O.

T
0 e {O, —}
On réduit donc, dans un premier temps, le tracé, pour 21,

p(0) = p(% —0) et par conséquent les points M (0) et M(% -0)

De plus, sont symétriques par rapport a

premicre bissectrice.

0, %

0 e [ }
Ainsi, pour obtenir toute la courbe, on trace le morceau correspondant a et on compléte en

3



effectuant la symétrie par rapport a la premiere bissectrice, suivie de la symétrie par rapport a O.

3. Variation de P . (bien que cela n'apporte pas grand chose au tracé de la courbe)

. cos(20
p'(0) = %9) [O,E
sin(20) est positif ou nul sur

4} , P est donc croissant sur cet intervalle.

4. On recherche donc les points de la courbe d'ordonnée nulle, donc tels que V sin(29) sin(6) = 0 .
0 e [O,E}
Pour , seule la valeur © =0 convient et on obtient alors le point O.
Vu les remarques de symétrie, la courbe coupera aussi l'axe des abscisses pour les valeurs de € suivantes :
0-" 0-n ct 0="" o
. Or on sait que pour une courbe d'équation polaire © = 1©) , 1 on passe au pole

pour la valeur 0=6, la tangente au pdle est dirigée par la droite d'angle polaire % .

T
0e [0,—}
Donc ici, la tangente a la courbe en O sera bien l'axe des abscisses pour les arcs correspondant a 4
Sm

T
0 e [ﬂ —} 0 e [ }
et , mais ce sera I'axe des ordonnées pour les arcs correspondant a et

06{5—ﬂ,3—ﬂ:|
4 2 _

N

5. Equation de la tangente dans le repére ©@:i.))

La tangente au point M(0) et dirigée par le vecteur :

o 0N T R T
AOM._ 0y u(©) + p(0) w(0) =229 _1(0) + J5in(20) w(0)
do sin(20) ‘
ou
dOM

[AVAAA'R] (A [AVAVAVAN] A [A'8]

u(@)=-cos(0)i +sin(@) j et w(@)=—sin(0)i +cos(O) j d0 st donc paralléle au vecteur
c0s(20) u(6) +sin(20) w(0) = (cos(20) cos(9) — sin(20)sin(6)) i +(cos(20)sin(0) +sin(20)cos(9)) /.

cest-a-dire au vecteur €0S(30) 7 +sin(30) j

\/sin(20) cos(0),+/sin(20) sin(6

La tangente en M(©) est donc 1a droite passant par le point ( (20) cos(®) (20) sin( )) et
[—sin(30)J

perpendiculaire au vecteur de composantes cos(30) . L'équation de cette tangente est donc :

—sin(30) (x — [sin(20) cos(e)) +cos(30) ( y—Jsin(26) sin(e)) it encore
—xsin(360) + ycos(30) + /sin(20) sin(20) =0 '




M(0) —xsin(30) + ycos(30) + /sin(20) sin(20) =0

Conclusion : I'équation de la tangente au point est :

6. Tracé de la Lemniscate de Bernoulli.
11 est sans difficulté, je donne un tracé obtenu avec maple.

> restart:

= with(plots):

>C1:=
plot([sgrt(sin(2*t))*cos(t),s
gri(sin(2*t))*sin(t), t =
0..Pi/2], color = black):
>C2:=
plot([sgrt(sin(2*t))*cos(t),s
grt(sin(2*t))*sin(t), t =
P..3*Pi/2], color = black):
> display({C1,C2});

Partie 111
Soit € et R un réel strictement positif.

1. 1°cas : Si M =€ il n'existe pas de point du plan vérifiant les conditions imposées.
2¢me cag 1 Si M # Q| alors il existe un unique point M " du plan tel que

M, M'et Q sontalignés et QM -QM'=R* Ce point M est situé sur la demi-droite QM et la
R2
longueur QM vaut QM

v -1 _
2. Il est clair que sur P {Q} ona PUP=1d (e prouve que ¢ est bijective et que ¢ =9

¢ est appelée l'inversion de centre € et de puissance R




3. Les points du cercle de centre €2 et de rayon R sont invariants par la transformation ¢

L'image par 9 de ce cercle est donc lui méme.

4. Soit un cercle de centre €2 et de rayon 7 # R |

rQM'=R*> dou:QM'=
Si M appartient a un tel cercle, son image M ' par ¢ est telle que :

R2

Le point M" décrit donc le cercle de centre €2 et de rayon 7 .

2
R._
7

5. Soit D une droite passant par €2, on ne peut envisager, vu la définition de ¢ , que l'image de DA {Q} .

M e D\{Q} M'e D\{Q}

Or soit et M' son image par ¢ alors

D\{Q)

et réciproquement tout point de

est 'image d'un point de b {Q} .

Conclusion : Ldit p]nq mpidement : { } est glnhalemen‘r invariante par ¢

6. Soit M un point du plan d'affixe complexe z.

On note “© l'affixe de Q et z' l'affixede M'.

[AVAVAVAVA] JAVAVAV!\}

QM '= 1 QM

a) Le fait que M, M 'et Q sont alignés prouve que I'on peut écrire
R XX XX R?
QM -QM'=R®> assure que : A QM -QM = R*> soit A =

2

Le fait que
R? RO R K

A= et QM'= - QM

Conclusion : OM OM

b) La relation vectorielle précédente se traduit au moyen des affixes par :

R? R’
z'-2z, = (z—2z,) soit |z'=2z, +
(z—-2z0)(z—25) Z72g
zo=1¢et R=1

7. On suppose que

z= %(1 +e" ) = %[(1 +cos(6)) +isin(6) | = cos (%) {cos (%j +isin (%ﬂ |

a)

sifel[-m+dkm,w+4kn] kel |z[=cos {%) et un argument de = est %

sife[n+4kn,3n+4kn] kel |z|=—cos [QJ et un argument de z est L.
On en déduit que : 2

6




cos(
NB : Dans le cas ou 2

b) Ensemble 4 des réels € tels que

On cherche donc les € tels que 2

0

M@©)#Q

l 1+ei9)¢1,soit ¥ =1

=0
) , 2=0 et on ne peut plus parler d'un I'argument de z.
Il aurait donc été préférable de prendre des intervalles ouverts dans ce qui précéde.

On obtient que @ doit étre différent de 2km, kel Conclusion : —4=0 2zl
¢) Soit 0 € 4 Laffixe de I'image de M (©) par ¢ est:
- » o0 2¢0s o
, 1 z I+e et+e ? 2 .
Z'=l+t=—"==——= — = ;= =jcotan| —

z—=1 z-1 -=l+e > —iv . (Qj 2 . (9
—e?+e 2 2isin| — z'=icotan By
2

On a donc la méme discussion que précédemment :

si cotan (%) >0 alors |z|=cotan (%) et un argument de z' est %

. 0 . 0 , T
si cotan 5 <0 alors z|=—c0tan 5 et un argument de z' est ey

1

cotan (gj =0 soit 0=R2k+1)r kel
Etsi 2

alors | et on ne parle plus de I'argument.

d) Image par 9 du cercle de diamétre [O’Q] privé du point €2 .
1 1

11 s'agit du cercle centré au point d'affixe 2 et de rayon 2 .

z= l(1 +é" )
Les points de ce cercle ont pour affixe 2 .

z'= icotan(—j
. 7 11 11 1 . u_coc M
L'image demandée est domc t'ensembie des poimts d'affixe 2) avec 0 €l \2z0

On obtient I'axe des ordonnées ¥ @Y .

e) Le caractere involutif de ¢ permet de dire que I'image par 9 de I'axe des ordonnées est le cercle de

diametre [O Q] privé du point € .

e 2 2
8. Soit (&) Iellipse d'équation cartésienne, relativement au repére (O37-7) 3% +4y" =12
2 2
)C_ + y_ — 1
43

a) L'équation réduite est : . On a donc avec les notations classiques :

a=2, b=\3, c=\a*-b* =1, e=£=l

a 2

1
L'excentricité de (E) vaut 2 .




Les foyers sont les points F(=10) et £,(1,0)

b) On note finalement F le foyer de coordonnées (1,0)
La directrice est une droite paralléle a 1'axe des ordonnées d'équation * =k .
MF 1
Cherchons 4 >0 tel que (£) 5oit I'ensemble des points M tels que MH 2 | H étant la projection de M
sur la directrice.

AMF* —MH® =0 ,soit: 4| (x—1)> +»* |- (x—a)’ =0
On cherche donc & pour que la relation > 501 [(x y+y ] (x=a) coincide

3x* +4y* =12
A=+ [-(@-k7 =0

avec l'égalité

3x* —(8=2k)x+4-k>+4y* =0

Le développement de donne : et il faut
donc choisir £ =4 pour avoir le résultat souhaité.
2 +2 i =1
. . . . . . . 2 2
Remarque : pour les spécialistes des coniques, on sait que les directrices de l'ellipse @~ b ont pour
2
a .. . s 7 r .
x =+*— donc ici, celle qui nous intéresse a pour équation : x =—=4
équation ¢ 1
Mais les éléves peuvent-ils retenir tous ces résultats tres spécifiques.
1

(E) est donc l'ellipse de foyer F_de directrice 1a droite d'équation X = 4 ot d'excentricité 2

ced

Dans le repere (F3i,7) , I'équation polaire de (£) est -
ANAIAN (A AN

L . . FK :d(cos(a)i +sin(a) j)
projection de F sur la directrice, on a : )

p =
I+¢gecos(0—a) ou, si on note K la

e=1,d=3, a=0, e:l
Ici, on peut prendre : 2
3
2 . 3
p=—-=5—— soit| p=——
. 1+ cos(0) 2+ cos(0)
L'équation polaire de (&) est donc : 2

¢) On suppose que £ =€ donc 2 est le méme que dans la question 7, et que R=1.

Soit M'©) limage du point M (©) de (E) Notons M '(0)=1©0)u(®)
3
> 1 cos(@) f0)=1 £
£ doit vérifier : 2+ cos(0) . L'équation polaire de l'image de (£) par ¢ est donc™
2 +cos(0)
PR

Pour le plaisir faisons tracer par maple, l'ellipse (£) et son image par ¢

= restart ; with(plots) :

' = El : = plot([2*cos(t),sqrt(3)*sin(t),t = 0..2*Pi],color=blue):
> InvEl : = plot([1+(2+cos(t))/3*cos(t),(2+cos(t))/3*sin(t), t =
] 0..2*Pi],color=red):

\ ’ K % > display({ElInvEI},scaling=constrained):




9. On suppose que O = et que R = V2

N

Soit (1) I'hyperbole d'équation cartésienne, relativement au repére ©@:i,j) , w=1

&2

) ' , p=—F avec ¢ ==l
Son équation polaire est P cos(0)sin(0) =1 ou p~sin(20) =2 , soit sin(26)

[AVAVAVAVAVAVAYY ] [AVAVAA'L]

Soit M'©) limage du point M (©) de () Notons OM '(0)=gO) u(0)
g doit vérifier : V sin(20) ,soit &7 eV2 Vsin(20) . € =1 peut étre supprljé pour des questions

(H)

de symétrie. L'équation polaire de 1'image de par ¢ est donc"

Cette courbe est I'homothétique de celle étudiée au 11, dans I'homothétie de centre O et de rapport V2 .

Partie IV

MmN W

Soit Q31,7 k) yp repére orthonormé de 1'espace affine euclidien de dimension 3.
2
X 2
—+y =1
YR

Soit (E) I'ellipse d'équation : z=0 . Soitenfin (€) un cone de sommet S et de base l'ellipse (B)

Lorsque I'on coupe un cone de révolution par un plan et que l'intersection est une ellipse, le sommet du cone est
situé dans le plan perpendiculaire au plan de coupe contenant le grand axe de 1'ellipse. Ceci justifie donc le
choix (rapidement justifi¢) indiqué pour les coordonnées du point S cherché. Cela étant, je remplace un peu une
affirmation par une autre affirmation!

S(x,,0,2,) et M(x,,,¥,,2y)

1. Des équations paramétriques de la droite passant par sont :

x=x,+A(x, —x,)

y=2Ayy
z=2z,+Mz, —z,)

C)

2. On traduit que M appartient a (€) en écrivant que cette droite perce le plan X0Y enun point de (B)

11 faut bien stir supposer que M # S pour pouvoir parler de la droite SM.

X, + A(x,, —)c)2
i 4" L1 gy -1

Zy+ Mz, —2,)=0

Autrement dit, les deux équations ont une racine commune en 4 .

9



2 2
1 z z
Z|:x0 - i (xy _xo):| |:_ i yM:| =1 0
Zy 2 Zm ~ %0 , (on a bien (z) —20) # sinon la

droite SM serait horizontale et ne percerait pas le plan * W e qui se voit aussi sur la deuxieme équation qui

On doit donc avoir

. . . (z,, —2,)=0 . - . .
n'aurait pas de solution si (2, =2) . La relation précédente s'écrit aussi :

[xo (zy —29) = 2y (X}, — X, )]2

4

) 2
+zo0y — (2, —2,)" =0

(/s SVRA 4[xOZ_ZOX)]2+Z§YZ_22:O

Mais alors, | dans le repere (S3i,7 k) , 'équation du cone (€) est -

g %%
4 4
A= 0 zz 0
RPN
3. Soit 4 4 . C'est la matrice de la forme quadratique constituée par le premier membre

de I'équation de ©)

a) Polyndme caractéristique de 4.

i—l O _‘XOZO
4 4 z? X xiz?
det(A-Ald)=| O ) 0 =z - = 2-1-a -2
Bl ) S T B
4 4 , Soit :

Conclusion :

b) A4 est diagonalisable car elle est symétrique réelle.
On sait méme qu'il existe une base orthonormée, constituée de vecteurs propres de 4. Dans une telle base la
matrice de la forme quadratique devient aussi diagonale, les formules concernant I'influence d'un
changement de base sur la matrice d'un endomorphisme ou sur la matrice d'une forme quadratique étant les

mémes : Endomorphisme : 4'=P AP

Forme quadratique : A'='PAP mais P ='P si P estorthogonale.

2

)Cz+Z2 4
P(A)=A% - %—1 ,1—70
¢) Soit .

Az )
A:(%—l +zp >z, >0

P ne peut pas avoir de racine double car son discriminant

10



2
d) Pour que A ait une valeur propre double, il est donc nécessaire que la valeur propre ~° soit aussi racine de
2
P auquel cas “0 est valeur propre double de A.

AN /N UMY

Ssu,v.,w

4. Le cone (©) est de révolution si et seulement si, 1l existe un repere orthonormé relativement

, a(X*+Y?)+BZ7 =0 , :
auquel 1'équation du cone est : ( ) b , (Ie cone est alors de révolution autour de la droite

WA

passant par S et dirigée par " ) ce qui revient a dire que la matrice 4 admet une racine double @ .

2 2 2
X, +z zZ
2 (20 T%0 ()20
Cx o z . & ( 4 ];t 4 L
On est donc ramené a €crire que ~° est racine de , c'est-a-dire :

2 2 2
+
A5z -2

z, #0 . L o ;
, et comme 0 , la relation précédente équivaut a :

2 2
. X, +z; _1}_120 X, 1
0 _—Z =
4 4 . L 372 -x?43=3 - 3 0
, SOIT €NCOorec a v v Ou, SOUS Torme redurte -
Yo =
2
Yo _ 2 _1
o=
3

Conclusion :| Le point S doit étre situé sur I'hyperbole d'équations :

A(—3,0,0) et B(+/3,0,0)

privée des points

Fin
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