AREAS Y VOLUMENES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Area del paralelogramo v del tridngulo
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Activi
Halla el area del paralelogramo formado por los vectores u (2,15 vy V(@321).
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Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1, 1, 1) y B(0, 2, 0). El centro del paralelogramo
es 0(0, 0, 1). Se pide:
Las coordenadas de los otros dos vértices.
Ecuacion del plano que contiene al paralelogramo.
Area del paralelogramo
3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ke Sk Sk sk Sk ke ok Sk Sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok R ok ok
El punto M(1, —1, 0) es el centro de un paralelogramo y A(2, 1,—1) y B(0,—2, 3) son dos vértices
consecutivos del mismo. Determina los otros dos vértices y calcula el area de dicho paralelogramo.
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok Sk ke ok Sk ke sk sk sk ok Sk sk ok sk ok ok ok ok ok dk ok ok
Un paralelogramo cuyo centro es M(3/2, 3, 4) tiene por vértices los puntos A(1, 2, 3) y B(3, 2, 5).
a) Halla las coordenadas de los otros dos vértices.
b) Halla la ecuacién de la recta que pasa por M y es perpendicular al plano que contiene al
paralelogramo.
c) Calcula el area del paralelogramo.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ke Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok
Los puntos A(—2, 3, 1), B(2, —1, 3) y C(0, 1, —2) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD.

(a) Halla las coordenadas del vértice D. Sol: D(=4, 5, —4)

(b) Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por By es paralela a la diagonal AC.
M: (X:Y7Z):(2a _19 3)+}\’(_2: 25 3)

(c) Halla la ecuacion del plano que contiene a dicho paralelogramo. Sol: x+y-1=0
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(d) Calcula el perimetro y el 4rea del paralelogramo. ~S0L: Perimetro:12+2 V33w ;o Area=1612 w?

*,okkkkk sk kK

Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(1, 3, 3) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo

a) Hallar el 42 vértice D y el area de dicho paralelogramo

b) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos

Sk sk sk sk ok ok sk ok ok ke ke Sk ke sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok Sk sk ok sk ok ok R ok ok ok ok ok

De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos: A(2, —1, 0), B(—2,1, 0) y C(0, 1, 2).
(a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al plano

que lo contiene. Sol: (x,y,2)=(1, 0, )+A(, 2, —1)

Sol: 4 /6 w? Sol.: D(4, -1, 2)

(b) Halla el area de dicho paralelogramo.

skksksk

(c) Calcula el vértice D.

Considera los puntos A(0, 5, 3), B(—1,4,3),C(1,2,1)yD(2,3,1).
a) Comprueba que los cuatro puntos son coplanarios y que ABCD es un rectangulo.

b) Calcula el area de dicho rectangulo. Sol: 246 u?

skksksk

Calcula el area del tridngulo de vértices: A(_ 5’2’1); B(1’7’5); C(_ 1’0’4)
Solucién:

AB(6,54) AC(4,-2,3)= ABx AC(23,-2,-32)

AB x AﬁC

= %|(23,—2,32)| = %\/1557 ~19,73 u’

Sk >k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk kk ok

drea=>+
2

Comprueba que los puntos A(1, 1, 1), B(0, -1, 0) y C(2, 3, 0) forman un tridngulo. Halla el area de dicho

triangulo.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok R ok ok ok ok sk sk k ok

Calcula el area del tridangulo definido por los vectores ”(3’_5’1) V(4’7’6) O(O’O’O)

skokeskosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk skosk sksk skok skosk skosk sk sk sk sk sk sksk sksk skk sk

Calcula el area del tridngulo de vértices:
A(-52,1%B(1,7,5),C(-1,0,4)

A(1,3,5), B(2,5.8),C(5,1,-11)
Pl (17_293)9 ])2 (_35194)’ P3 (05493) .

Sk ok ok 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok Sk ok sk ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ks sk sk kok sk

Explica como puede hallarse el area de un triangulo (en el espacio) a partir de las coordenadas de sus
tres vértices. Aplicalo al tridngulo de vértices A(1, 0, 1), B(-1, 0, 0), C(0, 2, 3).

Skokeskok sk ok sk sk sk sk sk skok skook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk ok
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Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccién del plano 6x + 3y + 2z = 6 con

Sol: /w2
los ejes de coordenadas. 2
Skskoskokesk sk skoskesk sk sk skok sk sk skskesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skok sk
Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de interseccidn del plano
m=2x+y+ 3z-6 =0 con los ejes coordenados.
Sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok Sk sk ke Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok

x=1_y+1 z

r. —
Considera el plano m: 2x + 2y —z — 6 = 0 y la recta 2 -1 2
(a) Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano m con los ejes de
sol: 27 2
coordenadas. 2
Sol.: 2 u

(b) Calcula, razonadamente, la distancia de la recta r al plano .
*kokkokok ok *% *kokk

Considera los puntos A(1, 0, 2) y B(1, 2, —1). Calcula el area del tridngulo de vértices A, By C, donde C es

el punto de corte del plano : 2x —y + 3z = 6 con el eje OX.
Skskoskokesk sk ko sk sk skosksk sk sk skok sk sk skskok sk sksk sk sk sk >k

Dado el planomt=2x + 2y + z- 3 = 0 y el punto A(1, 0, 2), sea B el pie de la perpendicularde Aamty
C(2,1,-2) un punto del plano. Halla el area del triangulo ABC.

Sk skok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk skok skok sksk sk ok sk ks

Halle el area del pentagono de vértices A(LD, £(3,0), £(0,-3), £ (=5,0), /5(-1.3)

3k sk 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok sk Sk ok >k 3k 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk k sk sk sk sk ok sk

Considera los puntos A(1, 0, —2) y B(—2, 3, 1).

Calcula el area del tridngulo de vértices A, By C, donde C esun puntode larectar: —=x=y—1 =1z
3K 3k 3k Sk ok Sk sk ok sk ok sk ok sk ok Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok ke sk ke sk sk sk ok

x-1 y+2 z-3

r.
Sealarecta 1 3 -1 yelplanom: x —y + z +1 = 0. Calcula el 4rea del tridngulo de vértices
ABC, siendo A el punto de corte de larectary el plano m, B el punto (2, 1, 2) de larectar y C la proyeccion

ortogonal del punto B sobre el plano .
Sk sk sk ok ok >k ok sk ok sk ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok k

{x+y+1=0

=

Considera los puntos A(1, 2,—3), B(9,—1, 2), C(5, 0,—1) y larecta y-z=0
Sol: 243 w2

a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A, By C.
b) Halla el punto D en la recta r de forma que el tridngulo ABD sea rectangulo en D. Sol: D(l, -2, -2)
sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk
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Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)yC(—1, 2,1) los vértices de un triangulo.

a) Halla la ecuaci6n del plano 1 que contiene al tridngulo. S0k m: x—2z+3=0

b) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a Tt que pasa por el origen. S0k (x.y.2)=2(, 0, -2)

c) Calcula el area del tridngulo ABC. Sol: 45 w?

skoskesk ko skok sk sk ok skok skosk sk skok skok sk sk sk skok skoske sk sk sk ko

x—y—-2=0
=
z=0

Dados los puntos A(1, 0,0),B(0,0,1) y P(1,—1,1) ylarecta

(a) Halla los puntos de la recta r cuya distancia al punto P es de 3 unidades. Sol: Qi(3,1,0) y Qa(-1,-3,0)

sm;ﬁg

(b) Calcula el 4rea del triangulo ABP. 2

skk sk

u?

x+y=2
y+z=

w_n

r.
Considera la recta { 0 y la recta “s” que pasa por los puntos A(2, 1, 0) y B(1, 0, —=1).

(a) Estudia la posicién relativa de ambas rectas. SoL: Son secantes

(b) Determina el punto C de la recta “r” de coordenadas no negativas tal que los segmentos CA y CB sean

Sol.:\—/2

perpendiculares. Sol: C(2, 0, 0) (c) Halla el 4rea del tridngulo ABC 2

Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk ok ok Sk ke sk Sk ke sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok R ok ok
Considera los puntos A(1, 1, 0), B(1, 1, 2) yC(1, -1, 1).
Sol.: 1 u?

(a) Comprueba que no estan alineados y calcula el area del triangulo que determinan. 2>

(b) Halla la ecuacion del plano que contiene al punto A y es perpendicular a la recta determinada por By
C.

u?

Sol.: 2y+z—-2=0

5 1

Los puntos A (0, 2,2),B(2,0,1),y C( 2.2 2 ) son los vértices de un triangulo. Halla:
El drea y el perimetro.
Las alturas

Probar que la suma de los dngulos internos suman 7 radianes.
Hallar la proyeccion del lado AB en AC.

Hallar el vector proyeccién del lado 4C en 4B
Hallar las coordenadas del punto de interseccion de las medianas.

—

Hallar un vector paralelo a €B y de magnitud igual a 10 unidades
Skokeskoskskosk sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skok skk sk ok

skskesk skok skok sk sk ok skok skosk sk skok skok skosk sk kosk skok
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Dados A(2,1,1) y B(0, 0, 1), halla los puntos C en el eje OX tales que el area del tridngulo de vértices A, B
y Ces2. Sol: G, 0,0) y Co(—11,0,0)

skskesk skok skok sk sk sk skok sksk sk sk sk skok skosk sk sk sk skok skok

Sean los puntos A(0, 1, 1), B(2, 1, 3),C(—1, 2,0) y D(2, 1, m).

a) Calcula m para que A, B, Cy D estén en un mismo plano, S0L: m=3

b) Determina la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos. Sol:: x+z-3=0

c) Calcula el area del tridangulo de vértices A, By C. Sol: /2 u

skokeskook sk sk sk sk sksk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skskskok

Calcula el area del triangulo de vértices A(1, 1,2), B(1,0, —1) y C(1, —3,2). Sol: 6 u?

k3%

Se sabe que el tridngulo ABC es rectangulo en el vértice C, que C pertenece a la recta interseccion de los
planosy+z=1 e y—3z+ 3 =0,y que sus otros dos vértices son A(2,0, 1) y B(0, —3,0). HallaC y el

4rea del triangulo ABC. 5oL C(0,0.1) 5 Area: JI0 w2

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok skk sk k sk kok ok

X =-2+3t
r=< y=4-2t
z=-6+5t

Larecta
de coordenadas

cortaal planox-y-2z=1enelpuntoA,yalx+y—z=0enB. Sea O el origen

- -

a) Hallar el angulo entre los vectores 04 y OB

b) Hallar el area del triangulo OAB

3k >k 3k 3k ok ok >k ok ok Sk ok ok ok 3k ok ok ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok ok sk ok ok k sk ok ok ok sk ok sk ok sk sk ok ok

Halla la ecuacién de los planos que sean paralelos al plano m: x + y + z = 1 y formen con los ejes de

coordenadas un triangulo de area 18V3
Sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok ks sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

Los puntos A(0, 1, 1) y B(2, 1, 3) son vértices de un triangulo. El tercer vértice es un punto de la recta
{Zx +y=0
V=

z=0 . Halla los puntos C de r para que el tridngulo ABC tenga un area igual a V2 .
Sk sksk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
Halla la ecuacién del plano que pasa por A(0, 2, 0), B(0, 0, 2) y corta al eje OX en un punto C tal que el
area del triangulo ABC vale 4
Skskok sk sk ok >k ok sk ok sk ok ok sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kk
Halla un punto A que esté sobre el eje OX y tal que el area del tridngulo ABC valga 6. ;Cudntas soluciones
hay?

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok skk sksk sk sk sk sk sk sk k

Calcula el area total del tetraedro que el plano 6x + 3y + 2z - 6 = 0 determina con los ejes de

coordenadas.
3K 3k ok sk ok ke sk ke sk ok sk ok sk ok sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

- Pagina 5 -



AREAS Y VOLUMENES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Dados los puntos A(1,0,1), B(0,0,-1) y C(3,a,b), se pide:

a) Determina, si es posible, a y b de forma que los tres puntos estén alineados.

b) Encuentra, si es posible, un punto Q situado en el eje OY y tal que el triangulo ABQ sea rectangulo con
angulo recto en B.

c) Sea D(2,0,-2), prueba que el triangulo ABD es rectangulo y calcula su area
Sk ok Sk sk ok ok Sk ok ok ke ok Sk ke sk Sk sk ok sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok R ok ok

Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1,1,1) y B(0,2,0). El centro del paralelogramo es
0(0,0,1). Se pide:

a) Las coordenadas de los otros dos vértices.

b) Ecuacion del plano que contiene al paralelogramo

¢) Area del paralelogramo.

Solucién:

D(X2,¥2.25) Cxp 1 21)

B(0,2,0)

a) Aplicando las féormulas de las coordenadas del punto medio de un segmento,

1+x,:0 | 1+_y.:O | 1+z]:1

2 :Xl:—l, 2 :y]:—l’ 2 :lel
Las coordenadas de C son: ¢(-1L=L1
Del mismo modo obtenemos D(0,-2,2)

b) Ecuacidn del plano:
OA = (1,1,0); OB =(0,2,-1)

Con el punto O y los vectores OA y OB podemos escribir su ecuacion:
x y z-1
1 1 0[=0
0 2 -1 = X—-y—-2z+2=0
d) Elarea del paralelogramo podemos calcularla de la forma siguiente:
Area = ADx AB I

AD = (~1,-3,1)

AB=(-1,1,-1)

e (]-3 ]| 1 =1]}1 -3

ADxAB = , : =(2,-2,-4)
1 =11 =1[-1 1
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A 2 2 2
Area = /2% +(=2)* +(-4) =+/24u
skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

2012-1 El punto M(1, —1, 0) es el centro de un paralelogramoy A(2, 1, —1) y B(0, —2, 3) son dos
vértices consecutivos del mismo.

Determina uno de los otros dos vértices y calcula el area de dicho paralelogramo.

Sk 3k sk sk ok ok Sk ok Sk ke ke Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok ok R ok ok k ok Rk ok ok sk sk sk sk sk sk sk >k

2012-7 De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos: A(2, —1, 0), B(=2, 1, 0)
y C(0, 1, 2). Halla el area de dicho paralelogramo.

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok ok K ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ke ok sk >k ok

Dados los vectores (3,-2,1) ; (1,-3,5) ; (2,1,-4) del espacio V 3 :
a) Demuestra que forman tridngulo
b) Halla el area de dicho tridngulo.

-y-2=0

X
2011-5 Dados los puntos A(1, 0,0),B(0,0,1)yP(1, -1, 1), y larecta r definida por {Z =0

(a) Halla los puntos de la recta r cuya distancia al punto P es de 3 unidades.
(b) Calcula el area del triangulo ABP.

Skokeskook sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skoke sk ok sk sk sk sk sk ksk

2010-3 Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano

6x + 3y + 2z = 6 con los ejes de coordenadas.
Skoskskokesk sk skok sk sk sk ok sk sk skosk sk sk skosksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk skosk sk sk skoskske sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok

2008-4 Dado los puntos A(2,1,1) y B(0, 0, 1), halla los puntos C en el eje OX tales que el area del

triangulo de vértices A, By C es 2.
skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

2008-2 Consideralos puntos A(1,1,0),B(1,1,2)y C(1,-1, 1).

Comprueba que no estan alineados y calcula el area del tridngulo que determinan.
Skskskokesk sk skok sk sk skok sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sksksk sk skosk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk kok

2006-4 Considera los puntos A(1,0,—2) yB(-2, 3, 1).
Calcula el area del tridngulo de vértices A, By C, donde C es un punto de la recta de

ecuacion —x =y — 1 = z. ;Depende el resultado de la eleccion concreta del punto C?
Skeske sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k-

2006-10 Halla la ecuacién de un plano que sea paralelo al plano T de ecuaciéonx+y+z=1

y forme con los ejes de coordenadas un triangulo de area 18v3
Skokesk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skoke sk sk sk sk sk sk sk kk

x-1 y+2 z-3

2006-11 Sealarectar de ecuacién 1 3 —1
y el plano  de ecuaciéon x —y +z +1 = 0. Calcula el area del tridngulo de vértices ABC, siendo A el punto
de corte de larectary el plano , B el punto (2, 1, 2) de larectary C la proyeccion ortogonal del punto B

sobre el plano .
Skskskokesk sk skok sk sk sk ok sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk skok sk sk sksk sk sk skoskskesk sk skske sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok

z-3

X=y—-2=——
2006-9 Considera los puntos A(2,1,2) y B(0, 4, 1) y larectar de ecuacion 2
Calcula el area del tridngulo de vértices ABC, siendo C un punto de la recta r que equidista de los puntos A

B.
Z;************************************************
2005-8 Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)yC(—1, 2,1) los vértices de un tridngulo.
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Calcula el area del triangulo ABC.

Sk sk ok sk ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

2004-3 Se sabe que el triangulo ABC es rectangulo en el vértice C, que pertenece a la recta interseccién
delosplanos y+z=1 e y—3z+ 3 =0,y que sus otros dos vértices son A(2,0,1) y B(0, —3, 0). Halla
Cy el area del triangulo ABC.

Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok ke ke Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok ok R ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2004-6 Seanlos puntos A(1,0,—1)yB(2, —1, 3).

Calcula el area del paralelogramo de vértices consecutivos ABCD sabiendo que la recta determinada por

los vértices C y D pasa por el origen de coordenadas.
Skskskokesk sk skok sk sk sk ok sk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skok sk sk sksk sk sk skosk sk sk skoskske sk skosk sk sk sk sksk sk sk kok

|x+y-2=0 |x+y-6=0
2X+2y+z—-4=0 “Ix+y-z-6=0

2004-10 Lasrectas
(a) Calcula el area del cuadrado.

(b) Halla la ecuacion del plano que contiene al cuadrado.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk ke sk Sk sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk k

contienen dos lados de un cuadrado.

x=1+2A
T: y:]—}h ) X+2y =-1
“.n “«_» Z=1 ) Z:_1

2016-4 Considera las rectas “r” y “s” dadas por:
Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estan en las rectas “r” y “s”, calcula su area.

Resolucién

La medida del lado del cuadrado es I. = dist(v.,s) = %%(Aﬁﬁ)

—Hallamos el plano 7' Ly que pasa por AL —>n_ =d,
7 2x—D—-Ny—D+0(z—-1)=0=x": ZXETE%—l =0
—Después P=n'll s = L =dist(A.s)= ‘AP‘

2x—vy—1=0
P=rnll s=>{x+2y=—1 :>x:y, y:_y, z:—ISP(%,_?’S,—l)
z=—1

RO RO

AP =(95.34.2) > TP =(24) +(30) w2 = 2

2
Area(cuadrado) = I1* = [‘ }?] = ? u’

3K 3k 3k Sk 3k Sk 3k ok 3k ok 3k ok sk ok Sk sk Sk sk ok 3k ok sk ok sk ok Sk sk Sk sk Sk 3k Sk 3k ok sk ok sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sksk sk
2004-11 Seanlos puntos A(1, 2,1),B(2,3,1),C(0,5,3)yD(—1,4, 3).
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(a) Demuestra que el poligono de vértices consecutivos ABCD es un rectangulo.

(b) Calcula el area de dicho rectangulo.

Sk ok Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok ok ok ok ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk >k

2004-1 Calcula el area del triangulo de vértices A(0, 0, 1), B(0, 1, 0) y C, siendo C la proyeccion ortogonal
del punto (1,1, 1) sobreel planox+y+z=1.

Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok R ok ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk >k

2003-1 Sesabe que los puntos A(1,0,—1),B(3,2,1) y C(=7, 1, 5) son vértices consecutivos de un
paralelogramo ABCD.

(a) Calcula las coordenadas del punto D.

(b) Halla el area del paralelogramo

Sk sk ok sk ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk ok ok ok sk sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok

2002-8 Calcula el area del triangulo de vértices A(1, 1, 2), B(1,0,—1) y C(1, =3, 2)

Skskskskesk sk skokesk sk skok sk sk skosk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok

2001-9 Consideraelplano2x+y+2z - 4=0

Halla el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano dado con los ejes coordenados.
Skskskskesk sk skok sk sk sk ok sk sk skosk sk sk skosk ke sk sk skok sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk sksk sk sk sksk sk sk kok

Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano

m:3x+ 2y + 4z — 12 = 0 con los ejes de coordenadas.

X=5 x=0 x=0 A=7l eje X=>34-12=0—>21=4;, A(4,0,0)
Solucién: eje X:sy=0 ; ege Y:i<y=L ; eeZ:sy=0; <B=nll ejc Y >24-12=0—>%=06;, B(0,6,0)
z=0 z=0 zZ =X C=nll eeZ—>40-12=0—->21=3 A(,0,3)
B SR
AB =(-4.6,0) AC =(-4,0.3)
W
. 1 ]
) O O ’
Area (ABC)z% AB xAC| : AB xAC=|-4 6 0|=(18.12.24);. Area (ABC)z%‘(lS,]Z, 24)| =%‘6(3, 2. 4 =[3v29 v
-4 0 3

3k >k 3k ok ok ok >k ok 3k ok ok ok ok ok >k ok ok 3k >k >k ok Sk ok ok ok ok ok %k ok ok 3k sk ok ok k sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ke ok sk >k ok

2016-1 Considera el plano m de ecuacién x + 2y + z = 1.
Determina la ecuacién de un plano paralelo a t que forme con los ejes de coordenadas un triangulo de

area \/E .

Resolucién
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planos paralelos an—» 7, 1x+2y+z=m,conmeR

Triangulo ABC:

X=A
geX:iy=0  A=n HegeX->2+20+0=m—>Ai=m= A(m,0,0)
z=0
x=0
. : m m
geY:qy=~ B=n_§ ejeY—>0+2K+0:m—>K:5:> B[0,5,0]
z=0
x=0
geZ:<y=0 C=n_H0eeZ->0+20+A=m—>i=m= C(0,0,m)
Z="h
TN m HEE ) L0
AB—[—m,?(Q AC =(-m,0,m)  Area (ABC):EAB XAC‘
o0 W
1]k
1 2 2 ) 2
AB xAC =|l-m & o= m—,mz,m— ; \%:Area(ABC):l m—,mz,m
2 2 2 20 2 2
-m 0 m
z m=2—m x+2y+z=2
\/_:lmlﬁzm £3m2:4:> . |
2 2 4 m:—2—>‘n2:x+2y+z:—2‘

skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
2016-5 Considera un paralelogramo de vértices consecutivos A, B, Cy D siendo A(1,0,—1), B(3,2,1)
y C(—7,1,5). Calcula el area del paralelogramo.

Resolucién

yave

Sabemos que A( paralelogramo) =

A( paralelogramo) = ’(—10, 28, —18)’

I
DC x DA

=+/1208 =

Skok koK sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk ks

2016-8 Considera un rectangulo de vértices consecutivos A, B, Cy D siendo A(1,1,0) yB(Z, 2, 1).
Sabiendo que la recta r que contiene a los puntos C y D pasa por el origen de coordenadas se pide:

a) Calcula el area del triangulo ABC.

DO
. DC x

34,76 u?
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=]
=]
EREE
=<

A
[
2

10

v

J
2
1

AN

k
2
—4

=(~10,28,-18)



AREAS Y VOLUMENES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

b) Determina las coordenadas del punto D.
Resolucién

A B
- -

Iy b Como Cer=C(c,c,c)
a
Y Como Der=D(d.d,d)

L
Como BC L AB=>(c=2.¢-2,c~)(L1,1) =0 = ¢c-2+c—2+c-1=0>¢= A:,»c(%%%)

0
37 D(%%%)

Como AD L AB=>(d-1,d=1,d -0).(L1) =0 > d-1+d-1+d =0—>d =2

1 ([0 1
S B BC]=[a.Ly

Area(ABC) = %A’rea(ABCD) = %.base altura =

% KA

VIS 32 _|V2
6

Area(ABC):%\/_%\/gz . 3 u

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skoke sk sk sk sk sk sk sk ksk

2015-10 Los puntos A(0,1,1) y B(2,1, 3) son los vértices de un triangulo. El tercer vértice es un punto de
2x+y =0

la recta {Z =0

Calcula las coordenadas de los posibles puntos D de r para que el triangulo ABD tenga un area igual a V2

Resolucién
2x+y=0 o
Como r: , st x=A, y=-2A, un punto genérico de r es (A, =24, 0)

z=0

- Pagina 11 -



AREAS Y VOLUMENES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Dado que el triangulo ABD debe tener drea J2 , stendo Der, D(k, -2k, O):

, 1 1|
Area(ABD) = EArea del paralelogramo = E‘AB x AD

B H i

R R s Ik
Como AB=(2,0,2) vy AD=(k,—2k-1,-1)=AB x AD=| 2 0 2| =(4k+2, 2+2k, —4k—2)

koo-2k-1 -1

|

E‘AB x AD =5\2. (2k+1, 1+k, —2k=D)|=|2k +1, 1+£, —2k—1)|=\/(2k+1)2 +(14k) +(=2k—-17 =2
pol
Elevando al cuadrado los dos miembros v desarrollando: 9k* +10k+3=2=9k" +10k+1=0= 9
e=-1

Se puede comprobar (sustituyendo) que ambas soluciones son validas para la ecuacion radical.

9

Luego, hay dos puntos: Sik= _?1 - D, [_—I,E,OJ Sik=-1-|D,(-1.2.0)

D

4
B

Skokesk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk skok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skoke sk ok sk sk sk sk sk sk sk

2015-7 Seanlos puntos A(0,1,1), B(2,1,3), C(—1,2,0).
Calcula el area del tridngulo de vértices A, By C.

Resolucién
weom
N0 O Pk
AB x AC=(2,02)x(-LL,-)=2 0 2|=(-2,0,2)
-1 1 -1
, O A |
Area(ABC):EAB x AC :E’(_2’0’2)|:5'2’(_1’0’1) :\/(—1)2+02+12 =2 o

AC

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok k >k ok ok ok ok ok ok ok ok %k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ke ok sk ko

x+y+1=0

= {
2015-1 Considera los puntos B(1,2,-3), C(9,-1,2), D(5 0,-1) y larecta y-z=0
a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son B, Cy D.
b) Halla un punto A en la recta r de forma que el tridngulo ABC sea rectangulo en A.
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Resolucién
Wy
O ik
a) BC x BD=(8,-3,5) x (4,-2,2)=|8 -3 5|=(4,4,-4)
4 -2 2
Area(BC[))z% BC x BD =%|(4,4,—4)|=%,4|(1,1,—1)y=2\/12 +12 4+ (=% =243 ?

x=—1-1
. . . Xx+y+1=0
b) Ponemos r en forma paramétrica resolviendo el sistema 0 —>y=A
y-z=
z=A

S1 A es un punto cualquiera de r, A(—1-2,A.A). Como el triangulo ABC debe ser rectangulo en A :
WO W O R ] Wi

M

AB 1L AC = AB . AC=0 .Dadoque AB=Q2+x, 2-%, -3-1) ,AC=(10+A, —1-A, 2—-1)

2+1)A0+R) + (2=A)=1=2) + (-3-A)(2-2)=0=3A% +12h+12=0= A =-2. Luego, |A(l,-2,-2)

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok K ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok %k ok ok Sk >k ok ok k sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ske ok sk >k ok

2014-11 Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)yC(—1, 2,1) los vértices de un triangulo.

Calcula el area del triangulo ABC.

Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok R ok R ok kR sk sk sk sk sk sk sk k

2012-1 El punto M(1, —1, 0) es el centro de un paralelogramo y A(2, 1, —1) y B(0, —2, 3) son dos
vértices consecutivos del mismo.

Determina uno de los otros dos vértices y calcula el area de dicho paralelogramo.

Skskskokesk sk skok sk sk skoksk sk skosk sk sk sk skske sk sk skoke sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk kok

2012-7 De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos: A(2, —1, 0), B(—=2, 1, 0)
y C(0, 1, 2). Halla el area de dicho paralelogramo.

Skokeskosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk ksk

Xx-y-2=0

2011-5 Dados los puntos A(1,0,0),B(0,0,1)yP(1, -1, 1), y larecta r definida por {Z =0
(a) Halla los puntos de la recta r cuya distancia al punto P es de 3 unidades.
(b) Calcula el area del triangulo ABP.

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok 5k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ke ok sk sk ok

2010-3 Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano

6x + 3y + 2z = 6 con los ejes de coordenadas.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk ke ke Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok Sk ok ok Rk ok ok R ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk k
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2008-4 Dado los puntos A(2, 1, 1) y B(0, 0, 1), halla los puntos C en el eje OX tales que el area del

triangulo de vértices A, By C es 2.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ke ke ke Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok R ok ok ok R ok ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk >k

2008-2 Considera los puntos A(1, 1,0), B(1,1,2) yC(1, -1, 1).

Comprueba que no estan alineados y calcula el area del tridngulo que determinan.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok ke k Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok ok R ok ok ok sk ok k sk sk sk sk sk sk >k

2006-4 Considera los puntos A(1, 0, —2) yB(=2, 3, 1).

Calcula el area del tridangulo de vértices A, By C, donde C es un punto de la recta de

ecuaciéon —x =y — 1 = z. ;Depende el resultado de la eleccion concreta del punto C?
Skskskokesk sk skok sk sk sk ok sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok

2006-10 Halla la ecuacién de un plano que sea paralelo al plano T de ecuaciéonx+y+z=1

y forme con los ejes de coordenadas un triangulo de area 18V3
Sk 3k sk sk ok ok Sk ok ke ok ke Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok Sk ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

x-1 y+2 z-3

2006-11 Sealarectar de ecuacién | 3 -1
y el plano m de ecuacién x —y +z +1 = 0. Calcula el area del tridngulo de vértices ABC, siendo A el punto
de corte de larectary el plano m, B el punto (2, 1, 2) de larectary C la proyeccién ortogonal del punto B
sobre el plano .
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk sk Sk sk sk Sk sk sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk k
X=Yy-— 2= Z—_3
2006-9 Considera los puntos A(2,1,2) y B(0, 4, 1) y larectar de ecuacion 2
Calcula el area del tridngulo de vértices ABC, siendo C un punto de la recta r que equidista de los puntos A
y B.
Sk sk 3k sk sk ok >k ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok
2005-8 Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)yC(—1,2,1) los vértices de un triangulo.
Calcula el area del triangulo ABC.
Sk sk 3k sk sk ok >k ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
2004-3 Se sabe que el triangulo ABC es rectangulo en el vértice C, que pertenece a la recta interseccién
delosplanos y+z=1 e y—3z+4 3 =0,y que sus otros dos vértices son A(2,0,1) y B(0, —3, 0). Halla
Cy el area del triangulo ABC.
Sk 3k sk sk ok Sk ok Sk ke ke Sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk k
2004-6 Seanlos puntos A(1,0,—1)y B(2, —1, 3).
Calcula el area del paralelogramo de vértices consecutivos ABCD sabiendo que la recta determinada por

los vértices C y D pasa por el origen de coordenadas.
Skskoskokesk sk skok sk sk ko sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk skok sk sk ks sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk sksk sk sk sksk sk sk kok

_{x+y—2:0 _{x+y—6=0

2X+2y+z—-4=0 “Ix+y-z-6=0

2004-10 Lasrectas contienen dos lados de un cuadrado.

(a) Calcula el area del cuadrado.

(b) Halla la ecuacion del plano que contiene al cuadrado.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok ke ke Sk ke sk Sk sk sk sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

y

X—y+z=2
y 5=
rex—Il=>-=z-2 o
Sean las rectas 2 $x-y-z=—4
Sabiendo que dos lados de un cuadrado estdn situados estan situados sobre las rectas r y s, calcula su

‘
area.
okstokokskskokokskstokokskstokoksksfokokskkokokok

2004-11 Seanlos puntos A(1, 2,1),B(2,3,1),C(0,5,3)yD(—1, 4, 3).

(a) Demuestra que el poligono de vértices consecutivos ABCD es un rectangulo.
(b) Calcula el area de dicho rectangulo.

Skskoskokesk sk skoke sk sk ko sk sk skosk sk sk skosk ke sk sk skok sk sk sksksk sk skosk sk sk skoskske sk skosk sk sk sk sksk sk sk kok
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2004-1 Calcula el area del triangulo de vértices A(0, 0, 1), B(0, 1, 0) y C, siendo C la proyeccion ortogonal
del punto (1,1, 1) sobreel planox+y +z=1.

Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ke ke ke Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok R ok ok ok R ok ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk >k

2003-1 Sesabe que los puntos A(1,0,—1),B(3,2,1) y C(=7, 1, 5) son vértices consecutivos de un
paralelogramo ABCD.

(a) Calcula las coordenadas del punto D.

(b) Halla el area del paralelogramo

3ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk %k

2002-8 Calcula el area del triangulo de vértices A(1, 1, 2), B(1,0,—1) y C(1, =3, 2)

Skskskokesk sk skok sk sk sk ok sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok

2001-9 Consideraelplano2x+y+2z - 4=0

Halla el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano dado con los ejes coordenados.
skskoskoksk sk skok sk sk skoskok sk kR sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk

Determinar los puntos de corte del plano ™* 3x-2y+z=6 . os ejes de coordenadas y calcular el

area del triangulo que dichos puntos definen.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k sk sk sk sk sk sk >k

Los puntos A(0, 1, 1) y B(2, 1, 3) son vértices de un tridngulo. El tercer vértice es un punto de la recta
{2x +y=0

V=
z=0 . Halla los puntos C de r para que el tridngulo ABC tenga un area igual a V2

Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

El punto M(1, —1, 0) es el centro de un paralelogramo y A(2, 1,—1) y B(0,—2, 3) son dos vértices
consecutivos del mismo. Determina los otros dos vértices y calcula el area de dicho paralelogramo.

Sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok Rk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Considera los puntos A(1, 0, 2) y B(1, 2, —1). Calcula el area del tridngulo de vértices A, By C, donde C es
el punto de corte del plano m: 2x —y + 3z = 6 con el eje OX

x=4A
Como OX <y=0,C=al OX =224-0+3.0=6=1=3, luego C(3,0,0)
z=0
Jid
N
AB x AC=(0.2,-3) x (2.0,-2)=| 0 2 —3|=(-4.6,-4)
2 0 =2

B

VAR ¢ AC

2
Sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk %k
Dados los puntos A(2, 1, 1) y B(0, 0, 1), halla los puntos C en el eje OX tales que el area del triangulo de

vértices A, By Ces 2.
Solucién:

Area(ABC) =

:%|(—4=6>—4)|Z%ZI(—Z&—Z)I:\/(—2)2 ¥ (2 =17 o

Consideramos los puntos A(2, L 1)’ B(O’ 0, 1) y C(a, 0, 0)
El area de un tridngulo es la siguiente:

ya que esta en el eje OX.
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drea=_|B4 x BC| =2

i j ok
BAxBC=2 1 0|=i(-1)—j(-2)+k(-a)=(-1,2,-a)
a 0 -1

—

BA=(2-0,1-0,1-1)=(2,1,0)
BC=(a-0,0-0,0-1)=(a,0, 1)

|BAx BC| =1’ +2 +a®> = 4=+1"+4+a’ =16=1+4+a’ = a’ =11 a=211

Los puntos son:

c(V11,0,0)y c'(=411,0,0)

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk sk kok sk sk ok sk sk sk sk sk sk skk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk ks

Considera los puntos A(1, 0, —2) y B(—2, 3, 1).

Calcula el area del tridngulo de vértices A, By C, donde C esun puntode larectar: —=x=y—1 =1z
Sksksk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

x=-2+3¢
r=qy=4-2¢
z=—6+5¢t x—y-2z=1 Xty-z=

Larecta corta al plano Oenel punto B. Si O

es el origen de coordenadas:

en el punto A, y al plano

a) Halla el angulo formado por los vectores 04y OB
b) Halla el area del triangulo AOB

Skeskesk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk %k
Halla la ecuacién de los planos que sean paralelos al plano m: x + y + z = 1 y formen con los ejes de

coordenadas un triangulo de area 1843
Skskskokesk sk skok sk sk skok sk sk sksk sk sk skosksk sk sk skok sk sk sksk sk sk skosk sk sk skosksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk kok

-1 2 L
o _y+2_:z 3

Sea larecta 1 3 -1 yelplanom: x —y + z +1 = 0. Calcula el 4rea del tridngulo de vértices
ABC, siendo A el punto de corte de larectary el plano m, B el punto (2, 1, 2) de larectar y C la proyeccion

ortogonal del punto B sobre el plano .
Skskskokesk sk skok sk sk skoksk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskeok sk skosk sk sk skosksk sk sk sksk sk sk skosk sk sk kok

{x +y+1=0

=

Considera los puntos A(1, 2,—3), B(9,—1, 2), C(5,0,—1) y larecta y-z=0
Sol.: 2 \/§ u?

a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A,By C. 2=

b) Halla el punto D en la recta r de forma que el triangulo ABD sea rectangulo en D. Sol: D(l, =2, -2)

3k 3k Sk sk ok ok Sk ok ke Sk ke Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok R ok ok ok ok ok ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk >k
Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)y C(—1, 2,1) los vértices de un triangulo.
a) Halla la ecuaci6n del plano T que contiene al triangulo. SoL: T x—=2z+3=0
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b) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a Tt que pasa por el origen. S0k (x.y.2)=2(, 0, -2)

¢) Calcula el 4rea del triangulo ABC. Sol: 4 V5 w2

Sk sk 3k sk sk ok >k ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok

Considera los puntos A(0, 5, 3), B(—1,4,3),C(1,2,1) yD(2,3,1).

a) Comprueba que los cuatro puntos son coplanarios y que ABCD es un rectangulo.

b) Calcula el 4rea de dicho rectangulo. 0L 2 Jo w2

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk ks

_x—1_ y_z
Consideramos los puntos A(-5, 2, 4), B(-3,2,0) y la recta -3 1 2,
a) Calcular la recta que corta perpendicularmente a s pasa por B.
b) Consideramos el rectangulo que tiene por vértices opuestos a Ay B, y uno de los lados que pasa

por A esta contenido en la recta s. Calcula su area.
Skeske sk sk sk sk sk ok sk sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok

De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos: A(2, —1, 0), B(—2,1, 0) y C(0, 1, 2).
(a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al plano

que lo contiene. M (X,y,Z)Z(l, 0, 1)+}\’(la 2, _1)

(b) Halla el area de dicho paralelogramo. Sol: 4 /6 w2 (c) Calcula el vértice D. Sol: D(4, -1, 2)

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok ok 5k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ke ok ok sk sk ske sk sk sk ok

Sean los puntos A(1,0,2), B(0,3,1) y (0, 2,3) tres vértices consecutivos de un paralelogramo
ABCD.

a) Calcule los vectores BA y BC

b) Encuentre las coordenadas del punto D.
) Halle el area del paralelogramo ABCD.

Skokeskook skosk sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sksk sksk skok skok skok sk sk sk

{x—y—2=0
=
z=0

(a) Halla los puntos de la recta r cuya distancia al punto P es de 3 unidades. Sol: Q3,1 0) y Qu(=1, -3,

Sol.: ﬁ

(b) Calcula el 4rea del tridangulo ABP. 2

Sk sk 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok

Dados los puntos A(1, 0,0),B(0,0,1) yP(1,—1,1) ylarecta
0)

u?

x+y=2

«_n

¥+2=0 y]arecta “s” que pasa por los puntos A(2, 1, 0) y B(1, 0, —1).

r.
Considera la recta {

(a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas, SoL: Son secantes

(b) Determina el punto C de la recta “r” de coordenadas no negativas tal que los segmentos CA y CB sean

Sol.: \/5

perpendiculares. 501 C(2.0.0) (¢) Halla el 4rea del tridngulo ABC 2

skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk ok
Considera los puntos A(1,1,0),B(1,1,2) yC(1, -1, 1).

(a) Comprueba que no estan alineados y calcula el area del tridngulo que determinan.
(b) Halla la ecuacion del plano que contiene al punto Ay es perpendicular a la recta determinada por By
C. Sol.: 2y+z—-2=0

u?

Sol: 1 u?

Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skoke sk sk sk sk sk sk sk ksk
Dados A(2,1,1) y B(0, 0, 1), halla los puntos C en el eje OX tales que el area del triangulo de vértices A, B
yCes2 Sol:C(V1,0,0) y Co~/1,0,0)
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Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skokeskosk sk sk sk sk sk sk sk

_x—l_y+1_z

r: =—
Considera el plano m: 2x + 2y —z — 6 = 0 y larecta 2 -1 2
(a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano m con los ejes de
sol: 27 2
coordenadas. 2
(b) Calcula, razonadamente, la distancia de la recta r al plano . Sol: 2 u
Skskskskesk sk skok sk sk sk ok sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skske sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok
Sean los puntos A(0, 1, 1),B(2, 1, 3),C(—1,2,0) y D(2, 1, m).
Sol.: m=3

a) Calcula m para que A, B, Cy D estén en un mismo plano.

b) Determina la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos. Sol.: x+2-3=0

¢) Calcula el 4rea del triangulo de vértices A, By C. Sok: V2

Sk sk ok 3k ok ok >k ok 3k ok ok ok ok ok >k ok ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok R ok ok Sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk >k ok

Calcula el area del tridngulo de vértices A(1, 1, 2), B(1,0,—1) y C(1, =3, 2). Sol:: 6 u?
Skskskske sk sk skok sk sk sk ok sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksksk sk sksk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk ok
Los puntos A(—2, 3, 1), B(2, —1, 3) y C(0, 1, —2) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD.

(a) Halla las coordenadas del vértice D. Sol: D(4, 5, —4)

(b) Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por By es paralela a la diagonal AC.
SLL: (X>yaZ):(2> _1> 3)+)\’(_2’ 2a 3)

(c) Halla la ecuacién del plano que contiene a dicho paralelogramo. Sol:: x+y-1=0

(d) Calcula el perimetro y el area del paralelogramo. ~S0L: Perimetro:12+2 V33w Area=1612 w?

Sksksk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk ok

Los puntos A(1, 0,-1), B(3, 2,1) y C(-7, 1, 5) son vértices consecutivos de un paralelogramo ABCD.
. Calcula las coordenadas de D

. Halla el area de dicho paralelogramo.

Skeske sk sk ok sk sk ok sk sk ok ke sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk ok ok sk sk ok

Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de interseccién del plano 6x + 3y + 2z = 6 con

7

Sol.:
los ejes de coordenadas. 2
Sk sk 3k sk sk ok >k ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

u

Se sabe que el tridangulo ABC es rectangulo en el vértice C, que C pertenece a la recta interseccion de los
planosy+z=1 e y—3z+ 3 =0,y que sus otros dos vértices son A(2,0,1) y B(0, =3, 0). HallaCy el

’ .z . . A . 2
4rea del triangulo ABC.  Sok: C(0,0.1) ;- Area: 10 u
Sksksk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk ok

Calcular el area del triangulo de vértices (2,-3,1), (0,1,2) y (1,4,2).

Skokeskosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skook sk sk sk sk sk sksk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk kk

Un triangulo is6sceles ABC, con el angulo desigual en A, tiene por vértices By C los puntos (1,-1,2) y ( 3,

1,0), mientras que el vértice A estdenlarecta: 3 -2 -1 _Hallalas coordenadas de Ay el 4rea
del triangulo ABC.

3ok ok sk ok ok ok ok ok Sk sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok ok kR k ok

Los puntos A(1, 0, 2) y B(—1, 0, —2) son vértices opuestos de un cuadrado.

Calcula el area del cuadrado.

3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok ke ok ok ke ok Sk ke sk Sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk >k

Un cuadrado ABCD esta situado sobre un plano 2x +y + z = 4. Dos de sus vértices opuestos son A(1, 1,
1) y C(0, 2, 2). Hallar el area del cuadrado y la ecuacion de la diagonal BD.

Sk koK ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk kok ok
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Volumen del paralelepipedo v del tetraedro

> o > > (> > S>> - > Sf|- > > >
u,v,w| |=u.|vxw|=|u||vxw| cos(a)=|vxw||u|cos(a)=drea dela base . altura = V araielepipedo(Us Vs W)
e - > >
u,v,w = Vparalelepipedo ( u,v, W)
e
o] |
I/;elmedro = 6
Ademas, como el paralelepipedo puede descomponerse en 6 tetraedros:
! B
b/ .
- AB
AD /[ /
P A D
ACxe "
‘ — >e AC )
AB B C
SV PR
Volumen(ABCD)z‘[ AB . AC . AD| ‘ Volumen(ABCD):g‘[AB . AC, AD] ‘

El volumen del tetraedro de vértices: A, B, C, D (sombreado en verde) es una sexta parte del volumen del

paralelepipedo determinado por los vectores 4B,4C, 4

Efectivamente, ese paralelepipedo se descompone en seis tetraedros iguales.

Fijate en la figura de al lado:

El plano BCFE lo divide en dos prismas triangulares iguales.

Cada uno de estos dos prismas triangulares se descompone en tres tetraedros iguales, asi por ejemplo el
prisma ABCDEF se descompone en tres tetraedros que son:

1) ABCD; 2) BCDE; 3) DFEC.

OO0 DO

AC , AD

1 -0
Volumen(ABCD):g’[AB :

Por tanto tenemos:
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Actividades

A A A

Si €1> €25 €3 5o ]os vectores de la base candnica de V3, ;cuanto vale su producto mixto?
ks sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

A (A} (A
Si U, V y W son tres vectores del espacio del mismo médulo, ;cudles son los valores maximo y minimo

absolutos de su producto mixto?
Sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

A A [
Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores U (2,1,0), V(0,1,0)y W (3,2, 1).
skskoskokesk sk skosk sk sk skoskosk sk sk ks sk sk skoskok sk skosk sk sk sk skosk sk sk

oW W

Calcula el volumen del paralelepipedo que determinan tres vectores unitarios €1° €2> €3 sabiendo que
N i A A
€1y ©2 son ortogonales y que los 4ngulos que forman €3 con €l y €2 son 45°y 60°, respectivamente
Skskoskokesk sk skokesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skosk sk sk kok ok

u(1,2,3) v(- 2,1,0) w= (u X vj
Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por: Justifica por

RN

uxy

que el resultado es:
Skskskokesk sk skoke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skk sk sk

Determina el valor de k para que el volumen del paralelepipedo determinado por:

u(3,-51) v2L-1) w=(L4k) o, 110’

Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk sksk sk ok sk sk sk sk sk skok skosk skosk skosk sk sk sk skosk skk sk skosk sk sk sk sksk sksk skk

Calcula el volumen del tetraedro de vértices:
A(3,5,7);, B(1,0,-1),C(7,~1,4), D(11,4,-6)

Solucién:

AB(~2,-5,-8), AC(4,-6,-3), AD(8,~1,-13)

-2 -5 -8
Voliumen tetraedro = %‘(AﬁB, AﬁC, A?)J‘ = é 4 -6 -3|= é‘— 642| = % =107 °
8 -1 -13

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk sk ok ok sk sk ke sk ok skok sk ok

- Pagina 20 -



AREAS Y VOLUMENES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Calcula el volumen del tetraedro de vértices:
A(3,5,7);, B(1,0,-1),C(7,~1,4), D(11,4,-6)

A(2,1,4), B(1,0,2);C(4,3,2), D(1,5,6)

Skok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk skok

[ A [
Halla el volumen del tetraedro cuyas aristas son los vectores U (2,1,0), V(0,1,0)y W (3,2, 1).
Skskskokesk sk skske sk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk skoskosk sk sk skskesk sk skosk sk sk kok
Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, 2, 3), y tal que sus puntos de corte con los ejes de
coordenadas forman un triangulo equilatero. Calcula el volumen del tetraedro determinado por dicho

plano y los planos coordenados.
Sksksk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk

Comprueba que los planosx+y=0, x+z=0, y+z=0, x+y+z=1determinan un tetraedro y

calcula su volumen
3k 3k Sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok ok

Seaelplano T X ~2Y+42=12 ¢ ol pyunto P(2, -1, 1)

a) Calcula la distancia d entre el plano 1y el punto P.

b) Halla la ecuacion de un plano paralelo a 1 y distinto del mismo, que también diste de P la misma
distancia d.

c) Calcula el volumen de la figura limitada por el plano 1T y los tres planos coordenados.
Sk sk sk sk ok ok Sk ok Sk sk ok Sk sk sk sk sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok sk sk ok sk ok ok Rk ok ok ok ok

Considera los puntos A(—1, k, 3), B(k+1, 0, 2), C(1,2,0) yD(2,0, 1).

Calcula los valores de k para los que los puntos A, B, Cy D forman un tetraedro de volumen 1.
skskskokesk sk skokesk sk skok ok sk skosk sk sk skoskske sk sk ks sk sk skosksk sk skosk sk sk sk >k

a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano
m:2Xx+y+ 3z — 6 =0 con los ejes coordenados.

b) Calcula el volumen del tetraedro determinado por el plano m y los planos coordenados.
Skoskskoksk sk ko sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk >k

(a) Calcula el volumen del tetraedro de vértices A(1, 1, 1), B(0,—2, 2), C(—1,0, 2) y D(2,—1, 2).

Sol: 2
6

(b) Determina la ecuacion de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene a los
puntos A B y C. Sol: (x,y,2)=(2, -1, 2)+ M2, 1, 5)
3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ke Sk Sk ok Sk Sk sk Sk sk sk Sk sk sk ok sk ok sk ok ok ok dk ok ok ok ok R ok ok

Considera los puntos A(2, 0, 1), B(—1,1, 2),C(2,2,1) yD(3, 1, 0).

(a) Calcula la ecuacién del plano 1 que contiene a los puntos B, Cy D, SoL: m: x—y+2z-2=0

sol: A’ 2, 7h
(b) Halla el punto simétrico de A respecto del plano . 333

Sol.:
(c) Determina el volumen de tetraedro que definen los puntos A, B, Cy D 3
Skoskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sksksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk ok

Dados los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2),C(1,2,3) yD(7,2,1).
(a) Halla m para que los puntos estén en un mismo plano y calcula la ecuacién de dicho plano.
Sol.: m=—-1 ; x—-4y+3z-2=0
) Sol.: 1 u’
(b) ¢(Estan B, Cy D alineados? Sol.: No (c¢) Param = 0, calcula el volumen del tetraedro ABCD 3

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk kok ok

Calcula el volumen del tetraedro limitado por el plano m = x 4+ 3y + 2z — 5 = 0 y los planos coordenados.
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Sol: 125 3
36

Skokeskook sk ok sk sk sk ok ok skk sk ok sk sk sk sk sk sksk sk sk

Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto P(1, 2, 3), y tal que sus puntos de corte con los ejes de
coordenadas forman un tridngulo equilatero. Calcula el volumen del tetraedro determinado por dicho
plano y los planos coordenados.

Sk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok R ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk %k

Calcula la ecuacion del plano determinado por los puntos A(0, 2,-2), B(3, 2, 1) y C(2, 3, 2) y el volumen
del tetraedro que limita con los ejes coordenados.

Sk sk sk ok ok sk ok sk ke sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk ok sk ok R ok sk ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk %k

Comprueba que los planosx+y=0,x+z=0, y+z=0, x+y+z=1determinan un tetraedro y
calcula su volumen.

Sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok ke sk ke ke sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok

Halla el volumen del tetraedro de vértices el punto (1, 1, 1) y los puntos en que el plano

m:2x + 3y +z- 12 = 0 corta a los ejes coordenados.

Sksksk sk sk sk skoke sk sk sk ok sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok

Halla el volumen del tetraedro determinado por los planos coordenados y el plano m: x + y - 2z =3
Sk sk sk sk ok sk sk ok ke sk ok Sk sk ok Sk ske sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok ok ok

Halla el volumen del tetraedro que forman los planosy =0,z=0,x-y=0,3x+ 2y + z= 15
Sksksk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

AN AN [AVA)
Considera los vectores u - (1, -1, 3), vV = (1,0,-1y W= (A 1,0).
AN (VA
a) Calcula el valor de A que haceque % y W sean ortogonales. Sol: A=1
AN AN (A
b) Halla el valor de A que haceque "7 V ¥ W seanlinealmente dependientes. Sol: A=—4
(A"} AN AN [AVAI

c) Para A = 1 escribe el vector ' = (3,0, 2) como combinacién linealde %7 vV ¥ W yhallael

o T RISE :)1154::\{119; . 1\1;@ N irw; V:5 v

u, vy w_ 6

volumen del tetraedro formado por los vectores
3ok sk sk ok ok ke ok sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk k >k

2013-11 Considera el plano t de ecuaciéon 2x +y + 3z — 6 = 0.

Calcula el volumen del tetraedro determinado por el plano 1 y los planos coordenados.
Skskoskskesk sk skok sk sk ko sk sk skosk sk sk skoskske sk sk skoke sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skske sk skosk sk sk sk skskske sk kok

u=01,01), v=(0,21)y w=(m1,n)

Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado u, vyw

unidades cubicas.
Sk 3k Sk sk sk sk sk ok ok ke sk sk sk ok ok ke sk sk sk ok ok Sk sk sk sk sk ok Sk sk sk sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

2015-11 Seanlosplanosm:x+3y+2z—5=0
Calcula el volumen del tetraedro limitado por 1 y los planos coordenados.
Resolucién

2017-3 Sean los vectores

tenga volumen 10
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Calculamos los puntos de corte del plano nw  x+3y+2z-5=0

con los ejes de coordenadas -

x=2
egje X :qy=0 A=nll eje X > A1+3.0+20-5=0>1=5> A(5,0,0)
z=0
x=0
egjeY <y=2> B=nll ejeY—)O+3&+2.0—5:0—>A:§:> B[O,E,OJ
z=0
x=0
egje Z.sy=0 C=nl ejeZ—>O+3.0+2),—5:0—>ﬂ,:§:> C(0,0,%)
z=A
C(0,0.5R)
B(0,5/3,0)
7 AB00)

5 O 0
KO DX XX
Volumen del tetraedro O ABC = lH:OA , OB, OC] ‘ = 1 det| O 7 0 ||= 1125 = 125
6 6 3 6 36

oo%

Skok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skoke sk ok sk sk sk sk sk ksk

2014-9 Considera los vectores Y = (1,-1,0), v=012) y w=(+0a,20,2-30) . Halla los valores de

A [AVA) [AVA"AY) l
& sabiendo que el volumen del tetraedro que tiene por aristas a los vectores U, V.Y W g5 6,
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk Sk ke Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk >k

2013-11 Considera el plano m de ecuacion 2x +y + 3z — 6 = 0.

Calcula el volumen del tetraedro determinado por el plano 1t y los planos coordenados.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk ke ok Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2011-7 Considera los puntos A(—1, k, 3), B(k+1, 0, 2),C(1,2,0)yD(2,0, 1).

Calcula los valores de k para los que los puntos A, B, Cy D forman un tetraedro de volumen 1.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk ke ok sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk >k

2010-6 Consideralos puntos A(1,1, 1), B(0,—2, 2),C(-1,0,2)yD(2,—1, 2).

Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.

3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk ke sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2000-6 Calcula el volumen de un cubo sabiendo que dos de sus caras estan, respectivamente, en los
planos 2x-2y+z-1=0 y 2x-2y+z-5=0.

3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Dos caras de un cubo se encuentran en los planos T1: 2x-2y+z-1=0 y

m,:2x-2y +z+ 5= 0. Calcular el volumen del cubo.
Skskskokesk sk skok sk sk skok sk sk sksk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk
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Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el punto V(1, 1, 1) y los puntos de corte del plano

m:2x+3y+2z-12=0 , con los ejes de coordenadas.
3K 3 3k sk 3k Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok ke sk ke sk sk sk ok sk ok sk ok Sk sk ke sk Sk sk ok sk ok sk ok sk sk ke sk ke sk sk sk ok sksk sk

Considera los puntos A(—1, k, 3), B(k+1, 0, 2),C(1,2,0) yD(2, 0, 1).

Calcula los valores de k para los que los puntos A, B, C y D forman un tetraedro de volumen 1.
3ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk %k

a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano
m:2Xx+y+ 32— 6 =0 con los ejes coordenados.

b) Calcula el volumen del tetraedro determinado por el plano m y los planos coordenados.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok ke ke Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k

5
Sol.: = u?
Calcula el volumen del tetraedro de vértices A(1, 1, 1), B(0,—2, 2),C(—1,0,2) y D(2,—1, 2). 6
Determina la ecuacidn de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene a los
puntos A B y C. Sol: (x,y,2)=(2, -1, 2)+ M2, 1, 5)
Skskskokesk sk skok sk sk skokok sk skosk ok sk skoskok sk sk skok sk sk skskok sk skosk sk sk skoskosk sk sk skok sk sk skosk sk sk kok

Considera los puntos A(2,0,1),B(—-1,1,2),C(2,2,1) yD(3, 1, 0).

(a) Calcula la ecuacién del plano 1 que contiene a los puntos B, Cy D, SoL: m: x—y+2z-2=0

sol: A’ 2, 7h
(b) Halla el punto simétrico de A respecto del plano . 333
Sol.: 2 u?
(c) Determina el volumen de tetraedro que definen los puntos A, B, Cy D 3

Sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk ks

Calculese el volumen del tetraedro de vértices A(LLI) , B(123) , C(231) ,

skskokokeskoskoskok sk sk koksk sk skok sk sk k

Dados los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2),C(1,2,3) yD(7,2,1).

(a) Halla m para que los puntos estén en un mismo plano y calcula la ecuacién de dicho plano.
Sol.: m=-1 ; x—-4y+3z-2=0

1
Sol.: = u3
(b) ;Estan B, Cy D alineados? Sol: No (c¢) Param = 0, calcula el volumen del tetraedro ABCD 3

3k >k 3k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok 3k >k >k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk k sk sk sk sk ok

Calcula el volumen del tetraedro limitado por el plano T = x + 3y + 2z — 5 = 0 y los planos coordenados.

Sol: 125
36
Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk 3k ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok
AN AN AU
Considera los vectores U= (1,-1,3), Vo= (1,0,-1)y W= (A 1,0).
ANIAN (VA
a) Calcula el valor de A que haceque ¥ y W sean ortogonales. Sol: A=1
AN AN [AVA
b) Halla el valor de A que hace que "7 V ¥ W seanlinealmente dependientes. Sol: A=-4
(A"} AN AN [AVAIA

¢) Para A = 1 escribe el vector ' = (3,0, 2) como combinacién linealde %7 vV Y W yhallael

il S & HIF:%E+1\E/AF+W\§[/Q} V=5u3

u, v .y Ww 6

volumen del tetraedro formado por los vectores
3ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk %k

Sea el plano ™ X~2Y+42=12 v o] punto P(2,-1,1)

a) Calcula la distancia d entre el plano 1y el punto P.

b) Halla la ecuacién de un plano paralelo a 11 y distinto del mismo, que también diste de P la misma
distancia d.
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c) Calcula el volumen de la figura limitada por el plano 1Ty los tres planos coordenados.
Solucion:
4 C

a)‘/i

b) n'ix—2y+4z-4=0
c) La coordenadas de los vértices
A(12,0,0), B(0,-6,0) y C(0,0,3) \

Volumen =36 u?

Skok koK sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

x—y+3=0 {y+1=0

x+y—-z-1=0 x—2z+3=0

Sean las rectas y

Determina la distancia de la recta s al plano  que contiene ary es paralelo a s.
1]k

Solucién : n(A; L =d, xds) ;=1 1 2|=(,3-2)>nm: I(x-0)+3(y-3)-2(z-2)=0—>n: x+3y-2z-5=0
2 0 1

[3+3(-D-20-3 11 |11J14

N TN VRl IS V!

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok K ok ok 3k >k >k ok Sk ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk sk ske ok sk >k ok

VARIOS

Calcula la distancia entre el plano de ecuacion ™ = 4x + 2y - 5z = 20 y el que contiene a los puntos A(1,

d(s, m)=d(B,m) =

u

0,-1),B(-2,2,1) y O, origen de coordenadas. Calcula el area del tridngulo que forma ™ con los ejes.
Skokeskosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sksk sk sk skosk sk skok sk sk sk sk sk ksk

Encuentra las ecuaciones de los planos paralelos al plano ™ = 4x - 4y + 2z = 1 que disten de éste una
unidad de longitud.

Calcula el volumen del tetraedro que forma el plano ™ con los ejes de coordenadas.
Sk sk ok sk sk ok >k ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

3 :22+2

X

PR
Dada la recta de ecuaciones 2 6 y el plano de ecuaciéon x + 3y - 3z = -3.
Calcula:
El plano que contiene a la recta y es perpendicular al plano.

El volumen del tetraedro determinado por el plano p y los planos coordenados.
Sk sk sk sk ok sk sk ok ke sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok
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