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Statistique classique de Maxwell-Boltzmann

Généralité :

La thermodynamique est I’étude de systemes matériels macroscopiques (formés d’un grand
nombre de particules). Son but est double :

- décrire les états d’équilibre des systémes (température, pression volume, énergie...)

- prévoir les sens d’évolution des systémes, donc les variations des grandeurs physiques,
lorsque 1I’on modifie les conditions extérieures.

La thermodynamique « classique » a pu prévoir certaines propriétés globales de la maticre
sans tenir compte de la structure particulaire ; elle doit donc étre complétée par 1’étude de la
thermodynamique » statistique », qui s’appuie essentiellement sur la description
microscopique de la mati¢re (formée de particules en mouvement incessant) et sur la
mécanique statistique.

Exemple : Il y a 3 niveaux d’énergie, correspondant a 3 étages possibles. Nous recherchons
0 0 0 . . o e e
I’ensemble des 3 nombres {nl, Ny, e, }. Voici les differentes possibilités de répartition des

2 boules A et B dans la boite :

5 o

D ®

O

Il y a deux fois plus de chance d’avoir une boule sur le niveau €_et une sur le niveau €_, que
1 3’

deux boules sur le niveau e,. Par conséquent, la réponse au probléme est

I. Etat macroscopique, Dégénérescence, état microscopique

[.1.  Description du systéme : Dans une assemblée de N particules identiques,
d’énergie totale U, chaque particule peut se trouver dans I’un des niveaux

d’énergie permis €€y i,

[.2.  Etat macroscopique
"1 Définition : L’état macroscopique est défini par la connaissance, pour
chaque niveau d’énergie € du nombre n de particules possédant cette

énergie, sans se soucier de quelle particule il s’agit.
1 1l faut tenir compte de deux conditions :

e la conservation du nombre de molécules : N=)] n
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e la conservation de I’énergie : U =), en
[ la donnée des k nombres de particules {nl, My nk} ou I’on associe un
nombre n a chaque niveau d’énergie si=1,2. ......k, définit un I’état

macroscopique.
'] Conclusion : Les probabilités thermodynamiques W(n o n3) des

différents états macroscopiques sont données par leurs nombres de
complexions (répartitions )

W (1,0,1)=2 W (0,2,0)=1
divisés par le nombre total de complexions. Par conséquent, 1’état

macroscopique {n Ty nk} le plus probable est celui qui a son nombre de

complexions W(n Ty nk) le plus ¢€levé. Cet état macroscopique se note {

0 0 0 ) 0 0 0
R (PR (N }, et son nombre de complexions W (nl, My e nk) se note
0
w-.

"] Hypothéses fondamentales de Boltzmann :
1- Les complexions sont équiprobables.
2- La probabilité d’un état macroscopique est égal au nombre de
complexions qui permettent de le réaliser.
3- L’¢état d’équilibre thermodynamique correspond a 1’état macroscopique le
plus probable.

1.3. Dégénérescence.
'] Définition :La dégénérescence ou poids statistique du niveau d’énergie £,

est le nombre g, de sous-niveaux contenus dans ce niveau d’énergie.

G4
€ G3

G2
Gl

"1 Conclusion :Il arrive souvent qu’un niveau d’énergie €, soit composé de g,

sous niveaux d’énergie confondus. Cette dégénérescence confere aux divers
niveaux d’énergie des poids statistiques g, différents.
Par exemple, pour un atome, lorsqu’a un méme niveau d’énergie
correspondent plusieurs orbitales atomiques, ce niveau d’énergie est dit
dégénéré.La dégénérescence peut alors étre levée grace a un champ
magnétique.

1.4. Etat microscopique :

"l Définition : La donnée des g, nombres de particules par sous-niveau

d’énergie, pour chacun des k niveaux d’énergie € définit un état

microscopique.
"1 La détermination d’un état microscopique est impossible expérimentalement.

11 Exemple : les complexions suivantes constituent un seul et méme état
microscopique :
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A G3
Niveau £, G2
D’énergie € ) Gl
dégénere B GO

4fois

I1. Relation entre entropie S et nombre de complexions W :

Lorsqu’un gaz est a I’équilibre, nous avons a la fois :

— En thermodynamique générale 1’entropie S est maximale

— En thermodynamique statistique le nombre de complexions W est maximal

Le physicien autrichien Ludwig Boltzmann (1844 -1906) a donc supposé qu’il existait une
fonction f croissante, telle que S = f(W). Ainsi, quand W est maximal, S est aussi maximale.

Systéme global
Sys.1 5ys.2

Nous pouvons déterminer cette fonction en considérant un systeme isolé, a I’équilibre, et
constitué de deux sous-systémes isolés :
L’entropie du systéme global est S = S1 + S2.
Le nombre de complexions du systéme 1 est W1, celui du systéme 2 est W2. A chaque
complexion du systéme 1 correspond une complexion du systéme 2. Le systéme global a donc
W = WI1W2 complexions possibles.
Par conséquent la fonction f est un logarithme, car sous cette hypothese nous avons
S, =logaW1
Et S,=logaW2,
et les entropies des sous-systemes s’additionnent alors que leurs nombres de
complexions se multiplient :

S1+ S2 =logaW1 + logaW2
S =log,(W1W2)
=log,(W)

La base a du logarithme étant inconnue, on écrit

logaW =In(W)/In a
= kg In(W)

ou la valeur de la constante de Boltzmann kj est déterminée expérimentalement:
ks = 1.381.10 )K"
La formule de Boltzmann s’écrit :

S = kg In(W)

Ainsi, lorsqu’un gaz tend vers son état d’équilibre, W tend vers sa valeur maximale WY, et
I’entropie augmente.
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II1. Expression : Energie interne, Entropie, Energie libre

3.1. Expression de I’énergie interne :
L’¢énergie interne U peut s’exprimer a 1’aide de la fonction de partition Z.
A I’équilibre thermodynamique

U=y sin?

La formule de la fonction de partition Z

k —ai/KT
Z(TV)- 3 ge
i=1

On dérive la fonction de partition par rapport a la température T, a volume V constant

37 3 —si/KT
(a_r)” =X 9, —=€

Donc

Z \oT
. 2( dlnZ
—NKT (—aT )v

Uﬂ( AN

Exprimons maintenant 1’énergie interne de translation U
Z=%(2anT) 02

Ln(Z) =1n% + = In(2mmKT)
amz\. _ 3
( oT )v =T
D’ou

U=%NKT

3.2. D’entropie en statistique classique de Maxwell-Boltzmann

On utilise la formule de Boltzmann
S =k InWM.B.

L’équation donne I’expression de WM.B.

kM
S=klnN!H%)

i=1 !
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K ™
K|tV + ¥, ln(i— ﬂ
i=1 ¢

En utilisant I’approximation de Stirling pour ni > 1 :

k
S =K|NInN — N+Z(nlng—nlnn +n)

=K

NinN + Z nln—]

L . 0
Nous cherchons I’entropie a 1’équilibre thermodynamique, donc avec n =n . Ense servant

de I’équation :
0 N —Si/KT

par conséquent :

k
S= KNlnN+Zn(ln—+ ]
i=1

=K|NInN + NlnT-i—W
S=KN In(Z) +

3.3. Energie libre et grand potentiel :
F=U=FkT / glz)In(1 —e ) de = i / g2 In(1—e ") de
S 0

72 hd CS 0
En intégrant par parties en trouve F' = ¥ = —3 et on en déduit :
L E deo EF-F 4F Gy l6a _,
=——;—1_;—'T‘_l T .5= ————;—ﬁ?ﬁ3
P=7y 73w 73" °© T 3T 3 3¢

La distribution de Planck permet également de calculer la densité de photons :
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ehw/kT _ |

o) s s x> 24, 1.3 73
v o(e)ds _ 1 Py VET
Jo m2cd fo  efwik ¢

Ce qui donne :

E=2T012NkT  pV =0.9004 NkT  Cy = 10,8048 Nk S =3.6016Nk

Une mise en garde au sujet de ces dernieres relations. Elles sont données dans le seul but de
comparer le gaz de photons a un gaz de particules non relativistes.

Le nombre N de photons étant fonction de la température (loi en T3), il ne faut surtout pas
déduire de E =2, 7012NkT que E suit une loi linéaire en T. D’ailleurs, CV n’est pas égal a 2,
7012Nk.

IV. Statistique de Maxwell-Boltzmann corrigée.

On reprend le raisonnement de la statistique classique de Maxwell-

Boltzmann du paragraphe, mais avec des particules indiscernables.

a) Quel est le nombre de fagons de disposer n, particules indiscernables sur un niveau

d’énergie £, dégénéré 9, fois ?
n
Par rapport au résultat obtenu lorsque les particules sont discernables gll,toutes les

ermutations de particules sur le niveau d’énergie € sont des configurations identiques, puis
1

quelles particules sont maintenant indiscernables.

n
1

r ‘gl
La réponse est donc —-
!

Nous verrons dans I’exemple suivant, que ce raisonnement n’est pas tout a fait exact, et n’est
valable que lorsque g 1>> n,.

b) Quel est le nombre de facons de disposer n, particules indiscernables sur un niveau
d’énergie £, dégénéré g, fois ?

n
2

9,

n.!
2

¢) Quel est le nombre de fagons de disposer n, particules indiscernables sur le niveau

C’est :

d’énergie £ dégénéré 9, fois, et n, particules sur le niveau d’énergie £, dégénéré g, fois ?

n n
1 2

g g
Cest: — X —

Tll. le.
d) Quel est le nombre de fagons de disposer N particules indiscernables sur k niveaux
d’énergie dégénérés ?

kom
9,
WM.B.C. =]] T
i=1 ¢

En effet, il n’est plus question ici de permuter les particules
du niveau d’énergie € | avec celles du niveau d’énergie € ) puisqu’elles sont indiscernables.
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