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Profesor: Rafael Nufiez Nogales

I Generalitat de Catalunya
W Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Matematicas
Serie 2
Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué quiere
hacer y por qué.

Cada cuestioén vale 2,5 puntos.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacion.

Puede utilizar las paginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o para
acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este dltimo caso, debe indicarlo
claramente al final de la pagina de la cuestion correspondiente.

1.SeanA =(2132),B=(2 — 1 — 32)ylamatrizidentidad de ordendos! = (1001)
a) Compruebe que (A - 2D)? =3l [0,5 puntos]
b) Utilizando la igualdad del apartado anterior; encuentre la matriz inversa de la matriz A en funcién de
las matrices A e I, y compruebe que coincide con la matriz B. [1,25 puntos]
c) Calcule la matriz X que satisface la igualdad AX = B. [0,75 puntos]
Resolucién
a)A—-—21=(2132)-2(1001)=(0130) ;
A4 — 21)2= (0130)(0130)=(3003)=3(1001)=3I

b) Observa que A° — 4Al + 4] = 3I=] =— A* + 4AISA(— A + 4D =1y (— A + 4DA = |

Por tanto, A tiene inversa y es

Al=— A+4=4-A=401001)-(2132)=(Q2 —1 —32)=8

¢) Multiplicando por A" = B, por laizquierda, A_'AX = IX =X =A 'B=BB =B’

Esdecin X =B =2 -1 —32)2 -1 -32)=(7 —1 —127)

2. Considere la funcién f(x) = %

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcioén f en el punto de abscisa x = 2
[0,75 puntos]
Resolucién

f'(x)= % . La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcidn f en un punto A(x,, f(xp))
X

esrtg:y = f'(x9) (x - Xo) + f(X). En este caso, xy = 2
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— 4—x

fr)=F@="=—— flx)=f@=—irtgy =——(x = D+ ——=rtg:y = —

b) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa x =k,
donde k es un nimero real positivo. [0,75 puntos]
Resolucién

f(x) = % s f(x) = % . La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un
X

punto A(x, f(xg)) esrtg:y = f'(xo) (x - Xo) + f(Xg)- En este caso, xo = k

fx,) = F ) =

2k —x
k2

klz f(xo) = f(k)=——; rtg:y = ;21 (x — k) +——=rtg:y =

c) Compruebe que, tal y como puede verse en la figura de abajo, la recta del apartado b) determina un
triangulo de area constante con los semiejes positivos de coordenadas. Calcule esta area.

f@) = -

S~
Resolucién

Hallemos los puntos de corte de la recta tangente y = Zkkz — con los ejes:

0 = Zkkz" =>x = 2k y parax=0,y = Zkk;() =y = % Los puntos de corte son (2k, 0) y (0, %)
2k . 2=
El 4rea del tridngulo es A = base'zaltum =—"—=2 W

3. Considere el sistema de ecuaciones lineales{2x + y =14+ zmy + z=2 —xmz+ 3 =3x + vy,
donde m es un numero real.
a) Discute el sistema segtin los valores del parametro m. [1,25 puntos]
Resolucién
{2x+y—-—z=1x+ my + z = 23x + y — mz = 3 ; matrices de coeficientes y ampliada:

A=21 -11m131 —m),A =21 —111m1231 — m3)
detA=-2m*+3-1+3m-24+m=-2m*+4m=-2m(m-2)=0= m=0,m=2

-Sim#0,m#2,detA#0 y rg A= 3 =rgA* = n?de incognitas. Luego, por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucion tnica.
-Sim=0,detA=0,A=(21 —1101310);comoelmenor|2110|=— 1#0, rgA=2

A=(21-1110123103) 2+ f1 (21 —1131033103) f3=f2(21 —113103)

Como |2131|=— 1#0, rg A* = 2. Luego, rg A = 2 = rg A* < n? de incognitas. Por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

-Sim=2,

A=021-11121231 -23) f1+f2f3—-2f1(21 —-113303 —1 —-101) f2+ 3f3 (21

La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = 6, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible
b) Resuelve el sistema, si tiene solucion, para el caso m = 1. [1,25 puntos]
Resolucién
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Sim = 1, sabemos por el a) que el sistema tiene solucién Unica. La matriz de coeficientes o del sistema es

A*=(21 — 11111231 —13) f2+f1f3—-f1(21 —-1132031002), que corresponde
alsistema{2x + y —z=13x + 2y = 3x = 2

3
2

Luego, 3.2+ 2y =3,y = sz =2.2 + -1, z =%.La solucién es

3
x=2,y= , Z =

4. Considere la funcion f(x) definida por f(x) =— 3x + e~

a) Justifique que f(x) = 2 tiene una solucion en el intervalo (-1, 0). [1,25 puntos]
Resolucién
Vamos a usar el teorema de Bolzano, que dice: Si f(x) es continua en [a, b], y cambia de signo en los

extremos de dicho intervalo entonces existe por lo menos un c € [a, b], tal que f(c) = 0.

La funcién g(x) = f(x) — 2 =— 3x + e T - 2, es continua en R en particular el intervalo [-1, 0].

o1

01y L s g(()):— 3_0-}—62'0_ - 2=—1<0.

g(=1)==3(-1) +e

Por Bolzano,3 c€ (-1,0) talque 0 = g(c) = f(c) — 2= f(c) = 2 = ces solucion de la ecuacion.

3
b) Sea la funcién h(x) =— 3x° + e "' . Calcule el 4rea de la region comprendida entre las graficas
de las funciones f(x) y h(x). [1,25 puntos]
Resolucién
3
Hallemos las abscisas de los puntos de corte de las graficas: {y =— 3x + e ! y =— 3x° + e 7]

3 3

T

:O=3x2—3x=3x(x—1);x=0,x=1

1

JIf () = h(x)] dx

0

1
2
{(336 — 3x) dx

Area que piden: 4 =

C ./ . 3 3% 22" — 32"
Una primitiva de la funcion del integrando es p(x) = x° — — >
21°-31° 20°-30° 2 2

Por la regla de Barrow, 4 = |p(1) — p(0)| = | 5 >

5.Seanr; yr, las rectas definidas porri: x-1=y=-z y porr,: X =y = z, respectivamente.
a) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta que corta perpendicularmente las rectas ry y r5.
[1,75 puntos]
Resolucién

rix—1l=ys= —,A(1,0,0) €ry y un vector director de r; es d =11 -1

B(0,0,0) €r, y un vector director de r, es d2 =(1,1,1)
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— - -

Comodet(d1 , d2 , B )= |11 — 1111100 |= 2+#0, los vectores d1’ d2 y B_:4 sonli.yrysse

cruzan.
Sir es larecta que pide, un vector director es

- - -5 -5

d=d xd =|ijk11l -1111|=@ -2, 0//1 - 1,0
Un punto genérico der; es P(1 + a,a,-a) yder;, es Q(b, b, b), Q_i’ =(1+a-b,a—b —a-D>b)

: e . 1 -1 0
SiPyQsonlospuntosderentonces, d // QP = —5 =5 = a3

Resolvemos,{—a—-b=0a—-b=—1—-a+b=>{a+b=0—2a+2b=1

>{2a+2b=0-2a+2b=1=4b=1b=—,a=—1

4 4
= 1 1 -1 1 -1 1 1 -1
0P =(1+=- -~ -7)=( 59
Como Q(%, %, %) €ry d = (1, — 1, 0) esun vector director de r entonces
ri{x=—7+k =%— kz=—
b) Calcule la distancia entre r; y r,. [0,75 puntos]
. . o Aan 1 -1 ! 1 A2
Resolucién dist (1"1, T‘Z) = | QP |— |(T’ — 0)| = Tl(l’ -1, O)I = T\/E = u=0,71 u

6. Queremos construir una pieza metalica que tenga por seccién un trapecio isdsceles con la base
superior tres veces mas larga que la base inferior. Los otros lados del trapecio miden 10 mm, tal y como
se puede observar en la siguiente figura:

3x

10 mm 10 mm

X

a) Exprese la altura del trapecio en funcién de la longitud x de la base inferior. [0,5 puntos]
b) Calcule la longitud de la base inferior del trapecio de forma que el area de la pieza sea maxima
y encuentre el valor de esa area maxima. [2 puntos]

Resolucién
3x

10 mm

a) Por el teorema de Pitagoras, la altura del trapecioes y = \/102 —x = \/100 —x , con0 < x <10

[ 2
b) El area de la pieza es el area del trapecio A(x) = Gxt ) > 100x  _ 2y V100 — X
2

A ()= 2100 — x° + 2x—=2—=2+/100 — x* —
2+/100 — x°
_4_
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Six <4/50,A'(x) >0, A(x) crecientey six >+/50, A"(x) < 0, A(x) decreciente

Por tanto, el area es maxima cuando la base inferior de la pieza mide x = /50 =7,07 mm



