PAU — MATEMATICAS Il - NAVARRA — JUNIO 2023
EXAMEN ORDINARIO RESUELTO Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad u n a
Curso: 2022-2023

- A U dad Publica de N
Asignatura: MATEMATICAS II Nefartoako Unibertstate Pubikoa

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1.- Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

{x—y—z=02x+(2a—1)y+(ﬁ—2)z=2 —ax+ay+2azz=\/?
Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)
Resolucién

Matrices de coeficientes y ampliada: A = (1 -1 —-122a - 12 - 2 — aa2a2) ,
A=(1-1-1022a-12-22 - aa2a"2)
detdetA=4a372u2+(\/772)a72u72a2+a7(\/772)a+4u2=4a37a=

= a(4a2—1)=a(2a+ DQRa—-1)=0=a=0 éa=% éa=%

- Si a#0, a¢%, a;t%, detA# 0yrgA =3 =rgA* =n?de incégnitas. Luego, por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.
Resolvamoslo por Gauss:

A=(1-1-1022a-12-22 —aa2a’\2) f2-2f1f3+afl (1 -1 —1002a+ 12 :

que corresponde al sistema{x — y — z = 0(2a + 1)y + \/272 =2 (2a2 —a)z = \/27 ; despejando,
2

z=— . Sustituyendo,
2a —a
\2 - 4d’—2a-2 2(a-D2a+1) 1
_ _ 2 —a _ a — 2a — _ a— a+ —_a-°
(2a + 1)y +ﬁ2a2_a = 2>y = 2041~ g —aq@a+1) | 2@a-DRa+1) =Y = a1
_ _ a-—1 ﬁ _ az—a+\/27
Luego,x =y + z = —— aa—-1) aa-1)

—Sia=0,A* = (1 -1 -102 — 142 — 22000\/i).La3§filacorrespondealaecuaci()n0 =\/?,
que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible

—Sia=%,
A*=(1 —1 -1020+2 —22%%%@) f2-2f1f3+—f1(1 -1 -10022200042

. La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = ﬁ, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.
-Sia = %,
* 1 -1 1
A=(1-1-102-2 2—22777ﬁ) 2f3(1 -1 -102 — 22 -221 —112+2
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f3=+2f2 (1 -1 -1000422) , que corresponde al sistema{x — y — z = O\/EZ =3;z= T‘z
x=y+z=y+ T‘;’ Llamando y =k, las infinitas soluciones del sistema son

= 3 v = -3
{x—k+ﬁ y=kz v ,conk € R.

P2.- Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz AB es maximo, siendo
A=(00 -101t—-—11¢t1) yv B=(t+11t0t —2t+1t+1t+1 —-t—-1) (25
puntos)
Resolucién
Como Ay B son cuadradas de orden 3, entonces AB también lo es. Luego, rg(AB) como maximo es 3

rg(AB) =3 & 0 # det(AB)
det(AB) = det(A) det(B) =1.
det(t + 11t0t —2t+1t+1t+1 —t—1) f3—f1 =det(t+11t0t —2t+10t — 2t — 1

f3—f2 =det(t+11t0¢t —2t+100 —2)=—2t(t+ 1)=0t =0 6 t =—1

Luego, el rango de AB es maximo (osea3) cuandot#0 y t# -1

P3.- Calcula la ecuacion continua de la recta perpendicular ar y s que corta a ambas, siendo
r{x—y—-z+2=0x-3y+3z—-8=0 y s x;Z = y_+45 = Z__ZO (2,5 puntos)

Resolucién
Como la recta r estd dada como interseccion de dos planos, su vector director se puede obtener como el
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la definen:

- 5 -

d_; =1, -1 —Dx(, —=33)=]ijkl-1-11-33|=(-6 -4 -2)// (3 2 1)

Hallemos un puntoder: Paraz=0,{x — y + 2 = 0x — 3y — 8 = 0 ;resolviendo,y =-5,x =-7.
Luego, A(-7,-5,0) €.

B(2,-5,0) €s yun vector director de s es d: =3, —4 —-2)// (=3, 4 2);

si{x =2 —-3ky =—5+ 4kz = 2k

Como det( d_;,d_;,A_i? ) =321 —342900]|= 0,los vectores d_; , d_; y A_é son linealmente
dependientes.

Luego, r y s son secantes, pues dr y ds son no paralelos. Hallemos el punto de corte resolviendo el
sistema formado por las ecuaciones de las rectas:

Sustituyendo en la ecuacion der,

{2—-3k+5—-—4k —2k+2=0-2k=12 -3k —-3(—5+4k)+32k)—8=0-k =1 ;
{x=2-31y=—54+41z=2.1

Por tanto, r y s se cortan en el punto P(-1, -1, 2)

La recta t que se pide pasa por P(-1, -1, 2) y tiene vector director
—2_
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d =d xd =|ij k321 -342|=(0, —918) // (0, -1, 2).Luego,
£ x+1 _ y+1 _ z—-2
) o - -1 = 2
Lx—1  y=2 _ z+4
P4.-Sean P(1,5,-1) ylarectar: =TT =,

a) Calcula el punto Q € r tal que la distancia de P a Q sea minima. (1,25 puntos)

Resolucién
P(1,5,-1) ¢ r porque no cumple su ecuacion: ! = L2 n Zap _12+ 2
P
: r

—

El punto Q de r que buscamos es de la forma Q(1 + 2k, 2 + k, -4 + 2k). Como d_; 1 P_é = d_; . PQ = 0.

(2,1,2).(2k,-3+Kk,-34+2k)=0=>4k-3+k-64+4k=0=>9k-9=0=>k=1
Sustituyendo, el punto buscadoes Q(1 + 2.1,2+1,-4 + 2.1) = Q(3, 3,-2)

b) Halla los puntos Q; y Q, pertenecientes ar tales que d(P, Q;) = d(P, Q;) =3 \/? (1,25 puntos)
Resolucién

Los puntos de r que se piden son de la forma Q,(1 + 2a, 2 + a, -4 + 2a)
32 =d(P,Q)=12a -3 +a —3+20)|= V2 + (@ - 3)2 + (2a — 3)°

Elevando al cuadrado, operando y simplificando, 18 = 9q° — 18a + 18=9a(a — 2)=0;a=006a=
2

Para a =0, obtenemos Q;(1 + 2.0,2+ 0,-4 + 2.0) = Q4(1, 2, -4)

Paraa =2, obtenemos Q,(1 + 2.2,2+ 2,-4 + 2.2) = Q,(5,4, 0)

P5.- Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) f ——dx. (1,25 puntos)

Resolucién
2 _ _ —1%3 _ 2—5 _ 2x=5 _ A B
X tx-2=0ex= x=lx==2= P x—2  (x-D@E+2)  x-1 T 332

Multiplicando los dos miembros por (x - 1)(x + 2), tenemos 2x-5=A(x+ 2) + B(x-1)

parax = 1, sustituyendo -3 =3A=>A=-1 ; parax=-2,sustituyendo -9=-3B=B=3

dex—f( . E— )dx=—lnln|x—1| +3Inin|x +2| +k

x+x—2 x—1 x+2

b) [ xIninxdx (1,25 puntos)

Resolucién
.
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Usamos el método de integracidn por partes:

>
[u:lnlnx%dv:xdxv:%] ==

2 29{21nlnx—x2
2 2 2 t k= - 1 + k

2 2
x Inln x 1 x Inln x 1 x
— [xdx = —

[xIninxdx = >

P6.- Estudia la continuidad en R de la siguiente funcion:

flx)={ Jn—f%, six < 1ln(xex+1) — 2x, six=>1
(2,5 puntos)
Resolucién

El dominio de f es todo R porque su expresion se puede calcular para cualquier valor de x.
Para x # 1, f es continua por ser el resultado de operar con funciones continuas.

f(x)= (“'11)_ I L= 8 Indeterminacion. Aplicamos la regla de L"Hopital:

—2mcoscos (1x) sen(mx)
-1

= [2m cos cos (mx) sen(mx)] = 0 .

Por la regla de L'Hopital, f(x) = 0

Por otra parte, f(x) = f(1)= In(1 e1+1) -21=0

Como f(x) = f(x) = f(1)= 0, fes continua en x = 1. Conclusioén: f es continua en R.

P7.- Se considera la funcién f(x) = (x + 1) sen(mx).
a) Demuestra que es continua en R. (0,5 puntos)
Resolucidn f es continua en R por ser el resultado de operar con funciones continuas en R.

b) Comprueba que existe un valor a € (0, 1) tal que f(a) = %. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)

utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)
Resolucién
Vamos a usar el teorema del valor intermedio de Bolzano, que dice: Si una funcién g es continua en [a, b]
y cambia de signo en los extremos de dicho intervalo entonces existe por lo menos un a € (a, b),
tal que g(a) = 0.

Aplicamos dicho teorema para g(x) = f(x) — % =(x + 1) sen(mx) — % en el intervalo
[a, b] =0, +]

Por ser f continua en R, g también lo es; en particular g es continua en el intervalo [0, —]
g(0)=(0 + 1)sen(n.0)—%=_73< 0 ; g(L)= (—+ 1)sen(n.%>—i=i> 0

Por el teorema del valor intermedio, existe por lo menos un O(E(O, %) [fijate también que a€(0, 1) ]

talque 0 = g(a) = f(a) — %. Despejando, f(a) = %, como queriamos probar.

P8.- Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
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fx)=2-2x* y g(x)=x"-x% (2,5 puntos)
Calcula el 4rea de la region del plano encerrada entre ambas graficas.
Resolucién
Puntos de corte entre las graficas:

2 —1+3 2

2
p=2-a'y=r-d=s-n’=x -t —2=0a() +x'-2=0 ;X = x =1, x =— 2

Como x2 es no negativo, debe ser x2 = 1,dedondex=1 6 x=-1
x=1;y=2-21"=0Punto (1,0) ; x =— 1;y =2 — 2(— 1)2 = 0. Punto (-1, 0)

Comof(x)2-2x*=0ex=1,x=-1,f0)=2 y f(x)=-4x=0six = 0, y = 2, lagraficade fesuna
parabola concava de vértice (0, 2) que cortaalosejesen (-1,0)y (1,0)

gx)=x"-x*=x*x*-1)=02x=0,x=1,x=-1; g(0)=0

g’ (x) =4x* - 2x=2x(2x*-1)=0©x=0,x = =4+0,7;g"x)= 12x% -2

1
o
g”’(0) = 12.0°-2=-2<0 (maximo: x =0,y =0) ; g"(i f%): 12(i —) - 2=4>0

2

RS S
4 2

4
minimos: x = ——, y = |— _ L - 1 _ -1
' N2 ! 2 \2 4 2 4 ’
-1
V2

N———
N
I

1 1
Por simetria, el area que se pidees 4 = 2 [[2 — 2x" — (x4 — xz)] dx = [(— 2x" — 22" + 4) dx.
0 0
—2x° 2x° 60x — 6x° — 10x°
Una primitiva del integrando es p(x) = —/— — —5— + 4x = T
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5 3 5 3
Por la regla de Barrow, A = p(1) — p(0) = 60'1_6;5 —101 60'0_6;)5 —100 T: =2,93 u




