INTEGRAL DEFINIDA PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Concepto
Sea una funcién f : [a,b ] — R. La integral definida de f en el intervalo [a,b ] se representa por
[* rear
a .

- Sif(x) > 0 en el intervalo [a,b ] , entonces la integral definida es el &rea comprendida entre la grafica de f

jb F(x) de=4

y el eje X:
Y

- Si f(x) < 0 en el intervalo [a’b ] , entonces la integral definida es el &rea comprendida entre la grafica de f

jb f(x) de=—4

y el eje X pero con signo negativo:

- Si f(x) cambia de signo en el intervalo [a.5] , entonces la integral definida es la suma de las areas de los
recintos situados por encima y por debajo del eje X (positiva si la grafica esta por encima del eje Xy
negativa si esta por debajo):

[ reode=a- 4+ 4
a

)

En el siglo Il a.C el gran matematico Arquimedes obtuvo el drea de algunos recintos curvos (circulo,
segmento parabdlico...) mediante un método, que contenia la idea no precisada del paso al limite, cuyo
proceso fundamental se puede expresar asi:
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“para hallar un area desconocida es preciso aproximarla por exceso y por defecto, cada vez con mas
aproximacion, sumando areas conocidas de “infinitos” trozos de area practicamente nula”.

De forma similar, otro gran matematico como Kepler (siglo XVII), obtuvo la longitud de algunas curvas y
el volumen de cuerpos de revolucion.

Basandose en la idea esbozada por el gran Arquimedes, cada uno de estos problemas (areas curvilineas,
longitudes de curvas, volimenes,....) necesito un procedimiento especifico de resolucion.

El primer paso de unificacion del enfoque de estos problemas fué advertir que todos ellos podian
expresarse de la misma forma:

(1) “calculo del 4rea encerrada entre una cierta curva ¥ = f (x) y el eje X”

Gracias al genio de matematicos como Newton, Leibniz o Barrow (s.XVII) este problema (1) encontrd
solucidn en el calculo infinitesimal:

Flx)

“el area bajo una curva ¥ =/ (x) se obtiene a partir de una funcién cuya derivada es / (x) es decir,

F' es una primitiva de r(F'=f) z

Esta ultima relacion llamada Teorema fundamental del calculo Infinitesimal, esta considerado por
muchos cientificos como uno de los resultados mas importantes en toda la Historia de las Matematicas.

Hay, primordialmente, dos matematicos coetaneos intimamente ligados a los inicios del calculo
infinitesimal, el inglés Newton (1642-1727) y el aleman Leibniz (1646-1716), si bien, hubo otros
matematicos que de una u otra forma trabajaron en ello, como Kepler, Fermat (1601-1665),
Cavalieri (1598-1647), incluso Arquimedes (Ap. 288 a.C.- Ap. 213 a.C.), que utilizé un método para
el calculo de areas que se aproxima rudimentariamente al calculo integral.

Newton y Leibniz (Newton unos afios antes) sientan las bases del analisis infinitesimal aunque por
vias distintas, quedando fuera de toda sospecha que alguno se aprovechase de los hallazgos del
otro. Aunque en los inicios se comunicaban los progresos que hacia cada uno, llegaron a surgir
comentarios de matematicos ajenos a todo ello que, en ocasiones, calificaban la obra de Newton
como plagio de la de Leibniz; en otras ocasiones era a la inversa, y esto provocd la enemistad de
ambos.

Todo esto hizo que Newton, poco antes de morir y habiendo fallecido Leibniz unos afios antes,
ordenara suprimir un comentario de su obra «Principia» en el que se citaba a su otrora amigo
como autor de un procedimiento de calculo similar al suyo.

Leibniz es, ademas, el responsable de la actual simbologia del calculo infinitesimal, y no s6lo eso;

fue el primer matematico que utilizé el - para expresar una multiplicacién y : para denotar un
cociente, entre otras muchas mas aportaciones.

Propiedades de la integral definida
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b
Si f(x)>O,Vxe[a,b]:>.[f(x)dx>0
’ 2) |
1)If(x)dx=0 Si f(x)<0,Vxe[a,b]zIf(x)dx<0
a , para cualquier funcion f a

¥

[

MWHWHH

il II!H“
1 g

5) Si Vxe[a,b], f(x)Sg(x):jf(x)dxﬁjg(x)dx

a

6) Si a<c<b=> jf(x)dx+'lff(x)dx=j.f(x)dx

La definicion de integral de una funcién como el area de un determinado recinto, nos va a permitir

establecer unas propiedades de la integral muy intuitivas y razonables desde un punto de vista
geométrico.

I f(x)ax=0
a para cualquier funcién /

Esto es evidente pues el drea de ese recinto es nula.
()

f(x)>OVxe[a,b]3if(x)dx>O

f continua en [a,b] y S continua en [a,b] y

f(x)<OVxe[a,b]:j.f(x)dx<0
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La definicion de integral que hemos dado garantiza esos resultados

J(x)dx
Sila funcién / cambiase de signo en el intervalo [a,b] el valor de ¢ nos da la suma algebraica

de las areas de los recintos situados por encima y por debajo del eje X. Por ello para calcular el drea en
términos absolutos, hay que calcular el area de cada recinto y antes de sumarlas cambiar el signo de las

areas de los recintos situados por debajo del eje X.En el ejemplo de arriba vemos que la funcién /
determina tres recintos con el eje X, uno de area positiva entre c y d y dos de area negativa entreay cy
entre d y b respecivamente.

f(x)

a b c

Sji a<b<cy /" es una funcién continua en [ac]

j-f(x)dx+j.f(x)dx:j-f(x)dx

entonces:

El resultado es evidente desde

un punto de vista geométrico pues, la suma del drea del recinto entre a y b y el area del recinto entre by c
es igual al drea del recinto entre ay c.

f (a,b) lim /(x)=c
Si / esuna funcién continua en \%>?/ y existen y son finitos los limites laterales -’ y
a six=a
, filx)=<f(x) sia<x<b
lim 11x)=F B six=b [0.6]
xb” entonces la funcién definida por es continua en %1,

[ 1) e = [ £, (x)

Definimos: ¢ Graficamente el area del recinto

determinado por /" eslamisma que el area del recinto determinado por /i Observa las graficas:

/() hH(x)

igual
area
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a b c
La aplicacion de las propiedades (3 y 4) a funciones continuas a trozos con la condicion de que no tengan
ramas infinitas (es decir,funciones con un nimero finito de discontinuidades de salto finito) amplia la
definicion de integral a estas funciones.
Fijate en la funcion / dadaal lado, el valor del area del recinto encerrado por J conel eje X entre las

X=ayx=

abscisas € esigual a la suma del area del recinto encerrado por 7 entre =4 Y X=b(ayy

del area del recinto encerrado por / entre ¥ =0 X=¢(p),

limf&W=a [imflx)=5

Si f(x) tiene dos discontinuidades, una en X =5 yotraen X =C tal que b y o

definimos las funciones continuas /i y E

f(x)sia<x<b f2(x):{f(x)sib3x<c

fl(x)z{a six=>b B six=c

c

If(x) dxa'lff(x)dx+j.f(x) dxﬁjiﬁ(x) a’x+j[f2(x) dx

a

Propiedades de linealidad de la integral:
La integral se comporta respecto de la suma de funciones y del producto de una constante por una
funcion igual que la derivada:

[+ gXe)de= [ 7(x)de+ [ gla) e
6. a a a

Qe >

b
e f)x) dx :c.jf(x)dx ceR
7. a
Otra propiedad geométricamente evidente es la siguiente:

si Vxela,b] flx)<g(x)= if(x) dx < j‘g(x) dx
8. a a

Actividades
Dada la funcién g: R — R, definida por g(x) = 2x + |x* — 1]. (a) Esboza la grafica de g. (b) Calcula

I gt ax

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk sk sk ok sk sk ok ke sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skok sk sk sk

F(x)= JZ 1) dt

Consideremos
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(a) Si f fuese la funcién cuya grafica aparece en el dibujo, indica si son verdaderas o falsas las siguientes
y

(VAN /X
afirmaciones, razonando la respuesta:

1
f= T
i)F(a) =0 ii) FF(a) =0 iii) F es creciente en (0, a) (b) Calcula F(1) siendo t+1

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok >k sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk k sk sk ok

g,si—2<x$—l
f@=1"
i _ﬂ, si—1<x<0
Seaf: (—2,0) —» R lafuncidn definida mediante
1
f(x) dx
(a) Determina a y 3 sabiendo que f es derivable. (b) Calcula * 2

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skosk sk ok sk

In(x), si 0<x<1

In(2-x), si 1<x<2

S(x)= {
Sea f: (0, 2) = R la funcién definida por

(a) Estudia la derivabilidad de f en el punto x = 1. SoL: No es derivable (aunque si es continua)
3
| % f(x) dx
1
(b) Calcula /2 Sol:In2 -1

Sk >k 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok 3k ok ok ok ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok Sk ok K 3k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok Sk ok ok ok sk Sk K ok ok 3k sk ok ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk k

1+mx, si x<0
ro=
Sea f: R — R la funcién definida por €, stxz
(a) Determina el valor de m sabiendo que f es derivable. Sol: m=-1 (b) Haz un esbozo de la grafica

def.

1

5¢e — 2
1 S(x)dx  sol:

(c) Calcula . 2e
Skesk sk sk ok sk sk ok ok 3k sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeske sk sk skesk sk sk sksk sk sk

\/a, st 0<x<8

J)=1,2-32
, SI x>8
Se sabe que la funcién f: [0, c0) — R definida por x—4 es continua en [0, o).

10 206
Sol: 2-8 IO S (x) dx Sol: <2 +16In(2) — 16In(3)
(a) Halla el valor de a. 29 2= (b) Calcula 3

Sk >k >k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok ok Sk ok 3k ok ok ok >k ok Sk ok >k ok Sk ok K 3k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok Sk sk ok sk Sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk k sk sk k

Teorema del valor medio del calculo integral

a,b] ce (a,b)

9. Sea f una funcién continua en [ entonces existe un

[ /() de = £(c) (b -a)
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igual
area

b a b-a

Geométricamente significa que el area del recinto encerrada por la funcién fy el eje X entre x=a y x=b
tiene un valor igual al area del rectangulo de base (b-a) y altura f(c).
Demostracion.-
Aplicamos Weierstrass: /" continua en [a,b ] alcanza el valor maximo y minimo en dicho intervalo, es
decir, Vx € [a,b]:> m < f(x)s M

Imdx<jf dx<jde
Por la propledad (8) anterior tenemos: ¢«

divi dim os b
m.(b—a)SIf(x)deM.(b—a) por (=) 5 < ! If(x)deM
g (b-a);
L
k=——|flx)dx
Aplicamos Darboux: / continua en [a,b ] (b-a); ,(m <k <M)
b
ce(a b)talque f J. dx:jfx)dx:f(c).(b—a)
Existe un a

Teorema fundamental del cilculo integral, regla de Barrow

F(x)=[f(t)ar
, se llama funcién area a la funciéon £ : la.6] R, a
f(t)

Dada una funcién f continua en [a,b ]

Geométricamente, si f(t) > 0 en [a,x] F(x) es el drea comprendida entre la grafica de fy el eje X en el
intervalo [a, X]

El teorema fundamental del calculo integral dice que F(x) es derivable y su derivada es la funcién f:

F(x)=/(x)
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Si f(t) > 0, en [a, b], entonces F(x) es creciente en dicho intervalo

{Si f(t) < 0, en[a, b], entonces F(x) es decreciente en dicho intervalo
Por tanto,

Regla de Barrow

Si f es una funcién continua en [a,b] y F(x) es cualquier primitiva de f entonces

f,[f(x) dx = [F(x)]l;= F(b)-F(a)

En la introduccidn al tema ya indicamos la estrecha relacidon que existe entre la integracion (calculo del
area bajo una curva) y derivacién.

Vamos a establecer esa relacion con cierto rigor matematico.

Funcidn area.-

£(t)a
Dada una funcién / continua en [a,b] para cada nimero € € [a,b] podemos calcular « que
sabemos determina el area del recinto bajo la funcién J entre t=ayt=c,
Definimos una funcién ¥ que para cada punto variable * € [a,b] nos da el area bajo la funciéon /' entre

ayX esdecir:

F(x)=[f()ar

a

Cuanto mayor sea J mas rapidamente crece el area debajo de ella (F ) y por tanto mayor sera también
su derivada .

Cuando / sea negativa, el area bajo /" esun nimero negativo, por lo tanto £ decrece y su derivada
!
(F ) es negativa.

. e !
Vamos a precisar esta relacion tan estrecha entre f y F

Teorema Fundamental del calculo infinitesimal.-
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Si f es una funcion continua en [a,b ] entonces la funcion a ,definida en dicho

intervalo, es derivable y: F’(x) = f(x) Vxe [a,b]

Antes de dar la demostracion de este teorema vamos a interpretarlo.
= [ f(t)ar
La funcidn area a es una primitiva de la funcién f(x) , 0 sea, queda establecida la relacién

entre el calculo integral (drea bajo una curva) y la derivacion (la funcién area es una primitiva de / que
define la curva).
De ahi que al calculo de primitivas también se le llame calculo integral y que se utilice la notacién

If(x) dx para designar una primitiva de /) .

Demostracion.-
, , Flx+h)-F(x
P~ ")
Sabemos que: h—0 . Por otro lado sabemos que:
x+h x+h
Flx+h)- j f- j /= j f
Como / es continua en [, x + 4] segun el teorema valor medio C Integral(9) existe un ¢ € [, x4+ 4] tal

x+h

jf fle)x+h-x)= fc)h

que: Por tanto:
, , x+h)—F(x e ,
F'(x)=l{m il 2 llm( ff} lzm( (C)-hj=llmf(0)
h—0 h—0 h—0 h—0
limf(c)=1(x)
Como €€ [x,x+h] y J es continua en [x,x+ h] tendremos: /0

En consecuencia hemos demostrado que: F (x) - f(x)

El teorema fundamental nos abre las puertas del siguiente resultado:
Regla de Barrow.-

Si / esuna funcién continua en [a,b] y G(x) es una primitiva de

f

[ £ =6(b)-6(a)

Demostracion.-
= J fe)de ,
Sabemos que a es una primitiva de f(x) ,es decir, r (x) = f(x)

Por hipoétesis G(x) es una primitiva de f , es decir, G'(x) = f(x)
Sabemos que dos primitivas de una misma funcién difieren en una constante
F(x)-G(x)=k = F(x)=G(x)+k
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p por tanto: F(a) = G(a)+ k=0= G(a)+ k= G(a) =—k

F(x)=G(x)-G(a)

En consecuencia tenemos: sustituyendo * = b tenemos:

F(8)=G0)-6l0) | agoms F(b)= j f()de= j 1(t)dt = G(b)- G(a)

Este resultado nos va a permitir calcular las areas de los recintos sin tener que recurrir a resolver un

limite ( habitualmente complicado), sin mas que calcular una primitiva G(x ) de la funcion dada / (x)

(como ya sabemos) y valorarla en los extremos del intervalo que encierra el area.
Sk ok sk sk ok ok Sk ok ok ok ok ke ok sk ke ke sk sk sk sk sk ok

Actividades

cos 2xdx

—— O

Calcular la integral definida: ©
Sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skesk sk skesk sk sk sk sk sk k

Calcular:

dx

IZ X:+'1
"X+ x’—6x

3k >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok 3k >k ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok Sk >k ok ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok Sk sk ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok sk sk sk ok

() :j " [In(e—1)-2]-dt
Hallar los extremos de la funcién 2

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skok

1) sen’x si x>0
x)= m
—2x-27 si x<0 I_lf(x)-dx

Dada la funcién . Calcular
Sk sk ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

a)

b) jf cos3x dx

Calcular las integrales siguientes: I+sen”3x

Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skokskok

., F(x)=[X(1+cos?t) dt
Dada Ia funcién: ' i ) Calcula F' (x).
Skesk sk skook sk sk sk ok 3k sk sk sk 3k sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk skeske sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk

Dada la funcién F(x)= j sen’tdt. Obténlos posibles puntos extremos de esta

funcién en [0, 211].
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Skkeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ki skosk sk sk sk sk sk sk sk sk ks skok skok

Halla razonadamente la derivada de la funcién F(x):

F(x)= J:cn “arcsen/zdt

Skskskskesk sk skok sk sk skok sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skokesk sk skskok sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk skosk sk sk skoskskesk sk ko sk sk skosk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk k

1 1

[ <=

Si 7 2 yf(x)=0 paratodoxe [0,1] .; Se cumplira que f(x)< 2 paratodox,x € [0,1]?.

(Razona la respuesta, si es falso pon un ejemplo que lo pruebe) .
Sk sk ok sk sk sk >k ok ok ok sk ok sk Sk ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ks sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

¢;Cudl de las siguientes igualdades es correcta? a) b)

c) Ninguna de las anteriores es correcta.
Sk sk sk sk ok sk sk ok ke sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk ok ok sk ok dk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

(En qué caso se cumplird la siguiente igualdad ?
a)Sia>b>c b)Sia<c<b c)Sia<b>c

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok Sk >k ok ok ok >k >k ok ok Sk >k ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk k ke sk sk k

¢Cudl es el resultado de la integral ?

a) b) 0 C)

koK skook sk ok sk ok sk sk sk sk sk skok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk ki sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ki skosk sk sk sk sk sk sk sk sk ks skokskok

Calcula: jg(Gx -x? ydx —jgxdx

Sk >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok koke sk sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok sk sk sk ok

Caleular: Iiz (xz—x) dx Ij] (x2—4)dx _[02 (3 —x3) dx .[j x? dx

Sk sk ok sk ok sk sk ok ok ok ok ok ke ok sk ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skok sk ok

IR

J‘Bl x3dx=20,j_3|x2dx ,Ijl xdx = 4 ,J‘:N Senxdxzé

Sabiendo que

/2
, IO cosx dx =1

calcular- _[_2] (—5) dx J‘;l 8w dw J-—31 (_x3+2x — 2) dx Ijl (—x)3 dx

3 /4  dx . 3 ©/3 sen26
L t(t—1)(t+2)dt f,,/4 p— L x3dx+j1 x? dx IO “wosg

/4 z/3 1/2 1/2

j senx dx + I senx dx .[ 2x dx — I 2x dx
0 /4 -1 3

3K sk ok sk ok sk sk Sk sk ok sk ok sk ok sk sk ke sk Sk sk ok sk ok sk sk sk sk ke sk ke sk ke sk ok sk ok sk sk sk sk ke sk Sk sk ok sk ok sk sk ke sk ke sk ke sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

Hallar un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral definida dada

d.
'fz (x3+4x) dx I; x—fl .[_22 (x2+x+1)dx J.ﬂ/z/4 cos’x dx

-1 -

J‘zxz_—ldx
0 x7+ 1

Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk sksk sksk sk skosk sk sk sk sksk sksk sksk skk skok
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Usar el teorema fundamental del calculo para evaluar la integral definida dada
2 -1 3

5 dz

[ x(x-2)(xv2)dx [ (x7-dxss)dr [ 0 —g

‘j- t2 drt

o g2t +1

lf y+1 PR 1)2 a 7 J cos O sen6 do
O \/y2+2y+3 A% jz (w+ ) w J:) cos sen

12 4 2y 4 3
I r+1 dr .[ (CSCttgt) ! I |2z—6|dz J‘y«/y+1dy
0

—4 _% 0

3 %J- 1 + cosx d 2

.f |x|+1 dx J (x—i—senx)2 x J- |Zz— 1|dz
-8 6 0

]O (2—\/?)2dx+1(2—\/?)2 ddx

Skk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk keosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ki skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skok

]. )j' 12¢72 dt | dx ]‘ ]senxdx a4 } 41 + 9 dt
Hallar: ' L ! 0 0 dx .,

x 2 gt x2
d 5 3% dx d dt
— 3t2—2t)dt D Iﬂ/t4+1dt D_f— _J'_
dx 0( ) * x4+ 1 dx § t?
Sksksk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ks sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
1 1 dt V3 tgT X

1/4 -

J (1 - 422) 2 dz .[-1 I dx

- o 5-2t+1t> Y0 1+ x’
Evaluar las integrales siguientes 7 °
Sksksk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk ks sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk >k

Calcule las siguientes integrales definidas e interprete el resultado:

3 x8
123x dx ﬁ X +2)dx j3 3x* —x+6)dx I — &
0 1 7g 1+ x
3k >k ok ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok sk 3k ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok Sk >k ok ok Sk sk ok ok ok sk ok ok ok ok >k ok ok Sk sk ok ok ok sk ok sk ok sk k sk sk sk ok

x+1
o 4 + e dx J-4 dv

-1 e” o 2y + 1

Evaluar la integral dada

Skkeskook sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk skkskok

Aplicando un cambio de variable adecuado, demuestra que si f(x) es una funcién impar (es decir f(-x) =

£00)) entonces: 17 D4 == f()ds

Skkeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skeosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skosk sk sk sk sk sksk sk sk sksk skokskok
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2
flry =

Considerar la funcion x” . Sepide:

a) Dar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, de concavidad y convexidad de la funcién. Razonar
si existen maximos, minimos y puntos de inflexion.

b) Razonar si existen asintotas y en caso de que existan, calcularlas.

c) Representar la grafica de la funcién.

J'4 1+ x> dx
d) Calcular “! X . Explicar qué representa este valor.
SOLUCION.
2
S x)=-= =
a) il Tenemos: X’ luego la funcion es creciente en (=,0) y

decreciente en (0,20) . No tiene puntos de maximo ni de minimo porque J'x)#0 vx

f"(x)=i4>o Vx =

x la funcién es concava. No tiene
puntos de inflexién porque / ®#0 ¥
b) @i x = 0 es una asintota vertical pues
i 1+ x?
lim =%
x>0 x

ili vy = 1 es una asintota horizontal pues

41+ x° 4(_2 ) x! !
-[1 5 dx:jl x " +1)dx= —1+x =

- 1

:{—§+xrz(—%+4J—(—l+l):%

Representa el area del recinto limitado por la grafica de la funcion, el eje de abscisas ylasrectasx =1 y x
=4.

3k 3k 5k sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
5
2
l:‘[Sx —2x+3dx
2

vamos a resolver esta area aplicando Barrow.

2 b

f(x)=3x>-2x+3

Como la funcién es continua en [2’5 ]
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— 2 _ _ 32
Una primitiva de /. G(x)—I?ax 2x+3dx=x"—x"+3x

Ga)=G(2)=10  G(b)=G(5)=115

5
1=j3x2 —2x+3dx=G(5)-G(2)=115-10=105 >
2

Observa que ese es geométricamente el valor del area del recinto encerrado por / y el eje X entre 2y 5.
Skskskskesk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk sksksk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk k

T

I = Isen tdt
0 Aplicamos de nuevo la regla de Barrow para resolver esta area.

f(x)=sen(x)

0 T

Una primitiva de f(x)=sen x

Gl(x)= Isen X dx=-cos x

es:

G(n) =~cos(r)=~(~1)=1, G(0) = ~cos(0) = -1
I:].sentdtzG(n)—G(O):l+1=2

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok sk ok sk sk sk sk ok ok sk ke sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk sksk sk ok

1
1
I = dx
'(';1+x2

Aplicamos finalmente la regla de Barrow para resolver esta area.

f(x)

1
L J(xX)=—3
Primitiva de 1+x
1
Glx)= dx = arctg(x
(¥)=[ g(x)

G(l) = arctg(1) = 0.7854 . G(0) =arctg(0)=0

1
1=j1 ! ~ dx = G(1) - G(0) ~ 0.7854
0 +Xx

Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skok
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e six<0

f(x)= x2+a si0<x<3

x+5 .
six>3

Sea la funcion x-3 con a un parametro real. Se pide:

a) Determinar, razonadamente, el valor del parametro a para que f(x) sea continua en x = 0.
b) ;Para qué valores del parametro a es continua f(x) en x = 3? Razonar la respuesta.

' f(x)dx
c) Determina el valor del parametro a para que *°

SOLUCION.
lim f(x) = 1(0) .
a) Para que la funcidn sea continua en x = 0 debe ser 0 . Para verificar esta condicidn debe
cumplirse:
) 3/(0)=a
i Hiiﬂ)f(x) = lzm f(x)= lzm f(x) lzm e’ —){zﬂ)(x +a) & l=a

lim f(x) = f(0)

iii) Para a =1 se verifica: 0
es decir, para que la funcion sea continua en x = 0 debe ser a = 1.

lim f(x)=f (3)

b) Debe ocurrir que 3
i) 3/3)=9+a

Elllmf(x) = lzm f(x)= llm fx) < Zlm(x +a)—llm S 9+a=0 =
ii) ¥>3 x—3 no existe valor de a

Alim f(x)
parael que 3 y por tanto, la funcién no es continua en x = 3 (a la derecha de x = 3 la funcion

tiene una asintota vertical)

3
3
fo f(x)dx=]] (x2+a)dx={%+ax} =9+3a=15 = a=2
0

c)

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skok

jxdx{ﬁi :@—%:32—&24

) 2 2
21 ° 5 ° 5P
oy = Ix3 |3
jfdx j dx=| 3—| =] -|2¢| —29%-2(-2)%-
31, L3l

= g(’l 4.62)- g(—3.1 748) = 2(1 4.62)+ 2(3.1 748)=10.7
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i(x—s)zdxzi(u)wuzﬁo =0—%=1 ; [xg T

— 3 3
3 5 -3 dr= [ —6x+ 9kt =| 357 4 9x | =
u=x-3 2 2 2
3 3
%:]:Mlu:dx {%—3(3)%9(3)}{%—3(2)2+9(2)}=
cuando x=2=>u=2-3=-1 8

8 9 8 1
cuando x=3=>u=3-3=10 _9_27+27_§+12_18—3_§_§_§_§

Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ke Sk ok Sk ke ok Sk Sk Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
In(x) 3
f(x)=~x + S (x) dx

Considera la funcién f dada por X  parax> 0. Halla *!
Sk sk sk stk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Sea funa funcion continua en el intervalo [2, 3] y F una primitiva de ftal que F(2) =1 y F(3) =2,
Calcula:

[0 rea [ 6re@-1d [ [FOF @) dx
() °2 (b) °2 © 2

Sk >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok kok sk sk sk ok ok sk sk ke ok ok sk ke sk sk sk ok

" sen(\/;) dx

Calcula las siguientes integrales definidas: a) ~° (Sugerencia: Haz el cambio t=+x )
T 2
I ()A )26 dx I 1 2 - dx
b) cos”(x) (Sugerencia: integrar por partes) )"0 2x"-2x-4

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ke ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk ok

Se sabe que la funcion f: R —» R definida por f(x) = ax® + bx + c tiene maximo absoluto en el punto de

3 32
S (x) dx=—
abscisa x = 1, que su grafica pasa por el punto (1, 4) y que ! 2  Hallaa,b yC.

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk ke sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skk sk ok

Calcula los valores de a y b sabiendo que la funcién f: (0, 1) - R definida por f(x)= ax® + b In(x), tiene un

Y f() de=27-8 In(4)

extremo relativo en x = 1y que
Sk sk ok 3k ok ok >k ok ok ok ok ok sk Sk ok ok sk ok sk ok sk Sk ok sk ok sk ok sk ok sk Sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

a X

dx =1

Calcula el valor de a > 0 para el que se verifica ~© 2+ x?

Skokeskook sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skok skosk sk sk sk sksk sk sk ks skok skok

i xzsen(x) dx .[1 In(4 — x) dx J_l S
-1 2 (x*=x)(x-1)

Determina las siguientes integrales definidas: a) * ° b) C)
1 3% +1 4 e
—dx dx
2 2 . . . =/
d) '[0 X —x=2 e) I+ \/e_x (Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable l= \/e_ )
Sol: a) 2+ 4 b)5IN5-3I3-6 o 'l+mm3-—In4 d2-3m2 e 2e2—2e+2Inlte
6 2 3 1+e?

Sk ok 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok 3k ok 3k ok 3k >k >k ok ok ok >k ok Sk ok K 3k ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok Sk ok ok ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok k sk ok ok sk sk ok sk ok sk ok ske sk sk ok

1 X
1= ——dx
Sea IO I+Vvl-x  (3) Expresa la integral I aplicando el cambio de variable [=1-x

Sol.: a) IO(th—Zt)dt ) L
(b) Calcula el valor de I. ‘ 3
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Skkeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ki skosk sk sk sk sk sk sk sk sk ks skok skok

j ¢ f() dv=6
Sea f: R — Rla funcién dada por f(x) = ax? + b. Halla los valores de a y b sabiendo ° y que la
pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa 3 vale —12.
Sol.: a=-2 , b=25

Sk sk sk sk sk sk sk ok ks ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = ax’+ bx*+ cx + d. Se sabe que f tiene un maximo local en x = 1,
jl fx) dx =2

que el punto (0, 1) es un punto de inflexién de su graficay que “° 4 Calculaa, b, y d.

Sol.: a=—1 b=0 c¢=3 d=1

Skskskokesk sk skoke sk sk skosk ok sk skosk sk sk sk skoske sk sk skskesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skske sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skske sk sk skoskesk sk skosk sk sk sksk sk sk sk sksksk sk k

De la funcién f: R — R definida por f(x) = ae* — bx, donde a, b € R se sabe que su grafica tiene tangente
1

3
f(x) dx:e—z Sol.: a=p=26"3
horizontal enx = 0y que " ° . Halla los valores de ay b. 2e—1
Skskskskesk sk skoke sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skske sk sk skskesk sk skskok sk skosksk sk sk skskeske sk ks sk sk skosksk sk skoskskesk sk skosksk sk skosk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk
n 3 0
I/z x sen(2x) dx  Sol.: ™ je x* In(x) dx  Sol.: 2e°+1 I In(2+ x) dx
Calcula: b) *° 4 ! 9 d) !
1 3 4 2
J‘ xe ¥dr Sol: €7 4 J' K Sol.- 8 — 26In(3)
Sol: 2In(2) =1 ¢y 70 T 93 £)°2 x> —6x+5 - 4
0 1 —In(3) [*_I
——— dx Sol.: n( ) ———dx

g) I—Z x? +2x-3 - 2 0 Vx+1

Sk ok 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok Sk ok K 3k ok Sk >k ok ok ok ok >k ok Sk >k sk ok sk Sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok ok sk k

9 1

dx
Considera la integral definida Dol+x

g Set1=[) X Da
(a) Exprésala haciendo el cambio de variable I+Vx =t 2

Sol.: 4 — 21n(2)

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok 3k K ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok Sk >k ok ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok 3k >k ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok Sk >k ok ok ok sk ok ok Sk sk ok ok ok sk ok ok sk k

(b) Calcula I.

8
PN g —

Considera la integral definida 3 4I+x — 1

1o (2 2(t+]D)
— Sol.: T= [~ 2t*+Dg¢
(a) Exprésala aplicando el cambio de variable I+x — 1=t J-l ‘
Sol: 2 + 2In(2)

Sk >k 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok ok ok ok Sk ok K 3k ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok 3k sk ok ok ok sk >k ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk k

(b) Calcula L.

De la funcién f: R - R definida por f(x) = ax® + bx* + cx + d se sabe que alcanza un maximo relativo
1
, J@ =Y
en x = 1, que la grafica tiene un punto de inflexién en (0, 0) y que . Calculaa,b,cyd
Sol:a=—-1 ¢=3 b=d=0
Skskskok sk sk skoke sk sk skosk ok sk skosk sk sk sk skoske sk sk skskesk sk sk skok sk skosk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sksksk sk skoskskesk sk sk sk sk skosk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk

Se sabe que la funcién f: R —» R definida por f(x) = x* + ax* + bx + c tiene un extremo
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relativo en el punto de abscisa x = 0 y que su grafica tiene un punto de inflexién en el punto de abscisa x

! 19
J, f@dr=6 Sol:a=3  b=0 c=
= -1. Conociendo ademas que yhallaa,byec. 4
3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk Sk Sk Sk Sk ok Sk Sk Sk Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2
j P(x) dx =
Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0) =P(2)=1y " 3

Sol.: P(x):5x2—5x+1
4 2

3K 3K Sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok Sk sk sk sk ok ok Sk sk sk sk sk ok Sk sk sk sk sk ok Sk sk sk sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk Sk sk sk sk sk ok Sk sk sk sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
3x s1 0<x<1

1 sil<x<2

[} rar

Dada la funcioén f(x) = { , se define la nueva funcion F(x) =

definida a trozos y dibujarla en el intervalo [0,2].
Prueba previa Selectividad 1998

Sk >k ok 3k ok ok >k ok Sk ok ok 3k ok ok ok 3k ok Sk ok >k ok ok ok >k ok Sk ok K 3k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok Sk ok sk ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk k

. Dar la expresion F

2r

Calcular el valor de la integral L”
Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skeosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk skk sksk skk sk

|x| sen xdx

2
J. Lnx.dx
Calcular ¥

Sk >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk sk ok ok kok ok ok sk ok ok ok sk ksk sk ok

F=F(x) g alargar un muelle, hasta una longitud (x) . Sol

F(x)=kx

Calcula el trabajo realizado por una fuerza

Ley de “Hooke”: la fuerza es proporcional al desplazamiento:

b x 2 * 2
W= [F)dx=[kedi=k| UL
) J 2,72 2
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