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1.- Fijate en la grafica siguiente y deduce de ella todos los datos que puedas sobre la funcién que
representa.

-2 1 i i

: 1 : ]
-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

Justifica, si puede corresponder a alguna de las funciones f, g o h definidas como sigue:
3
fOO=—"5, g ="F=, @ =—5
1—x x =1 1—x
Resolucién
Sea p(x) la funcidn correspondiente a la grafica dada. Las caracteristicas mas destacadas son:

lim pG)=—w, lim . p(x) =+ oo ; asintota vertical, AV: x = -1

N
* x-—1

lim p(x)=— o, lim+ p(x) =+ oo ; asintota vertical, AV: x = 1
x—>1 x—1

lim p(x)= 0.p esdecreciente, convexa en (-1, 0) U (1, +o) y cdncava en (-, -1) U (0, 1)

x —+oo

punto de inflexion (0, 0)

Como la grafica pasa por el origen de coordenadas (0, 0) entonces p(0) = 0. Luego, la grafica no

0+1

corresponde a la de g(x) porque g(0) = EYEvE 1+0

La grafica puede corresponder a la de la funcién f o h.

2.- Dada la funcién f: R = R, definida por f(x) = {— xz, six <0 xz, si0<x<36x, si3 <x

(a) Determina los puntos en los que f es derivable y en cada uno de ellos calcula su derivada.
Resolucién

Six # 0,x # 3, fes continua y derivable siendo f'(x) = {— 2x, six < 02x, si0 < x <36, si3 <x

lim f@=-0"=0= lm fe)=f0)=0"=0= fescontinuaenx=0.
x-0 x-0

lim f()=-20=0= lm f®=20=0 = fes derivableenx =0

lim f(x)= f(3)= 3% = 9% lim+ f(x)= 6.3 = 18 = fNO es continua en x = 3, ni derivable tampoco.

x—3 x—3

Conclusioén: f es continua y derivable en R - {3}
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3
(b) Calcula [ 3f(x) dx
-3

Resolucién
Sabemos que f(x) = {— xz, six <0 xz, si 0<x<3 6x, si3 < x .Porlapropiedad de aditividad de la
3 0 I3 h
integral definida respecto al intervalo de integracién, | 3f(x)dx = [ 3f(x)dx™ + [ 3f(x)dx™
-3 -3 0

0 0
L= [ 3f(x)dx = [ (- 3x°) dx.Una primitiva es p(x) =— x .
-3 -3

Por la regla de Barrow, 11 = p(0) — p(— 3)=— O3 — [— (— 3)3] =— 27

3

I.=] 3f(x)dx = f(3x2) dx . Una primitiva es q(x) = X
0

2

O~ w

Por la regla de Barrow, 12 =q3)— q(0)= 3° — 0’ = 27

3

Por tanto, | 3f(x)dx =— 27 + 27 = 0
-3

3.- Determina el punto de la curva cuya ecuacién es y = x* que esta mas cerca del punto A(3, 0).
Resoluci6n
Sea P(x, x*) el punto de la curva que buscamos.

2
La funcién a minimizar es f(x) = distZ(A, P)=(x — 3)2 + (xz) =x +x —6x+9

f ()= 45" + 2x — 6 = 2(2x3 + x — 3) = 0.Usando la regla de Ruffini,
201 — 311223 2230

queda (x- 1)(2x° +2x+3)=0; x=1, 2x’ +2x+3=0; x = —== ;;4'2'3 = _Ziz_zo

(imposible)
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f(x)= 12%° + 2 ;o (D) =12 1" +2=14>0. Luego, para x = 1 la distancia es minima.

El punto que se buscaes P(1, 1)

4.- Utilizando el calculo integral, determina el volumen de un cono circular recto de radio r y altura h.
Resolucién

El cono circular recto de radio r y altura h se puede obtener al girar el segmento de la figura alrededor del

eje OX:

-}}
A
r
glx) = ~x (h.r)
h N\
I
]
[} |
o [ ]
1 L -
0 X o
\ |
\
\
\
h h

2
Usando el calculo integral, el volumen seriaV = [ [g(x)]2 dx = f% dx .
0 0

2 3 2 3
X T X

Una primitiva de la funcion del integrando es p(x) = TZZ 3= Por la regla de Barrow,
wr’h’ r’o’ wr'h ’ P
V =p(h)— p(0)= T T3 que es la féormula geométrica que conocemos.

5.- Halla todas las posibles rectas tangentes a la curva y = x* que pasan por el punto (2, 0) (ten en cuenta
que este punto no esta en la curva).

Resolucién
La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(a, f(a))

esrtg:y = f'(a)(x - a) + f(a). En este caso, f(x) = x*, f'(x) = 4x°, f(a) =a*, f(a) = 4a°
3 4 3 4
Larectatangenteesrtg:y = 4a (x —a)+a ; rtg:y = 4ax — 3a

Como la recta tangente debe pasar por (2, 0), entonces 0 = 4a°2 — 3a" = a3(3a —8)=0=a=0,

a_i
-3

8 8 \3 8 \* 2048x — 4096
Paraa=0,rtg:y = 0 yparaa = — rtg:y = 4(?) X — 3(7) >rtg:y = x2—7

6.- ;Cuantos puntos x del intervalo [0, 1] satisfacen la igualdad x = cos x? Justifica la respuesta y enuncia
alguno de los teoremas importantes que utilices.
Resolucién

-3-
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Sea la ecuacidn x - cos x = 0. Vamos a probar que la ecuacion tiene solucién. Para ello vamos a usar
teorema de Bolzano, que dice: si f es continua en [a, b] y cambia de signo en los extremos de dicho
intervalo entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f(c) = 0.

Tomamos f(x) = x - cos x, parax € [0, 1], que cumple

f(0)=0-cos0=-1<0 y f(1)=1-cos1=046>0

f es continua en R por ser el resultado de operar con funciones continuas, en particular lo es en [0, 1].
Por el teorema de Bolzano existe al menos un c € (0, 1) tal que f(c) = 0, es decir,c-cosc=0= c=cosc.
Luego, c es una solucién de la ecuacion.

Vamos a probar que la solucion es tnica. Para ello vamos a usar el teorema de Rolle, que dice: si f es

continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un k € (a, b), tal
que f'(k) = 0.

Si hubiese dos raices, ay b, entonces f(a) = f(b) = 0 y, por el teorema de Rolle, existiria un k € (a, b) tal
que f'(k) = 0.

f'(x) =1+ senx> 0 puesal ser 0 <x < 1, entonces x estd en el I cuadrante y su seno es positivo.

Conclusion: S6lo hay un punto x del intervalo (0, 1) que satisface la igualdad.

7.- Dada la funcién f: R = R definida por f(x) = {x — 1 + cos(x — 1), six<1 %L, six > 1
(a) Determina los puntos en los que f es continua y los puntos en los que f es derivable.

Resolucién
Six # 1, f es continua y derivable por ser combinacidn de funciones continuas y derivables siendo

f'(x) - {1 _ sen(x _ 1)' six<1 (x—l)ms(x(— 1)1)—21.3971(:(—1) — (x—l)uos(:—ll)); sen(x — 1) Csix>1
x— X —

lim fG)=f(1)=1-1+cos(l - 1)=1; lm f)=—"201 =2 Indeterminacion.
x—1 x=1
. rA : — . —1 0
Aplicamos la regla de L'Hopital: lim % = lim Coscosl(x ) — il =1
+ - +
x—1 x—>1

Por la regla de L"Hopital, lim+ f(x) = 1. Luego, f es continua en x = 1.

x—>1
. ’ 1—1)cos(1—1)—sen(1—-1 0 . .
im fw=1-sna-n=1 5 lm f(x)= (1~ Lcos(1— 1) > -1 — —~ [ndeterminacion.
ro 1t (1-1)

Aplicamos la regla de L"Hopital:

[(x —1cos(x — 1) —sen(x — 1] 1.coscos (x —1) — (x — 1)sen(x — 1) — coscos (x — 1)

lim = lim
P [ e 1t 2(x-1)
_ . —(x—1sen(x—1) __ . —sen(x—1) _ _—sen(1—-1) _ 0 _
= xlfrll+ 20— 1) xlinlﬂ 2 = 2 =—5=0

Por la regla de L"Hépital, lim+ f'(x) = 0.Luego, f NO es derivable en x = 1.

x—-1

Conclusiodn: f es continua en Ry derivable en R - {1}

(b) ¢(Cumple fen [0, 2] las condiciones del teorema de Rolle?
Resolucién

—4 -
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El teorema de Rolle dice: si f es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe
por lo menos un k € (a, b), tal que f'(k) = 0.

f es continua en [0, 2] por ser continua en R,
f(0O)=0—-1+ cos(0 —1)=coscos(— 1) — 1#f(2) =
(0, 2) por no ser derivable en x = 1.

sen(2 —1)

>—— = senl; fNO es derivable en

Por tanto, f no cumple todas las condiciones del teorema de Rolle
8.- Aplica las propiedades de la integral definida para indicar, sin calcularlas, cual de las siguientes
1 2 1 3
integralesesmayor: [ e~ dx 6 [ e dx
0 0
Resolucién

3 2
. . ) 0 1
Si0<x<1,entonces 0 < x3 < x* < 1. Por el crecimiento de la exponencial, e < e <e <e

3 2 2 3
Osea, 1 <ex<ex<e.Luego,%>%> 12 >%.Osea,%<ex<e < 1.
e

e

1 2 1 3
Por la propiedad de monotonia de la integral definida, [ e dx < f e " dx
0 0

9.- De una funcién f: R = R se sabe que si x no es un nadmero entero entonces f es derivable en x y se tiene

f'(x) = x. Por otro lado, si x es un nimero entero entonces f no es derivable en x.
0,1

Calcula, si es posible, laintegral | 3f(x) dx
0,01

Resolucién

2
X

2

Parax € (0,01; 0,1) sabemos que f es derivable y f'(x) = x. Luego, en dicho intervalo f(x) = + k
0,1 0,1 ) 3 3

[ 3f(x)dx = [ ( 32x + 3k) dx . Una primitiva es p(x) = % + 3kx = %6“. Por Barrow,
0,01 0,01

0,1 3 3 —4 _
f 3f(X) dx = p(O, 1) _ p(0’01) — 0,1 +26k0,1 _ 0,01 +26k0,01 — 9,99.10 2—0,06k — 4' 995.10 4 _ 0,03k

0,01

x —
x—1 Inin x

10.- Considera la funcién f definida por f(x) = { , six#11l, six =1

(a) Determina el dominio de definicion de f.
Resolucién
La funcidn In sdlo existe si x > 0 y los denominadores de las fracciones no se anulan porque estas se

definen para x # 1. Por tanto, Dom(f) = R*.

(b) Determina el conjunto de puntos en el que f es continua.
(c) Determina las asintotas de f.
Resolucién
Six # 1, f es continua por ser resultado de operar con funciones continuas.

. . x 1 . xnlnx —x+1 Ininl —1+1 0 i 1A "HANI .
lim f = lim (25— )= lim gt - el oiet - & Indeterminacion. Por L'Hopital:
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(xInlnx —x+1)" x +1—-1 _ X 1 0

lim - lim = lim = =
x—-1 [(x—Dinlnx ] x—-1 Inlnx + x;l x—-1 Inln x +1—71 Inin1 +1_T1 0
Indeterminacion. Por L'Hopital:

(ninxy’ 1 1 L 1

lim e = lim : = lim — = lim = = —

x—-1 (lnlnx +1—71)' x—1 %-}-% x—>1 x+21 x—>1 x+1 1+1 2
X

Por la regla de L'Hoépital, liml f(x) = %-‘/-‘f(l) = 1. Conclusion: f s6lo es continua en R - {1}
X —
Como lim1 f(x)= too,11.
X —

+(

recta de ecuacion AH: y = 1.

1
Inin x

X

p— )1 + 01. Luego, f tiene asintota horizontal en +oo, que es la

11.- Enuncia el teorema fundamental del calculo integral y aplicalo para determinar los maximos y

X
minimos relativos de la funcién f definida por f(x) = [ (t3 - 4t) dt
0

Resolucién

X

El teorema dice: Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces la funcién F(x) = [ f(t) dt, es

0
derivable y su derivada es F'(x) = f(x)

Usando el teorema, f'(x) = x° - 4x =x(x*-4)=02x=0, x=2 6 x=-2.

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(=%, -2) -2 (=2,0) 0 0,2) 2 (2, )
f'(x) - 0 + 0 — 0 +
f(x) | decreciente [ minimo | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

-2

Minimo relativo: x =— 2, y = f(— 2)= [ (t3 - 4t) dt. Una primitiva de la funcidn a integrar es

0

4
t

4

0" —8.0°
4

2)'-8(-2°"
4

4
t

—gt’
— — Por Barrow,y = p(— 2) — p(0) =

p(x)=———2t" =

-4)

Minimo relativo:x = 2, y = f(2)= | (t3 — 4t) dt. Una primitiva de la funcion a integrar es
0

4
t

4

4

2 0" - 8.0’

4

4
t

_ g B _ 2'-g2’
—— . Por Barrow, y = p(2) — p(0) = -

4

— 2t =

p(x) =

0
Méaximo relativo:x = 0, y = f(0)= [ (t3 - 4t) dt = 0, punto (0, 0)
0

12.- Para cadar > 1 se define la funcion f,: [0, ) — [0, ©) mediante f.(x) = x'.

(a) Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f, en el punto (1, 1).
Resolucién

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(a, f(a))

—-6-—

4,(-2,

=— 4, punto (2, -4)
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esrtg:y = f'(a)(x - a) + f(a). En este caso,a = 1, f(x) = x', f'(x) =rx" "},

f@)=f(1)=1 f@=Ff)=rl""=r
Larectatangenteesrtg:y =r(x — 1)+ 1 ; rtgzy=rx + 1 —r

(b) Calcula el area A(r) de la regién limitada por la grafica de f,, su tangente en el punto (1, 1) y el eje OX.
Resolucién
1
El 4rea que se pide es A(r) = f(xr —-rx +r - 1)dx. Una primitiva es
0
r+1 2

p(x) = rx+1 — sz + (r — 1)x.Porlaregla de Barrow,

r+1 r+1
0

1 12 02 1 —
40 = p) = pO) = =+ 0 - 01 - [T - - o= o1 =2

(c) ¢Para qué valorder > 1 es el area A(r) maxima?
Resolucién

2 2
A(r) = Qr—1DQr+2)—(r' =r)2 _ 2 4er-1) _ 0ori2r-1=0r = —2+4—41(-1) _ —ziézﬁ

4r+1)° 4r+1)° 21

Como r = 1, 1a Ginica solucién validaesr = \/E -1
13.- Estudia la continuidad de la funcién f: R = R definida por f(x) = |2x - |3 - 2x|| y represéntala
graficamente.

Resolucién

Usando la definicion de valor absoluto,
f(x)={|2x — 3 + 2x|, six < 3/2|2x + 3 — 2x|, six=3/2 = {|4x — 3|, six < 3/23, six=3/2

f(x)=1{3 — 4x, six < 3/44x — 3, si3/4<x < 3/23, six=>3/2 continua en R por ser composicién
de valores absolutos y funciones

polindmicas (la funcidn valor absoluto y las funciones polindmicas son continuas en R)
Aunque no se pide, estudiemos también su derivabilidad:

Six # 3/4,x+ 3/2,fes derivable siendo f'(x) = {— 4, six < 3/44, si3/4 <x<3/20, six > 3/2

im fm=-4% lm =4 = [NO esderivableenx=3/4
x—3/4

x—3/4

lim f'(x)=4+* Ilim f’(x)=0 = fNOesderivableenx=3/2
x—3/2 x—-3/2"

Conclusién: f es continua en Ry derivable en R - {3/4; 3/2}

Un esbozo de la grafica de f seria:
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-1/2-1/4 174 1/2 3/4 1 5/4 3/2 7/4 2 9/4 5/211/4

14.- En una circunferencia de radio 4 se inscribe un rectangulo (mira, la figura).

;Cudles son las dimensiones del que tiene mayor area?
Resolucién

Usando el teorema de Pitagoras, x* + y* =8 =64 =y = /64 — X

Funcién a maximizar: f(x) = A(rectangulo) = xy = x\/64 — X

, / 2 —2x 64—x" —x° 64 — 2x°
x)=V64 —x + x = = =0 x =+32
f®) 2/64 — x° 64 — % 64 — x°

Six <+/32 ,f(x) >0 (fcreciente) ysix > /32 , {'(x) <0 (fdecreciente) = maximo en x = /32

/ 2
y =\64 — (\/32) = +/32 . Por tanto, es un cuadrado de lado /32 =5, 66

1
15.- Utiliza el cambio de variable x = sen t para calcular | \/1 — X dx
0

Observacién: Ten en cuenta que 2cos’t = 1 + cos(2t).
Resolucién

-8-—
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1
Seal = f V1 — x2 dx. Haciendo el cambio de variable x = sent ; dx = coscost dt
0

Six=0,0 =sent, t =0ysix=1,1 = sent, t =%

/2 /2 /2

2
Sustituyendo, I = [ \/1 — sen"t coscost dt = [ tdt = f—”c‘)sg"s GNP
0 0 0

sen(2t)
2 2t + sen(2t)

Una primitiva de la funcién integrando es p(t) = > = T . Por la regla de Barrow,

I = p(%)_ p(0) = ZT*ZE"(ZT) _ 20+s49n(2‘0) =T 0,785

16.-
(a) Halla los puntos de la gréfica de la funcién f definida, por f(x) = 2x* - x* 4+ x en los que la recta
tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

Resolucién

fes derivable y f'(x) = 8x> - 2x + 1; la bisectriz del primer cuadrante es y = x, que tiene pendiente 1.
Buscamos los puntos P(a, f(a)) de la grafica de f, para los que f'(a) = 1.
Sustituyendo, 8a®>-2a+1=1=8a’-2a=2a(4a*-1)=0=2a=0, a =% 60 a =%

Paraa = 0, f(a) = f(0) = 2.0* - 0* + 0 = 0, punto P;(0, 0)
Paraa = =1 f(@) = () = 2(25) - () -+ = = punto P (- =2

rarsa <4700 = 1(3)= 2(2) - (1 ++ = mion ()

(b) Calcula el limite hrr%) tgx. Inlnx
x -

Resolucién
. Inin x . Inln x Inin 0 —0 . ./ .
9}1_% tgx.Inlnx = ;!1—{% otgr = ,}_) D eoorx = om0 = en Indeterminacién. Aplicamos la
senx sen 0
regla de L"Hopital:
(Inln x )’ o - : ‘0 0
niln x _ x _ x _ —sen'x ___—sen _ . .
<coscosx ), - X COSCOS X - -1 - x - 0 - 0 IndetermlnaCIOn'
senx sen’ x sen’ x
(—senzx ) __ —25enxcoscos x

=— 2sen0coscos0 =0

Aplicamos de nuevo la regla de L'Hopital: o = T

Luego, por la regla de L"Hopital, lin}) tgx.Inlnx =0
X —

17.- Dados tres numeros reales a, b y ¢, sea fla funcion real definida por

f(x)= {xz, six<cax + b, six > ¢
(a) Determina a y b en funcién de c para que f sea derivable en c.
Resolucién
Six # ¢, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = {2x, six < ca, six > c

. 2
lim f)=f@©=c; lm fx=ac+b.Paraqueseacontinuaenx=cdebeser b =c¢ — ac

—9-—
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im f=2c; Im f=a.Paraser derivable en x = c debe ser a = 2¢

. 2 2
Como a = 2¢, sustituyendo b = ¢ — 2cc =— ¢

Conclusién: para que f sea derivable en x = ¢ debe ser a = 2¢, b = -c%

(b) Para c = 2 y sabiendo que f es derivable en 2, halla un punto del intervalo [1, 3] en el que la tangente
a la grafica de f sea paralela a la recta que pasa por los puntos (1, f(1)) y (3, f(3)).
Resolucién
Sic=2,como fes derivable en 2, entoncesa=2.2=4, b= 22=-4 ;
f(x)= {xz, Six<24x — 4, six > 2
f(x)={2x, six<24, six > 2
Recordemos el teorema del valor medio de Lagrange, que dice:

Si f es una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) entonces
existe al menos un puntor € (a, b) tal que f(b) - f(a) =f'(r)(b-2a) 6sea f'(r) = %
Geométricamente significa que hay al menos unr € (a, b) (punto de la grafica P(r, f(r)) tal que la recta
tangente en x = r es paralela a la recta que pasa por Ay B, siendo A(a, f(a)) y B(b, f(b)).

Al ser f derivable en R, en particular es continua en [1, 3] y derivable en (1, 3). Luego, cumple las
hipdtesis del teorema del valor medio de Lagrange.

Por tanto, existe al menos un puntor € (1, 3) tal que f'(r) = —ﬁ%,L:lmL que es la pendiente de la recta

que pasa por los puntos (1, f(1)) y (3, f(3)). Observa que f(3) =4.3-4=8,f(1)=12=1

Sustituyendo queda que 2r = 77 64 = 77 (imposible). Despejando, r = T7 = 1,75€[1, 3]

18.- ;Como hay que doblar un trozo de alambre de 4 metros de longitud para que forme un rectangulo
cuya area sea lo mas grande posible?

Resolucién
Si x, y son las dimensiones del rectangulo, entonces 2x + 2y = 4=y =2 -x

Funcién a maximizar: f(x) = A(rectangulo) = xy = x (2 — x) = 2x — X

f(x)=2-2x=0e x=1; f'(x)=-2;f’(1) =-2<0. Luego, parax = 1 el area es maxima.
En este caso,y = 2 - 1 = 1 obteniéndose un cuadrado de 1 m de lado.

Es decir el alambre hay que doblarlo en trozos de 1 m de longitud.

19.- Al aplicar integracién por partes para evaluar [ f(x) sen x dx, donde f es una cierta funcién

derivable, se obtiene [ f(x) sen x dx =— f(x)coscos x + [ 3x° cos cos x dx.

Sabiendo que f(1) = 2, encuentra la expresion de f(x).
Resolucién

-10-
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Aplicando la integracion por partes, [u = f(x) f'(x) dx dv = senxdx v =— cos cos x |

[ f(x) senxdx =— f(x) coscos x + | f'(x) cos cos x dx que debe ser igual a

— f(x)coscos x + f3x2 cos cos x dx

Por tanto, f'(x) = 3x* y, por el teorema fundamental del calculo integral f(x) = [ 3x dx =x + k

Como f(1) = 2, entonces 1+ k= 2,k = 1. La funcién que se pide es f(x) = x> + 1.

20.- Determina el 4rea limitada por la curva y = e* - x, su tangente en el punto (1, e - 1) y el eje OY.
Resolucién
La ecuacidén de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto P(a, f(a))

esrtg: y =f'(a)(x - a) + f(a). En este caso, f(x) = e —x,a=1 @@= f(H)=e—-1

F)=e -1, f(@=fD=e-1=e—1

Larectatangenteesrtg:y = (e — D)(x — 1)+ e -1 ; rtg:y = (e — 1)x

Por otra parte, f'(x) = e —1=0ox= 0y=f0)=e’-0=1,f"(x)= e > 0,f7(0)= =1>0

Esto significa que f es convexa y su minimo es (0, 1) que coincide con el punto de corte con el eje Y
Un esbozo del recinto limitado por la curva y su tangente en el punto (1, e - 1) seria:

\4 /
2
e—1
1.8

1.6
1.4

12{ y=e"—x
\_‘_ y:(e—l)x

0.8
0.6
0.4
0.2

|

1 1
El 4rea que se pidees A = f[ex —x — (e — Dx]dx = f(ex — ex) dx.
0 0

-1 -
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2 x 2
ex _ _2e —ex

2 2

Una primitiva es p(x) = e — . Por la regla de Barrow,

A=p() - p(0) =250 - 2eoel _ o2 2 359 4/,

21.-
(a) Estudia, seguin los valores del parametro a, la continuidad y derivabilidad de la funcién f: R - R
definida por f(x) = {x2 + ax, six<2a — xz, six > 2

Resolucién
Six # 2, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = {2x + a, six < 2 — 2x, six > 2

lim f@)=f@=2"+a2=22+4; lm f®=a-2"=a-4 = fescontinuaenx=2sisecumple2a+4=a-4,a=-8
x—-2 x—-2

lim f=22+a=a+4; lim f(x)=—22=—4 = fes derivable en x = 2 si se
x-2 x-2

cumplea+4=-4,a=-8
Conclusion: paraa = -8 f es continua y derivable en Ry si a # -8 f s6lo es continua y derivable en R - {2}

(b) ;Hay algun valor de a para, el que se pueda aplicar el teorema del valor medio de Lagrange en el
intervalo [1, 3]? En caso afirmativo, halla el punto cuya existencia asegura dicho teorema.

Resolucién
Recordemos el teorema del valor medio de Lagrange, que dice:
Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) entonces
existe al menos un punto c € (a, b) tal que f(b) - f(a) = f'(c)(b - a).
Sia=-8, f(x) = {x2 — 8x, six<2 — 8 — xz, six >2 yfi(x)={2x — 8, six <2 — 2x, six > 2
. Al ser f derivable en R, en particular es continua en [1, 3] y derivable en (1, 3). Luego cumple las
hipétesis del teorema del valor medio de Lagrange. Por tanto, existe al menos un punto c € (1, 3) tal que

f(3)-f(1) =f(c)(3-1).
Observa que f(3) =-8-32=-17,f(1) =1*-81=-7=-17- (-7) =f(c).2 = f(c) =-5

Sustituyendo, 2c — 8 =— 5=¢ = — = 1,5€(1, 3) 6 — 2¢ =— 53¢ = — = 2,5€(1, 3)

22.- Sea la funcién f: R — R definida por f(x) = [x + 2| |x - 2|
(a) Determina los puntos donde f es derivable y halla sus maximos y minimos locales.
Resolucién

Usando la definicién del valor absoluto, f(x) = |x2 -4| y
f(x)={x2—4, sixS—Z()x224—x2, St —2<x<2

f es continua en R porque las funciones polinémicas y la funcién valor absoluto lo son.

Six # -2,x # 2, f es derivable por ser el resultado de operar con funciones derivables siendo
ff(x) ={2x, six<—=26x>2 —2x, si —2<x<2

lim  f'(x)=2.(— 2)=— 4% lim . f'(x)=— 2.(— 2) = 4.Luego, fNO es derivable en x = -2

x— =2 x— =2

lim f'(x)=—2.2 =— 4+ lim+ f'(x)= 2.2 = 4. Luego, f NO es derivable en x = 2

x—2 x—>2
Por tanto, f es continua en R pero sélo es derivable en R - {-2; 2}

-12 -
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f'(x) = 0 & x = 0. Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(—OO' _2) _2 (_21 O) 0 (0' 2) 2 (21 +OO)
f'(x) - A + 0 - A +
f(x) | decreciente [ minimo [ creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

Minimo local: x = -2, y = f(-2) = |(-2)? - 4| = 0, punto (— 2, 0).

Maximo local: x =0, y = f(0) = |0% - 4| = 4, punto (0, 4).

Minimo local: x = 2, y = f(2) = |2 - 4| = 0, punto (2, 0).

3
(b) Calcula [ 2f(x) dx
0

Resolucién
Por la propiedad de aditividad de la integral definida respecto al intervalo de integracién nos queda:

I 12

3 2 3 2 3
I =[ 2f()dx = [ 2f(x)dx + [ 2f(x)dx = [(8 — 2x") dx™ + [(2x° — 8) dx™
0 0 2 0 2
2" _24x—2x°
Para I,, una primitiva de la funcién a integrar es p(x) = 8x — —— = 3
3 3
Por la regla de Barrow, I, = p(2) — p(0) = 24'23_2'2 — 24'03_2'0 = 332

3 3
Para I,, una primitiva de la funcién a integrar es q(x) = sz — 8x = = ;24x
3 3
_ _ _ 23 -243 22 -242 _ 14
Por la regla de Barrow, 12 =q3)—q(2)= 3 3 ==

3
Luego, | = [ 2f(x)dx =1 + I, = =+ —— = =-=15,33
0

3 3

23.- Considera la funcién f: R — R definida por f(x) = 5 + (x - 1)*(x + 2)3.
(a) Demuestra que la ecuacion f'(x) = 0 tiene al menos una solucién en el intervalo (-2, 1)
Resolucién
f(x) =4x-1)°x+2)° +3x-D*x+2)"=(x-1)>x+2)*(4x + 8+ 3x - 3)
-5

F)=x-1°x+2)*(7x+5)=0ox=1x=-2,x =——= — 0,7€(— 2, 1)

(b) Demuestra que la ecuacién f(x) = 0 sélo tiene una solucién menor que -2.

Resolucién
Para x < -2, f'(x) > 0. Luego f es creciente en (-0, -2)
Como f(-2) =5+ (-2-1)*(-2+2)°=5>0 yf(x) = — oalserfcontinua, por el teorema de

Bolzano existe un tnico ¢ < -2 tal que f(c) = 0. Por tanto, c es la inica solucion de la ecuacidn, c < -2.

(c) Demuestra que la ecuacion f(x) = 0 no tiene ninguna solucién mayor que 1.
Resolucién
Parax > 1, f'(x) > 0. Luego f es creciente en (1, +)

-13-
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Comof(1)=5+(1-1)*(1+2)3=5>0 yf(x) = + ooalserfcontinua, debe ser f(x) > 0
para x > 1. Por tanto, la ecuacién no tiene ninguna solucién mayor que 1.

24.- De una funcién f se sabe que su segunda derivada es la funcién g dada por g(x) =x + 1.
También se conoce que la grafica de f pasa por el punto (2, 1) y que en ese punto su recta tangente es la
de ecuacién 3x -y - 5 = 0. Calcula, de manera razonada, la funcién f.
Resolucién
La tangente a la grafica de fen el punto (2, 1) esy = 3x — 5.Luego, f'(2) =3 y f(2)=1

2
Por el teorema fundamental del calculo integral, f'(x) = [ g(x) dx = [(x + 1) dx = % +x+a

2 2
Es decir, f'(x) = %zx + a.Como f'(2) = 3, entonces% +a=3=2a=-1
2 2
Nos queda f'(x) = %Zx -1= % Por el teorema fundamental del calculo integral,
, ‘42x—2 o - ‘+3x' =6
fO=[f®dx = [—F—=dx=—"———+b=—"—""""+h

x3+3x2—6x—2
6

22 132% 62
6

Como f(2) = 1 entonces +b=1=b = %.Luego, f(x)=

25.- Determina las asintotas de la funcién f definida para x # 0 por f (x) = x e'/*.
Resolucién

lim f(x)= lim e =0.e" =0.e"=0

x—=0 x—=0

—1 - -

+ +
x—-0 & x—0

1 / 1
!ET e . _21 1 1+ too
de L'Hopital: lim (1)/ = lim ———= lim e =e’ =e =+

+
x—-0

Se puede aplicar. Por tanto, como lirn+ f(x), ftieneenx=01aAV.:x=0 (eje Y)
x—0

1 1

lim f(x)= Ilim xe =+ 0.e" =+ 0.1 =+ o, Luego, no hay asintota horizontal en +oo.
X — +oo X — +oo

Veamos si tiene asintota oblicua en +o0, AO: y = mx + n
1 1 1

X xe " oo
f() = =" =Z=Ze™ =1
X X
[£G) — mod] =(xe+- x)x(ﬁ- 1) <= _» Indeterminacion
S / 1
e’ —1 = 4 1 0
Veamos si podemos aplicar L’'Hopital: lim —— = lim ——= lim e" =e™" =e¢ =1
X — 400 L) x40 5 x =+
X

Se puede aplicar. Por tanto, n = 1. Luego, la asintota oblicua en +oo es la recta de ecuaciéon AO: y = x + 1

Estudiemos la posicién de la grafica respecto de la asintota:

—-14 -
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1 1
=xe" —(x+1)=xe" —x-—-1

ygréfica yasintota

Six—> + oo, y -y > 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en 400

grafica asintota

26.- El grafico de la funcion derivada de una cierta funcion f es la de la figura:
2r

1,5

1

~1

-15 '
1 | 1 H L
-2 3 R 01 2 3

(a) ¢Cuantas soluciones puede tener la ecuacién f(x) = 0?
(b) Si la ecuacion f(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones distintas, ;pueden éstas ser del mismo signo?
(c) Enuncia alguno de los teoremas importantes que utilices en alguno de los apartados anteriores.
Justifica la respuesta de los apartados (a) y (b).

Resolucién
En (-0, 0) f'(x) < 0 (fdecreciente) y en (0, +0) f'(x) > 0 (f creciente) = f tiene un minimo enx =0

f'es creciente = f es convexa.

Luego, f(x) = 0 puede tener 0,1 6 2 soluciones. No tendria solucién si f(0) > 0, tendria una solucién
si f(0) = 0y tendria dos soluciones si f(0) < 0

Si tuviera dos soluciones positivas a y b, por el teorema de Rolle, que dice si f es continua en [a, b],
derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f'(c) = 0.

Entonces la grafica de " cortaria al eje X en ¢ > 0, cosa que no ocurre.
Razonamiento similar si tuviera dos soluciones negativas.

Luego, f(x) = 0 no puede tener dos soluciones del mismo signo
fO) = £(0) = f/(0)x = f7(0) 5= f(0) -

27.- Calcula lim0 > en cada uno de los casos siguientes:
X — X
— _ 2 x7 +1+ senzx
(a) f(x) = senx (b)f(x)—(x +x)senx + —F
2+x +x

(Indicacion: no es necesario calcular las derivadas de f)
Resolucién
Veamos que el valor del limite es independiente de la funcion f. Siempre vale 0:

[ =fO = fO=f O 5 =[O fO-fO=FO0-f OO
lim - = - =
x—0 x 0
Indeterminacion.

FG) - F(O) - F(O)x - F(0) 2 - F(0) = |
Aplicamos la regla de L'Hopital: lim [ 2 6 ] _

x—0 (xz)'
—-15 -
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. fe)—f(0)—f"(0)x — f7(0) %z f7(0) = £7(0) = f7(0)0 — f°(0) %z 0 . .,
= hrn0 P = o == Indeterminacion.
X = .

rw-ro-ro-rosl
@ -

Aplicamos de nuevo la regla de L'Hdpital: lin%)
X -

ffO-fO-f"Ox _ _fO=f0-fomo _ 0 _
2 - 2 -2 0

= lim
x—0

28.- Representa graficamente las curvas cuyas ecuaciones sony =x* - x* e y =x’y determina el 4rea de
la region que limitan en el primer cuadrante.

Resolucién
Comox'-x*=x*(x*-1)=0x=0,x=-1,x=1=lacurvay = f(x) = x* - x* corta a los ejes
en (0,0),(1,0)y (-1,0)

4

También, f(x) =x =+ oo
Por otra parte, f'(x) = 4x° - 2x = 2x(2x* - 1) =0 x=0,x = + 1 /% =+ 0,7 . Tabla de signos de f'(x):
1 1 1 1 1
o o el [ [
0

f'(x) - + 0 - 0 +
f(x) | decreciente [ minimo | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

4 2
Minimo local: x =— %,y=(— %) —(— %) = _41,punto(—«/%, _41 )

Maximo local: x =0,y = 0*-0%= 0, punto (0, 0).

4 2
Minimo local: x = %,y=( %) —( %) == ,punto(w/%, = )

4 2 2 4 2 2 4 2 20 2
Puntos de corte entrelascurvas: {y =x —x y=x ;x —x =x =>x — 2x =x(x —2)=O

x=0,y=02=0,punto(0,0) DX =ﬁ§1,4,y =(ﬂ)2= 2,punt0(\/?, 2)

x =— 23—1,4,y=(— \/2,)2: 2,punto(—\/?, 2)

Un esbozo de la region seria:
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W

2

1o V2 2 4 2 V2 2 4
ElareaquesepideesA = A +A_ ;A =[x dx A = f[x - (x - X )] dx = f(Zx — x)dx
1 2’71y 2 1
3 3 3
Para A4, una primitiva de X’ es p(x) = % Por la regla de Barrow, A =p1)—p(0)= % - % = %
i s 2 4 2 X 10x° — 3x°
Para Aj, una primitivade 2x —x es g(x) = —5— ——<—= = . Por la regla de Barrow,
_ _10(2) —3(2) 101°=31° 82 -7
4, = q(ﬂ) —qD= 15 B 15 =7 15
Por tanto, el rea seria A = A1 + A2 = ; + 8€_7 = 8\/1275—2 =0, 62 uz
3
29.- Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = % .Sea P el punto de corte de la grafica de f con su
x +

asintota. Determina la recta tangente a la grafica de f en el punto P.
Resolucién

Como x* + 1 # 0 para todo x, f es continua en R y no hay asintotas verticales.
3

f(x) = lim ——= lim x = +oo. Luego, f NO tiene asintota horizontal en +oo.
xX— too x X — too
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Veamos si tiene asintota oblicua, AO: y = mx + n

a1

f(x) _ x3 + 2x 1 1
X O 4x 1 '
= mi = (22— x) o =0

Luego, la asintota oblicua en + oo es la recta de ecuacion AO: y = x

3 3
L ’ X + 2x X+ 2x
Puntos de corte entre grafica de f y su asintota: {y = ., V=X T o =X =
x + x +

~

3 3
X +2x=x +x=>x=0
El punto de corte es P(0, 0).

La ecuacioén de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto P(a, f(a))

esrtg:y =f(a)(x-a) + f(a). Eneste caso,a=0; f(a) =f(0) =0

F(x) = (3x2+2)(x2:-1)—2(x3+2x)2x _ x4-|2-x2+22 . f(@) = F(0)= 04J;02+22 — 5
(x"+1) (x"+1) (0"+1)

rtg:y =2(x —0)+ 0; rtg:y = 2x

X
30.- En el intervalo [-4, 4] se define la funcién F mediante F(x) = [ \/16 — ¢ dt
0

(a) ¢{Cuanto vale F'(2)? Enuncia alguno de los teoremas importantes que utilices.
(b) ;Cuanto vale F(4)? (Indicacion: haz el cambio de variable t =4 senu y ten en cuenta

que 2cos”u = 1 + cos(2u)
(c) Interpreta geométricamente la funcién F.
Resolucién

Como f(t) =16 — t* es continua en [-4, 4] (nOtese que 16 — tZZO)

Por el teorema fundamental del calculo integral F es continua y derivable en [-4, 4] siendo

F =16 -+*. Luego, F'(2) = \/167 =12

rw =16 -2 «. Haciendo el cambio de variable t = 4senu ; dt = 4coscosu du

Sit=0,0=4senu—> u=0ysit=4 4 =4senu—> u =%

/2 /2 /2

Sustituyendo, F(4) = [ \/16 — 16sen’u 4coscosu du = [ 16udu = [ 16—+ gy
0 0 0

Una primitiva de la funcién integrando es p(u) = 8u + 8%(21‘) = 8u + 4sen(2u). Por Barrow,

F(4) = p(%) - p(0)= 83+ 4sen(z%) — [8.0 + 4sen(2.0)] = 4n=12, 566

Geométricamente F(x) corresponde al area limitada por la curva y = f(t) en el intervalo [0, x]
31.- Demuestra que la ecuacion xe* = 2 sélo tiene una solucién en el intervalo (0, 1).
Enuncia los teoremas importantes que utilices.
Resolucién
Para probar que tiene solucién usamos el teorema de Bolzano que dice: si f es continua en [a, b] y cambia
de signo en los extremos de dicho intervalo entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f(c) = 0.
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f(x) = xe* - 2 es continua en R por ser el resultado de operar con funciones continuas, en particular lo es
en[0,1] ;f(0)=0e’-2=-2<0 y f(1)=1e'-2=0,7>0.

Por el teorema de Bolzano existe al menos un c € (0, 1) tal que f(c) = 0, es decir, ce“ -2 = 0 = ce‘ = 2.
Luego, c es una solucidén de la ecuacion.

Para demostrar que la solucién es inica vamos a usar el teorema de Rolle: si f es continua en [a, b],
derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un k € (a, b), tal que f'(k) = 0.
Si hubiese dos soluciones,ay b € (0, 1), entonces f(a) = f(b) = 0 y, por el teorema de Rolle, existiria
unk € (a, b) tal que f'(k) = 0. Como f'(x) = 1.e* + xe* > 0 entonces 0 = f'(k) > 0 (imposible).

Conclusion: No puede haber 2 soluciones. Hay solo una.

32.-
(a) Determina las constantes a y b de manera que la funcidn f definida por
. . 2
fx)={Inlnx — 1, sil<x<eax + b, sie < x<e
verifique las condiciones del teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo [1, ez].
Resolucién
Recordemos el teorema del valor medio de Lagrange, que dice:
Si f es una funciéon continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) entonces
existe al menos un punto c € (a, b) tal que f(b) - f(a) = f'(c)(b - a).
Six # e, fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
. , . . 2
siendo f'(x) = {%, sil<x <ea, sie<x<e

Para que f verifique las condiciones del teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo [1, e*]
deberia ser continua y derivable en x = e.
Para que sea continuaen x = e debe ser f(x) = f(x) = Inlne — 1 =ae + b=ae + b =0

Para que sea derivable en x = e debe ser f'(x) = f'(x) = % = a=>a = %

Sustituyendo,%e 4+ b = 0=b =— 1.Conclusion: debe sera = %, b=—1

(b) Encuentra algin punto de la grafica de f en el que la recta tangente sea paralela a la cuerda que une
los extremos de la curva.

Resolucién
Geométricamente significa que hay al menos un c € (a, b) (punto de la grafica P(c, f(c)) tal que la recta
tangente en x = c es paralela a la cuerda AB, siendo A(a, f(a)) y B(b, f(b)).

f(ez)_ F) = FO)E - 1;f)={Inlnx — 1, sil<x<e % -1, sie < r<e?

“(x) = (= L 2
f[(x) ={—— sil<x <e—, sie<x<e

2
Sustituyendo,—— — 1 — (Inln1 — ) =e = %(e2 - 1):>c =

2
e —1
e

6e= %(e2 — 1) (imposible)

1

2 2 2
Como ¢ =e—e_1§2,4 <e f(c)= f(%) = [ln ln( - e_ ) — 1]5 — 0, 1. El punto es P(2,4;-0,1)

33.- Determina todas las funciones f de la forma f(x) = ax® + bx* + cx + d cona # 0, y que
verifican f'(-1) = f'(1) = 0. ;/Alguna de las funciones determinadas anteriormente
verifica f(0) = f(1) = 0? Razona las respuestas.

Resolucién

f(x) = ax’ + bx* + cx + d, f'(x) = 3ax’* + 2bx + ¢

0=f(-1)=3a(-1)*+2b(-1)+c=>3a-2b+c=0
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0=f(1)=3a1’+2bl+c=>3a+2b+c=0

Restando las ecuaciones,4b=0=b =0.Como 3a+c=0,c=-3a=f(x) = ax’-3ax+d

Veamos si alguna de las funciones anteriores cumple que f(0) = f(1) = 0:
f(0) =a0°-3a0 +d =d ; f(1) =al’ - 3al + d = d -2a. Para que se cumpla debe serd =d -2a =0

Luego, d = 0, a = 0. Pero como a # 0, ninguna funcion de las anteriores cumple f(0) = f(1) =0

34.- Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los extremos relativos y

absolutos de la funcion f(x) dada por f(x) = x\/4 — x” en el intervalo cerrado en el que esta definida.
Resolucién

4-x*>0ox*<s4e-2<x<2 Luego, f esta definida en el intervalo [-2, 2].

. _ _ 2 —2x _ 2 P _ 4-22" _
fe=14—a xS =i = =T =0 oy = 224141

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

2P| - [ 2\ 2 | (2.2
f'(x) - 0 + 0 —
f(x) | decreciente | minimo | creciente | maximo | decreciente

f es decreciente en (— 2,— \/?) V) (\/?, 2) y creciente en (— ﬁ, \/E)
Minimo relativo: x =— \/E, y = f(— \/E) =— ﬂ\/él - (— ﬁ)z =— 2, punto (— ﬁ,— 2)

Maximo relativo: x = ﬂ, y = f(\/E) = \/27 V4 — (\/?)2 = 2, punto (ﬁ, 2)

Evaluamos f en los extremos del intervalo: f(— 2) =— 24 — (— 2)2 =0f2)=2V4 — 2> =0

Minimo absoluto: (— \/Z, - 2) ; maximo absoluto: (\/5, 2)

4 3
35.- Calcula la funcién f:(1, ©) > R cuya funcién derivada f'(x) viene dada por f*(x) = =—2—2X—1_
X —X

y verifica f(2) = In(4)
Resolucién

4 3
fO=[fxdx =/ % dx . Hallando la forma mixta de la fraccién obtenemos,

4 3
X —x —x—1 —x—1
3 2 =x+ 3 2

X —X X —X
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Ny . . —x—1 —x—1 A B C
Descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples: = =—+—+
P xz(x -1 x X x—1

Multiplicando los dos miembros por x*(x - 1), tenemos -x - 1 = Ax(x - 1) + B(x - 1) + Cx“

Para x = 0, sustituyendo, -1 = -B, de donde B=1 ; Parax =1, sustituyendo, -2 =C

Para x = 2, sustituyendo, -3 =2A+B+4C=2A+1-8,dedonde A= 2

2
f(x)zf(x 2+ L4 =2 )dx=L+ 2Inln|x| —— - 2Inin|x — 1| + k.
X x x—1 2 X

2
Comof(2)=In4=2In2=——+ 2Inln|2| — 5 — 2Inin|2 — 1| + k = 2Inin2=k = =~

X 1 5
—+ 2Inin|x| ———2Inin|x — 1] ——

La funcién que se pide es f(x) =

36.- Determina un polinomio de segundo grado p sabiendo que verifica las tres condiciones siguientes:
(1) p(2) =p(-2) =0 (ii) tiene un maximo relativo en x =0 y (iii) el area de la regién encerrada por el
eje OXylacurvay = p(x) es 32.

Resolucién

p(x) =ax*+bx +c p'(x) =2ax+b
Tiene un maximo enx = 0, p’(0) =0 = 2a.0 + b= 0, b = 0. Queda p(x) = ax* + ¢

Comop(2)=p(-2)=0= a(—Z)2 +c=a2’4 c=0= c=-4a. Queda p(x) = ax* - 4a.

p(x)=ax2—4a:a(x2-4):o@x:_Z,Xzz_

2 2
El area, por simetria,es 32 = A = Zf(axz — 4a)dx = f(Zax2 — 8a)dx
0 0

S .. _ 2ax’ _ 2ax’ — 24ax
Una primitivaesp(x) = —— — 8ax = ————
Por la regla de Barrow, el area es

3 3
2a2" — 24a2 2a0" — 24a0 —32a

32 = p(2)— p(0) = 3 — 3 =—=a=—3

Por tanto, el polinomio es p(x) = -3x* + 12
37.-

i A _x —
(a) Determina en qué punto larectay = — estangentealacurvay =Inx.

Resolucién
La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto P(a, f(a))
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esrtg:y = f'(a)(x - a) + f(a). En este caso, f(x) =In x
P(a, In a) = punto de tangencia; f'(x) = %, f(a)= % = % =2>a=e y P(e1),f(a)=f(e)=lne=1
Larecta tangente esrtg:y = %(x —e)+1,; rtgiy = %

Conclusion: el punto que se pide es P(e, 1)

(b) Calcula el area del recinto rayado en la siguiente figura en la que P representa el punto de tangencia
entre las curvas del apartado (a).

15}
P
1=
y=xle
0,5 y=1n(x)
0
‘0,5 1 L 1 Il 1 1 L
05 005 I L5 2 25 3 35 4
Resolucién
1 e e e
El 4rea que se pidees A = f%dx + f(%— lnlnx)dx = f%dx — [Inlnxdx.
0 1 0 1

2
X

2e

Una primitiva de % es p(x) =

Hallamos una primitiva de In x aplicando la integracién por partes, [u =Inlnx % dx dv =dxv = x]

fInlnx dx = xInlnx — [dx = xInlnx — x + k = x(Inlnx — 1)+ k.Una primitiva es
q(x)=x(Inlnx — 1).

Por la regla de Barrow,

2 2
A=pe)—p0)+ qle)— q(1) = Zee —2—Oe+ e(lnlne — 1)— 1(Inln1 - 1)=2L+ 1=0, 36 W

38.- Sea fla funcién definida por f(x) = (x - 1) | x - 1].
(a) ¢Puede aplicarse el teorema de Rolle a f en el intervalo [0, 2]?
Resolucién
El teorema de Rolle dice: si f es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe
por lo menos un ¢ € (a, b), tal que f'(c) = 0.

f(0)=— (0 — 1)2 =— 1#f(2)= (2 — 1)2 = 1. Luego, no se puede aplicar

(b) ;Y ala funcién f?
Resolucién
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Usando la definicion de valor absoluto, f(x) = {— (x — 1)2, six < 1(x — 1)2, si x=1, continua en R
pues la funcién valor

absoluto y las funciones polinémicas son continuas en R

Six # 1, f es derivable (las funciones polinémicas lo son) siendo
ff(x)={—2(x—-1), six<12(x —1), six>1

lim f()=-2(1-1D=0= lm f@=201-1n=0 = fesderivableenx=1
x—-1 x-1

Por tanto, f es continua y derivableenR y f'(x)= {— 2(x — 1), six < 12(x — 1), six=1 = g(x)

Veamos si podemos aplicar el teorema de Rolle a la funcién g en el intervalo [0, 2]:

g(0)=-2(0-1)=2=g(2)=2(2-1) =2

lim g(x)=—2(1-1)=0-= lim+ gx)=g9g(1)=2(1 —1)=0 = gescontinuaenx=1

x—1 x—1

Luego, g es continua en R, en particular en [0, 2]

Parax # 1, g es derivable siendo g'(x) = {— 2, six < 12, six > 1

lim g'(x)=— 2+ lim+ g (x)=2 = gNOesderivableenx=1 = gNO es derivable en (0, 2)

x—1 x—1

Por tanto, NO se le puede aplicar el teorema de Rolle

(c) ¢Es simétrica la grafica de f con respecto a algiin punto?
Resolucién

fA+x)={—-— 1+ x — 1)2, sil+x<1(1+ x-— 1)2, sil + x=>1 ={—x2, Six<0x2, st x>0

fFA-x0)={-1-x-1", sil—x<1(1—-x-1 si1l —x21 ={—x, six> 0%, six<0 =—

Luego, f es simétrica respecto del punto (1, 0)

39.- Sea fla funcién definida en [0, +0) por

f(x)={2x + a, si0<x < 1% + b, si1l<x < 36x + ¢, si3<x

Contesta razonadamente las siguientes preguntas:

(a) ¢Es f continua en todo el intervalo [0, o) paraa=4,b=5 y c=-4?
Resolucién
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Paraa=4,b=5y c=-4, f(x)= {2x + 4, si0<x < 1x2 + 5, sil<x < 36x — 4, si3<x
Para x # 1, x # 3, f es continua porque las funciones polinémicas son continuas.

lim fx)=21+4=6= lim+ f)=f()= 1+ 5=6 = fescontinuaenx =1

x—1 x—-1

lim f(x)= 3’ +5=14= lim+ f(x)=f(1)=6.3 — 4 = 14 = fescontinuaenx =3

x—3 x—3

Respuesta. Si.

(b) ¢Es f derivable en todo el intervalo [0, c0) paraa=1,b=2 y c=3?
Resolucién

Paraa=1,b=2 y c=3,f(x)={2x + 1, si0<x < 1% + 2, sil<x < 36x + 3, si3zx
Parax # 1, x # 3, fes continua y derivable porque las funciones polinémicas son continuas.
Ademas, f'(x) = {2, si0<x < 12x, sil<x <36, si3 <x

lim f(x)=2.1+1=3-= lim+ f)=f1)= 1+ 2 =3 = fescontinuaenx =1

x—-1 x—=1

lim ff(x)=2= lim+ ff(x)= 2.1 = 2 = fesderivableenx=1

x—1 x—-1

lim f(x)=3"+2=11# lim f(x)= f(3)= 6.3 + 3 = 21 = fNO es continua en x =3y, por

x—3 x—3

tanto, tampoco derivable.

Respuesta: No, porque f no es derivable en x = 3 € [0, +0)

40.-Lacurvay(t) =1 + -t representa un rio. En el punto P(2, 0) hay una ciudad desde la que se
desea construir una tuberia rectilinea hasta el rio.
() ¢En qué punto Q del rio debe terminar la tuberia para que ésta sea lo mas corta posible?

Resolucién

Sea Q(t, V1 + £ — t) el punto de la curva que buscamos.

La funcién a minimizar es
2
FO)=dist'P, Q= -2 +Q1+t -t —0) =t —4t+4+1+¢t —t
F)=2—5t+5; F()=4t-5=0t = — ; f"(t)=4-f”(i)= 4 > 0= minimo en —
) 4 ) ) 4 4
2 \
El punto que se busca es Q(%, \/1 + (%) — % ):Q(%m /% ):>Q(%, \/iT)

(b) Comprueba que en dicho punto Q la tuberia es perpendicular al rio.
Resolucién
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2 , 2t—1 5 25 -1 - 3
Seag() =1+t —t,gt)=——m; g'(—)= = =
g() g() 2\/1+t2—t g(4) 2 1+(L)2_i 2% 21

(pendiente de la tangente al rio en Q)

4’ 4 3

Como P_>Q = (% — Z,Jii — 0) = (i ﬂ) ,1a pendiente de la tuberia es —az

—21

ngT .—— =— 1, concluimos en que el rio (en el punto Q) es

Al ser el producto de las pendientes

perpendicular a la tuberia.

41.- Sea fla funcién definida por f(x) = In(1 + x) y sea p(x) el polinomio dado
porp(x) = f(0) + f/(0)x + —f"(0)x". Calcula lim —L@=PO

x—0 X
Resolucién
Observa que p(0) = £(0) + f/(0)0 +—f"(0)0" = £(0); lim [O-p@ _ _f (°>0—2f(0> =
X = X
Indeterm.
Aplicamos L'Héplta] J}Ln}) % — J}l_{nO (%) _fg(l) -f7(0)x — £°(0) —féoo) -£7(0)0 _ %
Indeterm.

Aplicamos de nuevo L'Hépital:

: FO-fO-fOx] _ ffO-—f© _ ffO-f0 _ 0 _
o @y B T e R
Luego, aplicando la regla de L"Hopital, lirr}) sz(x) = 0.

X = X

Observa que el limite siempre vale 0, es indiferente la expresiéon algebraica que tenga la funcién f.

42.- Sean fy g las funciones definidas por f(x) =a + bx* +x* y g(x) =c-x°.

Calcula los valores de a, b, c de R de modo que las graficas de fy g se corten en el punto (1, 1) y sean
tangentes en dicho punto.
Resolucién

f(x) =a+ bx* +x* f'(x) = 2bx + 4x° : sx)=c-x> g% =-3%

Como las gréficas se cortan en (1, 1), entonces f(1) = g(1) =1=a+b1*+1*=c-13=1

Se obtiene,c=2 y a+b=0,b=-a.Luego, f(x) = -2ax + 4x> y g'(x) = -3x*

o[~

Como las gréficas son tangentes en (1, 1), entonces f'(1) =g'(1) = -2al + 4.1°=-3.1*=qa =
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Por tanto, a =%, b =_T7' c=2y f(x)=%—%x2 +x , gx)=2-%°
43.- Calcula el area del recinto limitado por las curvas cuyas ecuaciones
sonxzyz, Xx+2y=3,y=0, x=2.

Resolucién

La parabola y* = x tiene las ramas hacia la derecha, el vértice es (0, 0) y el eje de simetria es el eje X.

Cortes entre la parabola y la recta: {yz =xx+ 2y =3 ;y2 + 2y —3=0;
—2+-/4-41(-3) _ -2+4
2.1 -

2

y=1,x=1, punto (1, 1) ; y=-3,x=09,punto (9,-3)
x = 2 es larecta vertical que pasa por (2,0) e y=0eselejeX.

Para x = 2, en la rama positiva de la pardbolay =2 yenlarecta2 +2y=3 = y = %
Un esbozo del recinto seria:

I\

2 E

~x+2y=3

El area que se pidees A = A1 + A2

A, = [ \/x dx. Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = 32 =3
3 3
Por la regla de Barrow, A1 = p(1)— p(0) = 2\3{1_ — 2\3/0_ = i
f 3—x S S 3x - ;Z 6x —x°
A, = / >— dx. Una primitiva de la funcion integrando es q(x) = > =—
1
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2 2
Por la regla de Barrow, A2 =q(2)—q(1)= 6'24_2 — 6'14_1 = z
. : 2 3 17 2
Luego, el area que se pidees A = A1 + A2 =—=+t——=—]7=L42u
44 -
(a) La grafica de una funcion f es
2 3 X

]

1
i
1
i
1
L]
1
]
]
L]
I
I
]
I
I
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1
I
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i
]
—2
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]
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1
I
{
i
1
I
I
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i
1
I
r
i
!
1
1
1

Contesta razonadamente las siguientes preguntas:
(i) ¢En qué puntos no es f continua?
Resolucién
No es continua en x = -2 porque # f(-2). Ademas, tiene una discontinuidad de salto infinito

siendo lim f(x)=— oy lim+ f(x) =+

x— -2 x——2

No es continua en x = 3 porque aunque 3 f(3), lim f(x)= f(3)# lim+ f(x), tiene una
x—3 x—3

discontinuidad de salto finito

(ii) ;En qué puntos no es f derivable?
Resolucién
No es derivable en x = -2 (por no ser continua), x = 0 (la derivada en x = 0 es infinito porque su recta

tangente es x = 0), x = 2 (por no coincidir las derivadas laterales pues no son iguales las tangentes) ni

en X = 3 (por no ser continua).

(iii) ;Cuales son los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f?
Resolucién fes decreciente en (-, -1) - {-2} U (2, +) y creciente en el intervalo (-1, 2)
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(iv) ¢Cuales son los maximos absolutos y relativos de fen [-3, 4]?

Resolucién Maximo relativo en x = 2, no hay maximo absoluto porque lim . f(x) =+
x— =2

(b) De una funcidn g se sabe que es positiva y tiene derivada positiva en el intervalo (-oo, -2);

que g tiene, tanto por la derecha como por la izquierda, una asintota vertical en x = -2; que el minimo

absoluto de g se alcanza en x = 0 y vale g(0) = 0 pero g no es derivable en dicho punto; g es creciente en

[0, o0) siendo continua en dicho intervalo salvo una discontinuidad de salto en x = 3 y que cuando

X — +oo tiene una asintota oblicua. Teniendo en cuenta los datos anteriores, esboza la grafica de g.
Resolucién

Una posible grafica de g podria ser la siguiente:

I\

4

3 y = g(x)

|
w

I
=
o
N

.
‘

<

N
W
1N
(3]

45.- Estudiar la derivabilidad en x = 0 de f(x) = %3
Resolucién

., 3 ) 3. .
Usando la definicidn de valor absoluto, f(x) = {— x, six < 0x, six=0, continua en R pues la
funcion valor

absoluto y las funciones polinémicas son continuas en R.

Six # 0, f es derivable (las funciones polinémicas lo son) siendo
f'(x) ={- 3x2, six < O3x2, six >0
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lim f)=-30=0= lm fw=30"=0 = fesderivableenx=0
x=0 x—-0

46.- Dos lineas férreas se cortan perpendicularmente. Por cada linea avanza una locomotora (de longitud
despreciable), dirigiéndose ambas al punto de corte; sus velocidades son 60 y 120 km/h y han salido
simultdneamente de estaciones situadas, respectivamente, a 40 y 30 km del punto de corte.
(a) Hallar la distancia a la que se encuentran las locomotoras, en funcién del tiempo que pasa desde que
inician su recorrido.
Resolucién

Transcurrido un tiempo t, la posicién de las locomotoras vendra dada por

:'_"'30 —_—

120t-30

S s
v 0

120t " ! 60t-40]

FITTT TTTTTrTrTrIre

Aplicando el teorema de Pitagoras, la distancia entre las locomotoras sera:

s(®) = \/(120¢ — 30)> + (60t — 40)> = /14400 — 7200t + 900 + 3600¢> — 4800t + 1600

Operando y simplificando, s(£) = 1/18000¢> — 12000¢ + 2500 = 10/180¢" — 120t + 25

(b) Hallar el valor minimo de dicha distancia.
Resolucién

0120 - LS00 = 01800t — 600 = 0t = —

2+/180¢> — 120t + 25 ~/180t" — 120t + 25

Sit < %, s’(t) < 0 (s decreciente) ysit > %, s’(t) > 0 (s creciente)

s’(H) = 10

. 1 1 12 1 -
Minimo de s: t = -, s(~5-) = 10 \/180(T) — 120— + 25 = 10+/5=22,36

La distancia minima es, aproximadamente, 22,36 km y se alcanza parat = %h = 20 min

47.- ;Cuantos puntos hay en la funcién f(x) = |x* 4+ 6x + 8| que no tengan derivada? Justificar la
respuesta.
Resolucién

—6+/36—-418 _ —6+2

2
x + 6x + 8 =0x = T = 5

L, X =— 4, x =—2

Usando que la parabolay = X + 6x + 8 esconvexa, corta al eje X en -4 y -2 y la definicién de valor

absoluto, f(x) = {xz + 6x+ 8, six<—4 6 x=-—2 —x2 —6x — 8, si — 4 < x <— 2,continua
en R pues la funcion valor absoluto y las

funciones polinémicas son continuas en R.

Six # -4, x # -2, f es derivable (las funciones polindmicas lo son)

siendo f'(x) = {2x + 6, six <—4 6 x>—2 —2x —6, si —4 < x<—2
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lim_ f()=2(- H+6=-2# lm_f@=-20-4-6=2 = fNO es derivable en x = -4
x——4 x——4

lim f()==2(-2)-6=-2# lim f(x)=2(-2)+6=2 = fNO es derivableen x = -2
x- -2 x--2

Luego, hay dos puntos donde f no es derivables, x = -4, x = -2.
2

48.- Hallar los maximos y minimos de la funcién f(x) = e
Resolucién

2
f'(x)= 2x e =0ex=0;Six<0, f'(x) < 0 (f decreciente) y x > 0, f'(x) > 0 (f creciente)

2

Minimo relativo: x =0,y = f(0) = e’ = 1, punto (0, 1)

lim f(x)=e ® =+ oo . Por tanto, el minimo relativo también es absoluto y no hay maximos relativos
X — too

ni absolutos.

49.- La aceleracién de un movil que describe una trayectoria rectilinea es (en funcién del
tiempo t) a(t) = 4 — Tt . Se sabe que para t = 0 el moévil esta parado en la posicién x = 5.

a) ;Para qué valores de t es 0 la velocidad del mévil?
Resolucién
Por el teorema fundamental del calculo integral, la velocidad es

t

_t 2
U(t):fa(t)dt:f(él—?t)dtzél-t— ; +k=%+k

2
Como para t = 0 el movil estad parado, entonces v(0) = 0. Luego,% +k=0 k=0
2
v(t)= 2L = 064t —t' = (64 — t)= 0t = 0 6 t = 64

b) Hallar la variacion de la velocidad en el intervalo de tiempo (4, 8) y el espacio recorrido en ese
intervalo. Hallar la funcién de posicién de este mévil

Resolucién
2 2
s . ; 64.8 — 8 64.4—4 208
Lavariacion de velocidad serfav(8) — v(4) = —(— ——(— =~ = 13

Por el teorema fundamental del calculo integral, la funcién de posiciéon del mévil es
2 32t2 — i 2 3
_ [ 64—t _ 3 _ 96t —t
e®=Jv()dt = [ —p—dt =———+c=—p—+c

Como para t = 0 el movil estd parado en la posicién x = 5, entonces e(0) = 5.
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2 3 2 3 2 3
96.0° =0 96t —t 96t —t + 240
Luego, —z——+c¢c=5, ¢=5y e()=— 5 +5=—""1"—
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