
BAB III 

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR  TINGKAT SATU  NON HOMOGIN 

 
A.​ PD Liner Tingkat Satu Nonhomogen  

Persamaan PDB linear tingkat satu non homogen dapat ditulis sebagai berikut : 

​ ​                   ​​  𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦𝑃 𝑥( ) = 𝑄 𝑥( )                          ................ (1)

​ ​ ​ ​ ​  [𝑦𝑃(𝑥) – 𝑄(𝑥)] 𝑑𝑥 +  𝑑𝑦 =  0 
sehingga 
​ ​ ​  𝑀(𝑥, 𝑦) =  𝑦𝑃(𝑥) – 𝑄(𝑥)          𝑑𝑎𝑛          𝑁(𝑥, 𝑦) =  1

sekarang  
​ ​ ​

 ∂𝑀(𝑥,𝑦)
∂𝑦 = 𝑃 𝑥( )                𝑑𝑎𝑛       ∂𝑁(𝑥,𝑦)

∂𝑥 = 0
​  
dengan demikian persamaan ini bukan PD eksak, sehingga perlu dilakukan faktor 

integrasi. Faktor integrasi dipilih tergantung pada , yaitu μ(x) sedemikian sehingga : 𝑥

​ ​ ​      𝑥( )  𝑦𝑃 𝑥( )– 𝑄 𝑥( )( )𝑑𝑥 +  𝑥( )𝑑𝑦 =  0

merupakan persamaan eksak yang berakibatkan bahwa     ∂𝑀(𝑥,𝑦)
∂𝑦 =  ∂𝑁(𝑥,𝑦)

∂𝑥

 ∂ 𝑥( )  𝑦𝑃 𝑥( )– 𝑄 𝑥( )( )( )
∂𝑦 =  ∂( 𝑥( ))

∂𝑥

 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥 = ∂( 𝑥( ))
𝑥( ) ∫ 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥 = ∫ ∂( 𝑥( ))

𝑥( )

sehingga ​                              

​​  ​ ​             ln 𝑙𝑛 µ = ∫ 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥 

 µ(𝑥) = 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

       ;    π > 0
​ ​ ​ ​ ​  

Kemudian kalikan μ dengan persamaan (1) diperoleh : 

 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦𝑃 𝑥( )( ) = 𝑄 𝑥( )𝑒

∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥
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​ ​   𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦𝑒

∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥
𝑃 𝑥( ) =  𝑄 𝑥( )𝑒

∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

 
yang mana hal ini sama dengan  

 𝑑
𝑑𝑥 𝑦𝑒

∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥
⎛

⎝

⎞

⎠

= 𝑄 𝑥( )𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

​          
atau​        ​

 𝑦𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

= ∫ 𝑄 𝑥( )𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

               
atau ​ ​  
 
 
 
disebut persamaan Bernaulli 
Selanjutnya persamaan yang berbentuk 

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦𝑃 𝑥( ) = 𝑦𝑛𝑄 𝑥( )                   ……………..      (2)

persamaan (2) setara) 

 𝑦−𝑛 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦−𝑛𝑃 𝑥( ) = 𝑄 𝑥( )              ……………..      (3)

Misalkan   𝑣 = 𝑦1−𝑛      , 𝑑𝑣
𝑑𝑦 = 1 − 𝑛( )𝑦−𝑛

Sehingga  

 𝑑𝑦
𝑑𝑣 = 𝑦𝑛

1−𝑛
𝑑𝑣
𝑑𝑥  

 

(3) menjadi 

 𝑑𝑣
𝑑𝑥 + 1 − 𝑛( )𝑃 𝑥( )𝑣 = 1 − 𝑛( )𝑄(𝑥)

​ ​ ​   

misalkan ) sehingga persamaan (3) 𝑃
𝑝
(𝑥) =  (1 − 𝑛)𝑃(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑄

𝑞
(𝑥) =  (1 − 𝑛)𝑄(𝑥

di atas dapat direduksi ke dalam bentuk  
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​
 𝑑𝑣

𝑑𝑥 + 𝑣𝑃
𝑝

𝑥( ) = 𝑄
𝑞
(𝑥)

 
 
adalah persamaan(1), sehingga teknik penyelesaiannya sama. 
 
Contoh 1.​ Selesaikan persamaan diferensial    𝑑𝑦

𝑑𝑥 + 1
2 𝑦 = 2 + 𝑥    ;    𝑦 0( ) = 2

Penyelesaian 1 : 
Diketahui  𝑃 𝑥( ) = 1

2        ;          𝑄 𝑥( ) = 2 + 𝑥
Faktor Integrasi : 

 µ = 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

= 𝑒
∫ 1

2 𝑑𝑥
= 𝑒

1
2 𝑥

 
 

 𝑦 = 𝑒
−∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

∫ 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑄 𝑥( )𝑑𝑥 + 𝐶

 𝑦 = 𝑒
− 1

2 𝑥
∫ 𝑒

1
2 𝑥

(2 + 𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶

 𝑦 = 𝑒
− 1

2 𝑥
∫ 2𝑒𝑥/2 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥𝑒𝑥/2𝑑𝑥 + 𝐶( )

 𝑦 = 𝑒
− 1

2 𝑥
(4𝑒

𝑥
2 + 2𝑥𝑒

𝑥
2 − 4𝑒

𝑥
2 + 𝐶  

 𝑦 = 2𝑥 − 𝐶𝑒
𝑥
2               ∎ 
 

merupakan penyelesaian umum. 
Penyelesaian partikulir (khusus)  persamaan difeensial : untuk  𝑦 0( ) = 2

 𝑦 = 2𝑥 − 𝐶𝑒
𝑥
2

 2 = 2 0( ) − 𝐶𝑒
0
2 = 0 − 𝐶

 𝑐 =− 2

 𝑦 = 2𝑥 + 2𝑒
𝑥
2

 
Jika di gambar  grafik fungsi dari sebagai berikut :   
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​ ​ ​ ​ Gambar 1. Kurva integral  𝑦' + 1

2 𝑦 = 2 + 𝑥    
 
Contoh 2.​ Selesaikan persamaan diferensial  

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 2𝑦 = 4 − 𝑥       ; 𝑦 0( ) =− 2

Penyelesaian 2 :  
Diketahui bahwa  𝑃 𝑥( ) =− 2        ;   𝑄 𝑥( ) = 4 − 𝑥
 
 
Faktor Integrasi : 

 µ = 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

= 𝑒
∫−2𝑑𝑥

= 𝑒−2𝑥 
 
Kemudian subtiutsikan ke bentuk persamaan dibawah ini : 

 

 𝑦 = 𝑒
−∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

∫ 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑄 𝑥( )𝑑𝑥 + 𝐶

 𝑦 = 𝑒−(−2𝑥) ∫ 𝑒−2𝑥(4 − 𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶

 𝑦 = 𝑒2𝑥 ∫ 4𝑒−2𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑒−2𝑥𝑑𝑥 + 𝐶( )
 𝑦 = 𝑒2𝑥(− 2𝑒−2𝑥 + 1

2 𝑥𝑒−2𝑥 + 1
4 𝑒−2𝑥 + 𝐶  

 𝑦 =− 2 + 1
2 𝑥 + 1

4 + 𝐶𝑒2𝑥             
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 𝑦 =− 7
4 + 1

2 𝑥 + 𝐶𝑒2𝑥                 ∎
merupakan penyelesaian umum. 
Penyelesaian partikulir (khusus) untuk  𝑦 0( ) = 2

 𝑦 =− 7
4 + 1

2 𝑥 + 𝐶𝑒2𝑥                 

 2 =− 7
4 + 0 + 𝐶

 𝑐 = 15
4

 𝑦 =− 7
4 + 1

2 𝑥 + 15
4 𝑒2𝑥        ∎

Merupakan penyelesaian partikulir persamaan diferensial : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
​ ​ ​ ​ Gambar 2. Kurva Integral  𝑦' − 2𝑦 = 4 − 𝑥
 
 
 

Contoh 3.​ Carikan penyelesaian umum dari PD    𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 = 4𝑥

Penyelesaian 3:  diketahui :  ; ​  𝑃 𝑥( ) =  2𝑥      𝑄(𝑥) =  4𝑥

Maka faktor integral (FI)​   µ = 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

= 𝑒
∫2𝑥𝑑𝑥

= 𝑒𝑥2

Sekarang gunakan rumus  

 𝑦 = 𝑒
−∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

∫ 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑄 𝑥( )𝑑𝑥 + 𝐶
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 𝑦 = 𝑒−𝑥2

∫ 𝑒𝑥2

(4𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶

 𝑦 = 𝑒−𝑥2

∫ 4𝑥𝑒𝑥2

 𝑑𝑥 + 𝐶( )
 𝑦 = 𝑒−𝑥2

(2𝑒𝑥2

+ 𝐶  

 𝑦 = 2 + 𝐶𝑒−𝑥2

            ∎    
 
merupakan penyelesaian umum. 
 

Contoh 4.​ Selesaikan penyelesaian umum dari PD     𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 𝑦 = 𝑥𝑦5

Penyelesaian 4: ​ ​  

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 𝑦 = 𝑥𝑦5                                    ………   (4. 1)

Transformasikan :​ ​   

  𝑣 = 𝑦−4 
Diturunkan terhadap , diperoleh : 𝑦

 𝑑𝑣
𝑑𝑦 = − 4𝑦−5      =>      𝑑𝑦

𝑑𝑣 =− 1
4 𝑦5

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

𝑑𝑣
𝑑𝑣
𝑑𝑥 =− 1

4 𝑦5 𝑑𝑣
𝑑𝑥                             ……..    (4. 2)

Persamaan (1) dikalikan dengan  peroleh : 1

𝑦5  ,  𝑑𝑖

 1

𝑦5
𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 𝑦( ) = 1

𝑦5 𝑥𝑦5( )
 𝑦−5 𝑑𝑦

𝑑𝑥 − 𝑦( ) = 𝑥             ……………  (4. 3)
Lalu subtitusikan ke pers. (2) ke pers. (3), mengubah persamaan menjadi : 

 𝑦−5 − 1
4 𝑦5 𝑑𝑣

𝑑𝑥 − 𝑦( ) = 𝑥  

 − 1
4

𝑑𝑣
𝑑𝑥 − 𝑦−4( ) = 𝑥

 𝑑𝑣
𝑑𝑥 + 4𝑣( ) =− 4𝑥

Persamaan sudah terbentuk menjadi persamaan diperensial linear non homogen. 

Diketahui  ​dan ​  𝑃(𝑥) =  4 𝑄(𝑥) =  −  4𝑥
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Faktor integrasi          µ = 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

= 𝑒
∫4𝑑𝑥

= 𝑒4𝑥

Maka ​ ​   

    𝑦𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

= ∫ 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑄 𝑥( )𝑑𝑥 + 𝐶

​

 𝑣 𝑒4𝑥 = ∫ 𝑒4𝑥(− 4𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶

 𝑣𝑒4𝑥 =− 4∫ 𝑥𝑒4𝑥𝑑𝑥 + 𝐶 =− 4( 1
4 𝑥𝑒4𝑥 − 1

16 𝑒4𝑥 + 𝐶

 𝑣𝑒4𝑥 =− 𝑥𝑒4𝑥 + 1
4 𝑒4𝑥 + 𝐶

 𝑣 =− 𝑥 + 1
4 + 𝐶𝑒−4𝑥 

Sekarang  di ganti dengan , Diperoleh :​𝑣 𝑦−4

 𝑦−4 =  1
4 − 𝑥 +  𝐶 𝑒4𝑥        ∎

Merupakan PUPD 
 

Contoh 5.​ Selesaikan  𝑑𝑦
𝑑𝑡 + 𝑦 = 4𝑦4𝑒𝑡        𝑦 1( ) = 2

Penyelesaian : 
 𝑑𝑦

𝑑𝑡 + 𝑦 = 4𝑦4𝑒𝑡                                         ………   (5. 1)

Transformasikan           𝑣 = 𝑦−3         𝑑𝑣
𝑑𝑦 =− 3𝑦−4    ; 𝑑𝑦

𝑑𝑣 =− 1
3 𝑦4 

 𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝑑𝑦

𝑑𝑣
𝑑𝑣
𝑑𝑡 =− 1

3 𝑦4 𝑑𝑣
𝑑𝑡                                   ………   (5. 2)

 
Pers. (5.2) subtitusikan ke pers. (5.1), mengubah persamaan menjadi : 

 − 1
3 𝑦4 𝑑𝑣

𝑑𝑡  + 𝑦 = 4𝑦4𝑒𝑡

 𝑑𝑣
𝑑𝑡( ) − 3𝑦−3 =− 4

3 𝑒𝑡

 
 𝑑𝑣

𝑑𝑡 − 3𝑣 =− 4
3 𝑒𝑡                ………   (5. 3)

Pers. (5.3) merupakan persamaan diferensial linear non homogen. 

Diketahui :    dan   𝑃 𝑡( ) =− 3 𝑄 𝑡( ) =− 4
3 𝑒𝑡
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Faktor integrasi ​

 µ = 𝑒
∫𝑃 𝑡( )𝑑𝑡

= 𝑒
∫−3𝑑𝑡

= 𝑒−3𝑡

Maka ​ ​   

    𝑣𝑒
∫𝑃 𝑡( )𝑑𝑡

= ∫ 𝑒
∫𝑃 𝑡( )𝑑𝑡

𝑄 𝑡( )𝑑𝑡 + 𝐶

​

 𝑣 𝑒−3𝑡 = ∫ 𝑒−3𝑡(− 4
3 𝑒𝑡)𝑑𝑡 + 𝐶

 𝑣𝑒−3𝑡 =− 4
3 ∫ 𝑒−2𝑡𝑑𝑡 + 𝐶 = 2

3 𝑒−2𝑡 + 𝐶

 𝑣 = 2
3 𝑒𝑡 + 𝐶𝑒−3𝑡 

Sekarang  kita ganti dengan  𝑣 𝑦−3

 𝑦−3 = 2
3 𝑒𝑡 + 𝐶𝑒−3𝑡              ∎ 

Ini merupakan penyelesaian umum yang diminta 

Penyelesaian khusus jika    𝑦 1( ) = 2

 𝑦−3 = 2
3 𝑒𝑡 + 𝐶𝑒−3𝑡

 (2)−3 = 2
3 𝑒1 + 𝐶𝑒−3(1)

 1
8 = 2𝑒

3 + 𝐶

𝑒3

 
  

 𝐶 = 1
8 − 2𝑒

3( )𝑒3 = 𝑒3

8 − 2𝑒4

3
Penyelesaian khusus PPPD : 

 𝑦−3 = 2
3 𝑒𝑡 + 𝑒3

8 − 2𝑒4

3( )𝑒−3𝑡            ∎

   
 
 
 
 
B.​ Metode Lagrange (Metode Variasi Konstanta)  

Persamaan diferensial linier tingkat satu: 
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​ ​ ​​ ​ .........................​ (5) 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑃 𝑥( )𝑦 = 𝑄 𝑥( )

Penyelesaian umum dari PD persamaan (5) dapat diikuti langkah-langkah sebagai berikut: 

Langkah 1: 

Perhatikan bentuk PD linear tingkat satu homogen  

​ ​ ​ ​ ​ .......................... ​ (6) 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑃 𝑥( )𝑦 = 0

Persamaan (6) ini disebut persamaan tereduksi, dan merupakan persamaan diferensial 

linier tingkat satu, dimana perubahnya mudah dipisahkan. Penyelesaian persamaan (6) 

disebut penyelesaian tereduksi, yaitu: 

​ ​  𝑑𝑦
𝑦 + 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥 = 0

Bila diintegralkan didapat:​

 ∫ 𝑑𝑦
𝑦 + ∫ 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥 = 𝐶

1

 ln 𝑙𝑛 𝑦 +  ∫ 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥 = ln 𝑙𝑛 𝐶
1
 

 ln 𝑙𝑛 𝑦 − ln 𝑙𝑛 𝐶
1
  = ∫− 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

 ln 𝑙𝑛 𝑦
𝐶

1
 = ∫− 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

 𝑦 = 𝐶
1
𝑒

∫−𝑃 𝑥( )𝑑𝑥
                                        ………   (7)

​ ​ ​ ​  

Persamaan (7) merupakan penyelesaian umum dari persamaan (5) yang disebut 

penyelesaian tereduksi, sedang C1 adalah konstanta sembarang.  

Langkah 2: 

Pandang C1 sebagai fungsi dari , dan akan dicari C1 sehingga persamaan (6) merupakan 𝑥

penyelesaian persamaan (5). 

Untuk mencari C1, persamaan (7) didiferensiir ke- , didapat: 𝑥
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 𝑑
𝑑𝑥 ln 𝑙𝑛 𝑦 +  ∫ 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥( ) = 𝑑

𝑑𝑥 (ln 𝑙𝑛 𝐶
1
) 

 1
𝑦  𝑑𝑦 + 𝑃 𝑥( )𝑑𝑥 = 1

𝐶
1

𝑑𝐶
1

𝑑𝑥  

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑃 𝑥( )𝑦 = 𝑦 1

𝐶
1

𝑑𝐶
1

𝑑𝑥                                   ………   (8) 

Ruas kiri persamaan (8) sama dengan ruas kiri persamaan (4), maka: 

 𝑦
𝐶

1

𝑑𝐶
1

𝑑𝑥 = 𝑄(𝑥)

Bila y diganti dengan persamaan (6) didapat:  

 
𝐶

1
𝑒

∫−−𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝐶
1

𝑑𝐶
1

𝑑𝑥 = 𝑄(𝑥)

 𝑒
−∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

 𝑑𝐶
1

= ∫ 𝑄 𝑥( )𝑑𝑥

 ∫ 𝑑𝐶
1

=  ∫ 𝑄 𝑥( )𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑑𝑥

​ ​ ​ ​ ​

 𝐶
1

=  ∫ 𝑄 𝑥( )𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑑𝑥 + 𝐶
2
      ………   (9)

C1 dari persamaan (9) inilah yang memenuhi persamaan (5) sehingga didapat: 

 𝑦 =  ∫ 𝑄 𝑥( )𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑑𝑥 + 𝐶
2

⎛

⎝

⎞

⎠

𝑒
−∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

Jadi penyelesaian umum dari persamaan diferensial Bernaulli adalah:  

​ ​ ​ ​ ​  

​ ​ ​ ​ ​  

 

Jadi disimpulkan bahwa metode bernaulli dan metode langrange dapat  mencari 

penyelesaian umum dari persamaan diferensial linier tingkat satu. 

Contoh 6.​ Tentukan penyelesaian umum pada contoh 1 :  𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 1

2 𝑦 = 2 + 𝑥    
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Penyelesaian 6. Dimana  𝑃 𝑥( ) = 1
2        𝑑𝑎𝑛 𝑄 𝑥( ) = 2 + 𝑥

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 1

2 𝑦 = 2 + 𝑥                          ………   6. 1( )
pers.(6.1) diubah menjadi persamaan diferensial homogen  

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 1

2 𝑦 = 0

 𝑑𝑦
𝑦 + 1

2 𝑑𝑥 = 0

 ln 𝑙𝑛 𝑦 + 1
2 𝑥 = 𝐶

1
 

 ln 𝑙𝑛 𝑦 + ln 𝑙𝑛 𝑒
1
2 𝑥

= ln 𝑙𝑛 𝐶
1
   

ln  ln 𝑙𝑛 𝑦 =  ln 𝑙𝑛 𝐶
1
 − 𝑒

1
2 𝑥

 𝑦 = 𝐶
1
𝑒

− 1
2 𝑥

                        …………(6. 2)
Lalu pers. (6.2) diturukan terhadap , diperoleh : 𝑥

 1
𝑦 𝑑𝑦 + 1

2 𝑑𝑥 = 1
𝐶

1
𝑑𝑐

1

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 1

2 𝑦 = 𝑦
𝐶

1

𝑑𝑐
1

𝑑𝑥

 𝑄(𝑥) = 𝑦
𝐶

1

𝑑𝑐
1

𝑑𝑥

 2 + 𝑥 = 𝑒
− 1

2 𝑥 𝑑𝑐
1

𝑑𝑥

 𝑒
1
2 𝑥

2 + 𝑥( )𝑑𝑥 = 𝑑𝐶
1

 ∫ 2𝑒
1
2 𝑥

+ 𝑥𝑒
1
2 𝑥( )𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝐶

1

 4𝑒
1
2 𝑥

+ 2𝑥𝑒
1
2 𝑥

− 4𝑒
1
2 𝑥

+ 𝐶
2

= 𝐶
1
                      

 2𝑥𝑒
1
2 𝑥

+ 𝐶
2
   = 𝑦 𝑒

𝑥
2          

 𝑦 =    2𝑥 − 𝐶𝑒
− 𝑥

2         ∎         
Merupakan  penyelesaian persamaan diferensial linear non homogen : 
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Contoh 7.​ Selesaikan persamaan diferensial ​  𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥 = cos 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

Penyelesaian 7.  

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥 = cos 𝑐𝑜𝑠 𝑥         …….   (7. 1)

Pers(7.1) dibentuk menjadi persamaan Homogen diperoleh : 

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 0

 𝑑𝑦
𝑦 +  𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 0

 ∫ 𝑑𝑦
𝑦 +  ∫ 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐶

1

 ln 𝑙𝑛 𝑦 + ln 𝑙𝑛 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = ln 𝑙𝑛 𝐶
1
               ……….    (7. 2)    

 𝐶
1

= 𝑦 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥                                  ……….    (7. 3)
Pers. (7.3) diturukan terhadap , diperoleh: 𝑥

 𝑑𝐶
1

= sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑦 + 𝑦 cos 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥  

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥( ) 𝑦 =  

𝑑𝐶
1

sin𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥  

 𝑄(𝑥) =  
𝑑𝐶

1

sin𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥

 cos 𝑐𝑜𝑠 𝑥 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  
𝑑𝐶

1

𝑑𝑥
  𝑑𝑥 = 𝑑𝐶

1
 

  𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝐶
1
 

 1
2 𝑥 + 𝐶

2
= 𝐶

1
Jika , subtitusikan kepars. (7.2), diperoleh penyelesaian persamaan 𝐶

1
= sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

diferensial : 

 1
2 𝑥 + 𝐶

2
=  𝑦 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

 𝐶
2

= 𝑦 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 1
2 𝑥  

 𝑦𝑠𝑖𝑛 𝑥 =+ 𝐶
2

= 0 
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 𝑦 = 1
2 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶

sin𝑠𝑖𝑛 𝑥  

 𝑦 = 1
2 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥             ∎

 

Contoh 8.​ Dengan metode integrase (bernaulli) tunjukkan bahwa persamaan 

diferensial  

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥 = cos 𝑐𝑜𝑠 𝑥            𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ 𝑦 = 1

2 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥 
Penyelesian 8 : Soal ini akan diselesaikan dengan metode faktor integrasi  

​ Diketahui bahwa ​ ​  𝑃 𝑥( ) = 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥       𝑑𝑎𝑛 𝑄 𝑥( ) = cos 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

Faktor integrasi   

 𝑣 = 𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

= 𝑒
∫𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥

= sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 
PUPD​ :​  

 𝑦𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

=  ∫ 𝑄 𝑥( )𝑒
∫𝑃 𝑥( )𝑑𝑥

𝑑𝑥 + 𝐶⎛

⎝

⎞

⎠
 

 𝑦 𝑠𝑖𝑛𝑥 =  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 +  𝐶
1
 

​  𝑦 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 1
2 𝑥 + 𝐶

1
   

 𝑦 = 1
2 sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑥                  ∎

 Penyelesaian yang dicari. 

dapat disimpulkan bahwa cara faktor integrasi sama hasilnya dengan metode langrange. 

Anda dapat menggunakan salah satu metode (cara ) di atas untuk menyelesaian persamaan 

PD tingkat satu linear non homogin. 

 
D.​ Soal-Soal Latihan 

Carilah penyelesaian umum dan penyelesaian khusus, jika ada dari PD : 

1.​ Selesaikan PD ;   𝑦' + 𝑦
𝑥 = 𝑦−2(𝑥4 + 4)
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2.​ Selesaikan PD :    𝑦' − 𝑥𝑦 =− 𝑦3𝑒−𝑥2

3.​ Selesaikan PD :   𝑦' + 𝑦 = 𝑦2(cos 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥)  

4.​ Selesaiak PD   :   𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦 tan 𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑦3 sec 𝑠𝑒𝑐 𝑥 

5.​ Selesaikan PD :   𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 𝑥

2𝑦 + 1
2 𝑥3 cos 𝑐𝑜𝑠 𝑦 = 0

6.​ Selesaikan PD :   𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑥𝑦 = 𝑦3𝑥3

7.​ Selesaikan PD :   :  𝑥𝑦' + 2 = 𝑥3(𝑦 − 1) 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑦 =  0   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑥 =  1

8.​ Selesaikan PD :         ; jika  untuk  𝑦' + 𝑦 = 12𝑦2 𝑒2𝑥 𝑦 =  1 𝑥 =  𝑎

9.​ Tentukan penyelesaian persamaan diferensial : 

​ ​   𝑦 – 𝑑𝑦
𝑑𝑥  𝑐𝑜𝑠 𝑥 =  𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝑥 (1 – 𝑠𝑖𝑛 𝑥)

10.​Tentukan penyelesaian persamaan diferensial : 

​ ​  3𝑥 𝑑𝑦 =  𝑦 (1 +  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 – 3 𝑦3 𝑠𝑖𝑛 𝑥) 𝑑𝑥

11.​Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :​

               𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 𝑥

1−𝑥2 𝑦 =  𝑥 𝑦4 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝑥

12.​Tentukan penyelesaian persamaan diferensial : 

​ ​   𝑑𝑦
𝑑𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 – 𝑦 =  𝑦4 (1 +  𝑐𝑜𝑠 𝑥)

13.​Tentukan penyelesaian persamaan diferensial : 

​ ​   𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 𝑦 𝑡𝑎𝑛 3𝑥 =−   𝑦4 (1 + 3𝑥 𝑡𝑔 3𝑥 + 3 𝑠𝑒𝑐 3𝑥)

      yang memenuhi syarat untuk erdapat  𝑥 =  0 𝑡 𝑦 = 1
2

14.​Tentukan penyelesaian persamaan diferensial : 

​ ​  𝑥2 – 1( )𝑑𝑦
𝑑𝑥   +  𝑥 (𝑦 – 2 𝑥2 – 1) =  0

15.​Tentukan penyelesaian persamaan diferensial : 
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​       ​ ;  yang memenuhi syarat, untuk  maka 𝑑𝑦
𝑑𝑥 +  𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑥 =  𝑠𝑖𝑛 2𝑥 𝑥 =  0

​  𝑦 =  0
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