BAB III
PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR TINGKAT SATU NON HOMOGIN

A. PD Liner Tingkat Satu Nonhomogen

Persamaan PDB linear tingkat satu non homogen dapat ditulis sebagai berikut :
d
L+ yP)=Q®) (1

[yP(x) -Q(x)]dx + dy = 0

sehingga
M(x,y) = yP(x)-Q(x)  dan  N(xy) = 1
sekarang
oM(xy) _ ON(xy) _
5y = P(x) dan = 0

dengan demikian persamaan ini bukan PD eksak, sehingga perlu dilakukan faktor

integrasi. Faktor integrasi dipilih tergantung pada x, yaitu p(x) sedemikian sehingga :

() (yP()-Q(x)dx + (x)dy = 0

merupakan persamaan eksak yang berakibatkan bahwa ang,y ) = Ny
y 0x
I()(YPX)-Q()) _  _9((x)
dy 0x
P(x)dx =ﬂ(%lf P(x)dx = fﬂ(%lL
sehingga
Inlnp = [ P(x)dx
[P(x)dx
wx) =e ; mT>0
Kemudian kalikan p dengan persamaan (1) diperoleh :
JP(x)dx [P(x)dx

e (Z—z + yP(x)) = Q(x)e
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[P(x)dx 4 fP(x)dx [P(x)dx
e d—i’ + ye P(x)= Q(x)e

yang mana hal ini sama dengan
JP(x)dx [P(x)dx
—| ve = Q(x)e

atau

JP(x)dx JP(x)dx

ye = [ Q(x)e

atau

disebut persamaan Bernautii
Selanjutnya persamaan yang berbentuk

% + yP(x) = ynQ(x) ................. (2)
persamaan (2) setara)
YLy P = Q) 3)
1-n

Misalkan v = y j—y =1 -ny "

Sehingga

dy yn dv
dv 1-n dx

(3) menjadi

L+ - mPEY =1 - n)Q(x)

misalkan Pp(x) = (1 — n)P(x)dan Qq(x) = (1 — n)Q(x) sehingga persamaan (3)

di atas dapat direduksi ke dalam bentuk
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dv —
T UPp(x) = Qq(x) --------

adalah persamaan(1), sehingga teknik penyelesaiannya sama.

Contoh 1. Selesaikan persamaan diferensial % + %y =2+x ; y0)=2

Penyelesaian 1 :
Diketahui P() =~ ; Q) =2+ x
Faktor Integrasi :

[P(x)dx [Lax 1
L=e =e =e

—[P(x)dx fP(x)dx
y=e Je Q(x)dx + C

1
y=e 2xfezx(z—i-x)dx+(]

_L
y=e a fZex/2 dx + fxex/zdx + C

X X X

1, = x x
y=e 2x(élez + 2xe’ — 4e* + C
y = 2x — Ce? [ |

merupakan penyelesaian umum.
Penyelesaian partikulir (khusus) persamaan difeensial : untuk y(0) = 2

y=2x—Ce7

0
2=2(0)—-Ce’=0-¢C
c =—
y=2x+2€7

Jika di gambar grafik fungsi dari sebagai berikut :
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Gambar 1. Kurva integral y' + %y =2+4+x

Contoh 2. Selesaikan persamaan diferensial
Ay — 4 _ : -
o 2y=4—-—x 5y0)=-2

Penyelesaian 2 :
Diketahui bahwa P(x) =— 2 ; Q(x)=4 — x

Faktor Integrasi :

[P(x)dx [—2dx
n=e =e =e

Kemudian subtiutsikan ke bentuk persamaan dibawabh ini :

—[P(x)dx [P(x)dx
y=e [e Q(x)dx + C

y=e (e 4 - xydx + C

y=e|[4e P dx — [xe Pdx + C

2 -2 -2 -2
y=ex(—26 x+%xe x+%e “+c

2
y=—2+ox+4+Ce
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y=—%+%x+€e2x |
merupakan penyelesaian umum.
Penyelesaian partikulir (khusus) untuk y(0) = 2

2
y=—%+%x+€ex
2=—2+0+C

- 13

€=
2
y=— L4ty 4L

Merupakan penyelesaian partikulir persamaan diferensial :

y
02 04 06 08 1 1.2 1.4 16 1.8 2

_E —
8 ; ~ N
AN \
-4
Gambar 2. Kurva Integral y' —2y=4—x
Contoh 3. Carikan penyelesaian umum dari PD % + 2xy = 4x

Penyelesaian 3:_diketahui: P(x) = 2x ;Q(x) = 4x

[P(x)dx [2xdx 2
Maka faktor integral (FI) n=e =e =e

Sekarang gunakan rumus
—[P(x)dx [P(x)dx

y=e Je Q(x)dx + C
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2 2
y=e¢  [e (4x)dx + C
—xz xz
y=e (f4xe dx+C)

2 2
y=e (28 +¢C
2
y=2+Ce " n

merupakan penyelesaian umum.

Contoh 4. Selesaikan penyelesaian umum dari PD Z—z -y = xy5
Penyelesaian 4:
d 5
—d‘f - y=Xxy e 4.1
Transformasikan :
—4
v=y
Diturunkan terhadap y, diperoleh :
dv =5 _ dy _ 1.5
i A TR v
dy _dydv 1 5dv
T = g e —— Y e (4.2)

Persamaan (1) dikalikan dengan % , di peroleh :
y

_5 d
y (—d%—y)=x ............... (4.3)
Lalu subtitusikan ke pers. (2) ke pers. (3), mengubah persamaan menjadi :

-5 1 5dv
y (- y)=x

_Ldv
( 4 dx y )_ x
(% + 417) =— 4x

X

Persamaan sudah terbentuk menjadi persamaan diperensial linear non homogen.

Diketahui P(x) = 4dan Q(x) = — 4x
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[P(x)dx [4dx

Faktor integrasi n=e =e =™
Maka
[P(x)dx [P(x)dx
ye =Je Qx)dx + C
ve” = fe4x(— 4x)dx + C
ve* =— 4fxe4xdx + C =— 4(%xe4x — %e“ + C
ve™ =— xe + %e“ + C
v=—x+%+ ce ™
Sekarang v di ganti dengan y_4, Diperoleh :
—4 1 4x
= - —x+ Ce ]
Merupakan PUPD

Contoh 5. Selesaikan% +y= 4y4et y(1)= 2

Penyelesaian :

d 4t
Liy=4ye L. (5.1)
Transformasikan v = y_3 3—; =— 3y_4 ;% = % 4
dy _ dy dv _ 1 4dv

dt - dU dt - 3y dt ......... (5. 2)

Pers. (5.2) subtitusikan ke pers. (5.1), mengubah persamaan menjadi :

1 4 dv _ 4t
-5y ty=4ye
dv -3 4 t
(G) -3 =3
dv 4t
7—3‘[) :—?e ......... (53)

Pers. (5.3) merupakan persamaan diferensial linear non homogen.
Diketahui : P(t) =— 3 dan Q(t) =— ¢’
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Faktor integrasi

[P(t)dt [—3dt
L=e =e =e

-3t

Maka

[P(t)dt [P(t)dt
ve =fe Q(dt + C

ve "= [e (- 2ehde + C

-3 2 2
ve t=—%fe tdt+C=%e ‘¥ c

2t -3t
v =-e + Ce

Sekarang v kita ganti dengan y_3

-3 -3
y :%et+ Ce [ |

Ini merupakan penyelesaian umum yang diminta

Penyelesaian khusus jika y (1) = 2

-3 -3
y = %et + Ce ‘
-3 1 -3(1
(2) = %e + ce*W
1 _ 2 , C
T3 TS
(L _ 2\ 3_ ¢ _ 2
- (8 3 )e 8 3
Penyelesaian khusus PPPD :
-3 2t e3 294 -3t
y =3¢ + 5 3 [ |

B. Metode Lagrange (Metode Variasi Konstanta)

Persamaan diferensial linier tingkat satu:
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Z_z_l_ P(x)y — Q(X) ......................... (5)

Penyelesaian umum dari PD persamaan (5) dapat diikuti langkah-langkah sebagai berikut:
Langkah 1:

Perhatikan bentuk PD linear tingkat satu homogen
Ay —
o TPy =0 (6)

Persamaan (6) ini disebut persamaan tereduksi, dan merupakan persamaan diferensial
linier tingkat satu, dimana perubahnya mudah dipisahkan. Penyelesaian persamaan (6)

disebut penyelesaian tereduksi, yaitu:
L 4+ P(x)dx = 0

Bila diintegralkan didapat:

[+ [P@)dx = C

Ininy + [P(x)dx = Inln C1
Inlny — Inln C1 = [— P(x)dx

In ln—g’T = [— P(x)dx

[—P(x)dx
y = Cle ......... (7)

Persamaan (7) merupakan penyelesaian umum dari persamaan (5) yang disebut
penyelesaian tereduksi, sedang C, adalah konstanta sembarang.

Langkah 2:

Pandang C, sebagai fungsi dari x, dan akan dicari C,; sehingga persamaan (6) merupakan
penyelesaian persamaan (5).

Untuk mencari C,, persamaan (7) didiferensiir ke-x, didapat:
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%(m ny + | P(x)dx) =-=—(ninC)

1 1 dc1
Tdy + P(x)dx = T i

dy R
e P(x)y = yC—l o e (8)

Ruas kiri persamaan (8) sama dengan ruas kiri persamaan (4), maka:

dac
X5 = 0w

Bila y diganti dengan persamaan (6) didapat:

[——P(x)dx
e

1 ¢
& o™

1

—[P(x)dx
e dc = [ Q(x)dx

[P(x)dx

del = [Qx)e dx

[P(x)dx
C, = [Q(x)e dx +C, e (9)

C, dari persamaan (9) inilah yang memenuhi persamaan (5) sehingga didapat:

JP(x)dx —[P(x)dx
y=|fQx)e dx+C2 e

Jadi penyelesaian umum dari persamaan diferensial Bernaulli adalah:

Jadi disimpulkan bahwa metode bernaulli dan metode langrange dapat mencari

penyelesaian umum dari persamaan diferensial linier tingkat satu.
Contoh 6. Tentukan penyelesaian umum pada contoh 1 : % + %y =2+x
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Penyelesaian 6. Dimana P(x) = % danQ(x)= 2 + x
LI SO
tsy=2+x . (6.1)
pers.(6.1) diubah menjadi persamaan diferensial homogen

dy L1

dx + 2 y = 0

& 4 Lax =0

y 2

Inlny + %x =C )

1
Inlny + Inlne® = InlnC,

Inlny = lnlnC1 —lne®

1
X

y=Ce ' (6.2)
Lalu pers. (6.2) diturukan terhadap x, diperoleh :

Cl
dy 1y %
dx Zy_C1 dx

dc

=Y 1
Q(x)_c dx
1

—x dc

2+x=e ' —

dx

1
ezx(Z + x)dx = dC,

1 1
| 2¢” + xe’ |dx = [dc
1

1 1 1

X PR 2 X _
4e” 4+ 2xe” — 4de +C2—C1

X

2

2xe7x+ C2 =ye

y= 2x—Ce ’ n

1

Merupakan penyelesaian persamaan diferensial linear non homogen :
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Contoh 7. Selesaikan persamaan diferensial % + ycotanx = coscos x
Penyelesaian 7.

dy —
o T ycotanx = coscosx ... (7.1)

Pers(7.1) dibentuk menjadi persamaan Homogen diperoleh :
Ay —
o, T ycotanx = 0

dy—y+ cotanxdx = 0

f—d}-i— [ cotan x dx = C1

Inlny + Inln sinsinx=lnlnC1 .......... (7.2)
C1 = ysinsinx ... (7.3)
Pers. (7.3) diturukan terhadap x, diperoleh:

dC1 = sinsinx dy + ycoscos x dx

dy dCl
E + (cotan x) y = sinsin x dx
dC1
Q(x) ~  sinsinxdx
) . dC1
coscosxsinsinx = ax
dx = dC
1
dx = del
1
—_X —
X + C2 L

Jika C .= sinsin x, subtitusikan kepars. (7.2), diperoleh penyelesaian persamaan
diferensial :
1 _ L
>x + 62 = ysinsinx
o 1
C2 = ysinsinx —=x

2
ysinx =+ C2 =0
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= isin sinx +
y= 2 sinsin x

1 ..
y = sinsinx + Ccosecx [

Contoh 8. Dengan metode integrase (bernaulli) tunjukkan bahwa persamaan
diferensial
Z—y + y cotanx = coscos x adalahy = Lsinsinx + C cosecx
x 2

Penyelesian 8 : Soal ini akan diselesaikan dengan metode faktor integrasi
Diketahui bahwa P(x) = cotanx  dan Q(x) = coscos x

Faktor integrasi

[P(x)dx [cotan x dx

v=e =e = sin sin x
PUPD :
[P(x)dx [P(x)dx
ye = | [Q(x)e dx + C
ysinx = [ sinxcosxdx + C1

ysinsinx = %x + C1
1. .
y =sinsinx + Ccosec x ]
Penyelesaian yang dicari.
dapat disimpulkan bahwa cara faktor integrasi sama hasilnya dengan metode langrange.

Anda dapat menggunakan salah satu metode (cara ) di atas untuk menyelesaian persamaan

PD tingkat satu linear non homogin.

D. Soal-Soal Latihan

Carilah penyelesaian umum dan penyelesaian khusus, jika ada dari PD :

1. Selesaikan PD; y + L= y o+ 4)
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2

2. SelesaikanPD: y — xy =— y'e "
3. Selesaikan PD : y' +y= yz(cos cos x — sin sin x)

4. Selesaiak PD : _;ixy_ + ytantanx =y secsecx

i 4y o x 13 =
5. Selesaikan PD : —= 2, T 7x coscosy = 0

: d 3 3
6. Selesaikan PD : —de +xy=yx

7. Selesaikan PD : xy' + 2 = x3(y — 1) :jikay = 0 untukx = 1

8. Selesaikan PD : y' +y = 12y2 e ;jilkay = luntukx = a
9. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

d 2 .
y—d—icosx = y cosx (1-sinx)

10. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

3xdy = y(1 + xsinx—3y3sinx) dx
11. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

4y X = X 4arcsinx
dx 1—x2y - y

12. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

4y = 4!
Sosinx-y =y (1 + cosx)

13. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

%xL_ ytan3x =— y' (1 + 3xtg 3x + 3 sec 3x)
yang memenuhi syarat untuk x = 0 terdapaty = %

14. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

*-1)d [ 2
-(XW)—y + x(y-2\yx -1) =0

15. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :
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3—§: + ycosx = sin2x ; yang memenuhi syarat, untuk x = 0 maka

y =20
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