E4A 2002 (PSI 2)

Exercice 1
1° z(¢t) = A0At* — £ + A = 0. Le discriminant de cette équation en t“estL = 1 — 42”. Donc

€ Si [A] > 12, il n'y a aucun point d'intersection.

€ Si A = 12, la solution double est tz = 1, soit t =+ 1. On obtient deux points d'intersection,
(12,12,12) et (— 12,— 12,12).

eSi0 < A < 12,1'équation en t a deux racines positives, ce qui donne 4 points d'intersection.
€ Si A = 0, la seule solution est # = 0. Le seul point d'intersection est 'origine.

e Si — 12 < A <0, l'équation en t a deux racines négatives et il n'y a donc aucun point

d'intersection.

2° a) Remarquons que (G)est invariant par la symétrie par rapport a Oz parallelement a xOy, deux points
symétriques correspondant & deux valeurs opposées du paramétre ¢. Pour AlJ, les 4 points d'intersection trouvés
sont donc deux a deux symétriques ; étant situés dans P}\) qui est paralléle a xOy, ils sont deux a deux

symétriques par rapport au point d'intersection de Oz avec (P}\) Ce sont donc les sommets d'un parallélogramme.

b) Remarquons aussi que le changement de ¢ en 1t échange x et y sans changer z ce qui montre l'invariance
de (G) par la symétrie par rapport au plan d'équation x = y parallélement au vecteur (1, — 1, 0). Or le produit

des racines de I'équation en t* étudiée au 1° est égal a 1. Les solutions en ¢ sont donc deux a deux inverses 1'une
de l'autre. Deux des cotés du parallélogramme sont donc dirigés par le vecteur (1, — 1, 0).

En composant les deux symétries, on en déduit que les points de (G) de paramétre ¢ et — 1t se
déduisent I'un de I'autre par la symétrie par rapport au plan d'équation x = - y paralléelement au vecteur (1, 1, 0) et
donc que les deux autres cotés du parallélogramme sont donc dirigés par le vecteur (1, 1, 0).

- -

¢) Les vecteurs (1,1,0) et (1,— 1,0) sont orthogonaux si et seulement si i et j ont méme norme, d'ou le
résultat.

3° Notons (a, B,2) les coordonnées de 1'un des sommets du rectangle. Les deux sommets adjacents ont pour
coordonnées respectives (B, o,A) et (— B,— o, A). Laire S du rectangle est donc égale a

2 2 2 2 ¢ . . , . o 1ix \
\/2(0( - B) \/2(0( + B) = 2|0( - B |= 2 ey ou ¢ est racine de l'équation étudiée en 1°. D'ou
1+t
s 2t 2 2 2 1—en1-42
[[1-¢* | X [42°—22c’| 2
S = 2A—| = 2A—— = > = v = 22\1 — 4A".
| 1+t | L t 1+e1-42"
A 2X
Remarques :
2
R t 1 t t J 7 . .
En écrivant x = - —cty = = —, on met en évidence une équation polaire de la
1+t 1+t 1+t 1+t
2
o 1 . ¢ N .
projection de (G) sur xOy : p = —, cos] = =, sin] = — ou encore . On "reconnait" une lemniscate
1+t 1+t 1+t

de Bernoulli.

: . N ) . 2
Par ailleurs, la courbe (G) est tracée sur le cone d'équation xy = z .

with (plots) :

F:=spacecurve ([t/ (1+t"4),t"3/ (1+t~4),t"2/ (1+t*4)]1,t=10..10, axes=boxed,
numpoints=500, thickness=2) :
p:= proc(x,y) (x*y)”0.5 end:
h:= proc(x) 1-x end:

hh:= proc(x) -1-x end:
G:=plot3d(p,0..1,0..h):
H:=plot3d(-p,0..1,0..h):
GG:=plot3d(p,-1..0,hh..0):
HH:=plot3d(-p,-1..0,hh..0):
display ({F,G,H,GG,HH}) ;
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Exercice 2

1°a)Si x = 0, un(x) =0
pour tout n et la série
% un(O) converge.
. 1
Sinon, u (O)~—7
n nox
qui est le terme général d'une
série convergente
puisque o > 0. Donc > u
converge simplement
sur [0, + ¥[.
b)
2 . o .
u'n(x) = %(1 —-nx) . La fonction positive u, admet donc son maximum pour x = % et
n n

— () 1t . , )
||un(x)||¥ = supxi[0'+¥[|un(x)| = un( ﬁ) = Donc 3, u_ converge uniformément sur [0, + ¥[si et
seulement si o0 > 12.

b 2 . b b
L —e ~
c) |u (x)| = (i) xlleft[a, bright]}{ Or o) —

qui est le terme général d'une série

convergente puisque o > 0. Donc Y u_converge uniformément sur|a, b].

2n 2n
d) i) Puisque tous les termes de la série sont positifs, Rn(x)3 y ———3 ¥y —=— Or
k=n1 V(1) g2 V2n(1+k)
ey d 1, 1+@ntDx 1)s 1, T 23
t +(2n+ \ -
—L sy L LY poy R (P in——2n > + ¥3"2 14 convergence de la
k=n+1 1+kx 1+tx x 1+(n+1)x n \/£ \/z 1+ = \/E

série ). u n'est donc pas uniforme sur [0, a], quel que soit a > 0.

2° a) Puisque Zun converge uniformément sur[a, b] et que u, est évidlemment une fonction continue, S est
continue sur [a, b]. Comme on peut choisir a et b arbitrairement dans [ R+, S est continue sur |0, + ¥[.

b) Sia > 12, u_converge uniformément sur [0, + ¥[. Par le méme argument, S est continue sur [0, + ¥].

¢) i) fest continue sur [1, + ¥[ et équivalente a iﬂ lorsque t = + ¥. Elle est donc intégrable sur [1, + ¥[.

xt

ii) Comme f est décroissante, [ f(t)dt < f(k) ; en sommant ces relations de k = 1 a + ¥, on obtient

[ f®dt < S(x).

iii) Par le changement de variable \ﬁ = u (qui est bien un difféomorphisme de classe C' de [1, + ¥[ sur

- +¥
lui-méme, [ " (1:xz) dat = | 13:1212 = %[Arctanux]1 = %(% - Arctanx) = %Arctan%.



iv) Pour a = 12, on en déduit que lim S(x) =+ ¥. Ce sera vrai a fortiori pour ai]0, 12] puisque S(x) est
x—0

une fonction décroissante de a. Donc S n'est pas continue en 0.

Exercice 3

Premiere partie
1° Les coefficients de A4 et de B étant tous positifs, ceux de 4B le sont aussi. De plus, la somme des coefficients
n n n n

n n
de la i-éme ligne de 4B s'écrit Y. Y a,kbk, =y a,kbk, =y a, » bk, = 1 ce qui montre que ABIS.
j=tk=1 Y k=m0 Y =1 Y= Y

D , ks . .
2° 11 est alors immédiat par récurrence sur k que A’ 1S pour tout k31. C'est vrai aussi pour k= 0 car 4° = 1.

n n
< Uy B Gl S by B K1 = NI

n
o —
3 llAx| = Supii{LKn} ]El @y

n
4° Notons M = A - I . Les coefficients m; de M vérifient ), m, = 0 ; par conséquent, les colonnes de la matrice
j=1
M sont liées et 1 est bien une valeur propre de 4 . De plus, le vecteur ( )( ) est propre pour la valeur propre 1.
5° Soit X un vecteur propre associé¢ a A ; alors AX = AX d'ou [|AX]| = ||AX|| = [A||X]] < ||X]| d'apres 3°.
Comme X n'est pas le vecteur nul, [A < 1].

6° a) i) Puisque XiKer(A — 7\1)2, YiKer(A — AI). En appliquant & - 1 fois 4 a I'égalité définissant Y , il vient
{{{. En combinant ces équations pour ¢liminer les termes A'X intermédiaires (on multiplie la j-éme équation par
A ) on trouve, pour k31, A% =% + "7y

ii) Puisque |A| = 1, la suite des vecteurs X est bornée, de méme que la suite des vecteurs A'x d'aprés la
question 3°. La suite des vecteurs Y Test done aussi, ce qui n'est possible que si Y= 0.

iii) Il résulte de ce qui précede que Ker(A — M)ZIKer(A — Al); comme l'inclusion inverse est évidente,
on a l'égalité Ker(A — A)° = Ker(A — D).

b) Montrons le résultat a démontrer par récurrence sur k. Il est vrai pour £ = 2. Admettons le pour & - 1 et soit

XiKer(A — AD* et Y=(A—-ADX ; alors  YiKer(A — AD ' = Ker(A — AI)  dou

XiKer(A — 7\1)2 = Ker(A — Al) ce qui achéve la démonstration, 1'inclusion inverse étant évidente.

Deuxiéme partie

4 + P
1 k _ 1 1-A" 2 ' . 1 k -
1° a) 71201 = 7|T| < —rio7 daprés I 5°. Done ?]EO)L p = + ¥0.
p -
b) Si XIKer(A — M), X = =¥ YXp - + ¥0.
k=0

a . .
2° Si A est diagonalisable, tout vecteur X est somme de vecteurs propres, soit X = Y X © avec AX O~ Al,X (l).
i=1

a >
Alors X = Y X(L)p - + ¥0.
PP
3°a) En mettant 4 sous la forme (A — AI) + Al et en remarquant que / commute avec toute autre matrice, on

ko , ok ‘
peut calculer 4* par application de la formule du bindme : A= > CL(A - M)] (M)k_] =y Cj{?\kﬂ (A - 7\1)] .
j=0 j=0

q-1 . . .
Si XiKer(4 — AD", A% = ¥ A7 4 - a'x.
j=0

b) On sait que pour £ fixé, le coefficient du binome C;( est maximal pour j = [%] (partie entiére) et augmente

lorsque j varie de 0 a [%] Donc si k32q — 2, C}}'{Ak_j < Cz_llk_j = Wﬁﬁ

d'un polyndme et d'une fonction exponentielle de & tend vers O lorsque k —» + ¥ car |A < 1.

. Cette quantité, produit



q-1 -1 _» . .
¢) Pour p3q, Xp = % > A'x + Y % > Cjkhk }(A - )J)]X. Lorsque p — + ¥, le premier terme de cette
k=0 j=0 © k=q
. 1 P j o k—j p—q+1 1 b j A k—j -
somme tend vers 0. De plus, il résulte de b) que > > C‘;{A =—Y c k?\ p— + ¥0 car la
q

—q+1
k=g P opoatl 2

convergence d'une suite implique sa convergence au sens de Cesaro. Donc X P + ¥0.
4° a) Le théoréme de Cayley-Hamilton montre que P, est un polynome annulateur de 4. En supposant que les 7\],

sont deux a deux distincts, le théoréme de décomposition des noyaux affirme alors que
T

o ko« ;
F = (ASjZOK er(A — 7\],1) ])A(A j=s+1K er(A — ?\jl)q’). D'aprées la premiére partie,

_ S _ of ol _ qj
F = (A jzoKer(A )\jl))A(A j:S+1Ker(A )\jl) )

(s+1)

b) Décomposons X dans cette somme directe : X = x© + K + x® +X + K + xP. Alors

Xp = XLO) + K + X;S) + X;SH) + K + X;T). Convenons que ?\0 = 1. Alors
ex?¥ =1
P Py

X = p+1 X(O)

5 p—+ ¥X(0).

M=

=0

ePour1 <j<s, X 2 est un vecteur propre associ¢ a une valeur propre de module 1 mais différente de 1.
D'aprés 1° b), Xg)p - + ¥0.

éPours +1<j<r, x? est un vecteur vérifiant les hypotheses de 3° ; d'apres 3° ¢), Xg)p - + ¥0.

Par conséquent, pr -+ ¥X (0).



	​​E4A 2002 (PSI 2) 
	​​Exercice 1 
	​​Exercice 2 
	​​Exercice 3 


