PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2009 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

1.- Sea f: R — Rla funcién definida por f(x) = ax® + bx? + cx + d. Calcula los valores de a, b, c y d sabiendo
que f verifica:
« El punto (0, 1) es un punto de inflexion de la grafica f
» ftiene un minimo local en el punto de abscisax =1
 La recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2 tiene pendiente 1
Resoluci6n

f'(x) = 3ax* + 2bx + ¢ ; f’(x) =6ax+2b

Al ser (0, 1) punto de inflexion, f°(0) = 0 = 6a.0 + 2b = 0 = b = 0 y como la grafica pasa por el punto de

inflexion, f(0) =1=a.0° + b.0’°4+ c0+d=1=>d=1.Nosquedaf(x) =ax’ + cx + 1, f'(x) = 3ax’ + ¢

Como f tiene un minimo local parax=1,f (1) =0 = 3a.1°+c=0 = c=-3a. Luego, f'(x) = 3ax* -3a

Como la recta tangente en x = 2 tiene pendiente 1, f' (2) =1 = 3a2°-3a=1= a = %

Entonces,c =— 3a =— 3%= % Conclusiéon: a = %, b=0c= %y d=1

2.- Considerar las funciones f, g: R - R definidas por f(x) = |x| , g(x) = 6 - x°.
a) Esboza el recinto limitado por sus graficas
b) Calcula el area de dicho recinto
Resoluci6n
f(x)=|x|= {x,six=>0 — x,six < 0 escontinuay tiene como grafica dos trozos de rectas, y = -x para
x<0,

ey =xparax = 0;lagrafica de g(x) es la parabola cdncava de vértice (0, 6)

. . . 2
Los puntos de corte se obtienen resolviendo el sistema{y = |x| y = 6 — x

2 5% +x-6=0> x = —> o x = 2. Punto (2, 2)

Six=>0-x=6-X >

1+5 _
—> = x=-2.Punto (-2, 2)
\4

2

Six<0>-X=6-X>x-x-6=0> x =

2 2
Por simetria el area que se pidees A = 2 [(6 — X - x)dx = [(12 — 2x" — 2x) dx
0 0

2% 2 36x — 2x° — 3x°
X =

Una primitiva es p(x) = 12x — —3 = >
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Por la regla de Barrow,
36.2 —2.2° —3.2° 36.0 — 2.0° — 3.0° 44 2
A=p2)—p0)= 3 - 3 =—=14,67u
3.- Se divide un segmento de longitud L. = 20 cm en dos trozos. Con uno de los trozos se forma un
cuadrado y con el otro un rectangulo en el que la base es el doble de la altura. Calcula la longitud de cada
uno de los trozos para que la suma de las areas del cuadrado y del rectangulo sea minima.
Resolucién

° X N 20 -x o

2a

a I

El 4rea de un rectangulo es base por altura y el area de un cuadrado de lado “I” es 1%,

’ 7 X
Como el perimetro del rectangulo es x, entonces 4a + 2a = x. Luego, a = -
Arectangulo) = 2a.a = 2a° = 2%; =5
’ 20 —x
El perimetro del cuadrado es 20 - x, entonces | = ——;
2 20—x \° 400 — 40x + x°
A(cuadrado) =1 = =
4 16
X 400 — 40x + x°

Funcion a minimizar: f(x) = A(rectangulo) + A(cuadrado) = TR T

360 180
flay= BBt _ Jeriteoin i _ g & X = 2 = 17

,.{ 180 34 180 .
fro=—ts0; f (T) == > 0.Parax = TR f(x) alcanza el minimo.

Por tanto, un trozo mide %’510, 59 cm yel otro, 20 - 10,59 = 9,41 cm

4.- La recta tangente a la grafica de la funcién f: R — R, definida por f(x) = mx* 4+ nx - 3 en el
punto (1, -6), es paralela alarectay = -x
a) Determina las constantes m y n. Halla la ecuacion de dicha recta tangente
Resolucién
f'(x) = 2mx + n. La recta tangente en x = 1 tiene pendiente -1,

ff(1)=-1 = 2m1+n=-1=2m+n=-1ycomo la grafica pasa por (1, -6), entonces
f(1)=-6 > m1°+nl-3=-6=>m+n=-3.

Nos queda el sistema {2Zm + n =— 1m + n =— 3.Restando las ecuaciones m=2y 24+n=-3,n=
-5

Conclusién: m = 2, n = -5.
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La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion f en un punto A(xy, f(xg))

esrtg:y = f'(x,) (x - Xo) + f(X). En este caso, x, =1, f'(xo) =f(1H)=—1, f(xo) = f(1)=—6

Larecta tangenteesrtg:y =— (x — 1)— 6 ; rtg:y =— x — 5
b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcién, la recta tangente anterior y el eje de
ordenadas

Resolucién

f(x) =2x*-5x-3 , rtg:y =— x — 5, eje de ordenadas: x = 0

f(x)=4x-5=0,x = %. El minimo (vértice de la parabola) esta en x = %

2x%-5x-3=0> x === x = 3, x:_Tl.LaparébolacortaalejeXen(3,0) y (—_21 ,0)

Como f(0) = -3, la pardbola corta al eje Y en (0, -3)

La recta tangente pasa por el punto de tangencia (1, -6) y corta a los ejes de coordenadas en los
puntos (-5, 0) y (0, -5).

1 1
El area que se pide es A =f(2x2— 5 — 3 + x + 5)dx =f(2x2 — 4x + 2) dx.
0 0
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3 2
Una primitiva es p(x) = = W' Por la regla de Barrow,
217~ 61+ 6.1 2.0°— 6.0°+ 6.0 2 2
A= p(].) — p(O) = 3 - 3 = TEO, 67 u

5.- (prueba extraordinaria) Se considera la funcion f: [1, ) — R definida por f(x) ="\ X - x+x.
Determina la asintota de la grafica.

Resolucién
Al ser f continua en [1, +00) no hay asintotas verticales.

Como lim f(x)=+4 o 4 oo =+ oo tampoco hay asintota horizontal
X = +oo

Veamos si tiene asintota oblicua, AO:y = mx + n

1) :\/F+x :( ;czz - ) (\/17 ) =1 +1=2
[f(x) — mx] = (\/xz -x + x - Zx) = (\/xz - x — x)
(7 s +) o -

X —X—X

n = lim = lim —/———= Ilim -
x =+ Vih —x +x e N TR X teo xzz -t
X X
: -1 -1 ] . ., 1
n = lim = . Luego, la asintota oblicua en 4o es larecta de ecuacion AO: y = 2x — ——

x>t -0 41 2

Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota en +oo:

y -y =—2=1<o. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en +oo

asintota /1 _% +1

6.- (prueba extraordinaria) La curvay = %xz divide el rectangulo de

vérticesA=(0,0),B=(2,0),C=(2,1)yD = (0, 1) en dos recintos.
a) Dibujar dichos recintos
b) Hallar el drea de cada uno de ellos

grafica

Resolucién

El punto de corte de la parabola y la rectay = 1, del | cuadrante, se obtiene resolviendo el sistema

{y=1y=%x2 ;%xzzl ; x2=2 ;xzﬁ,punto(ﬁ, 1)
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I\4
C
Ay
V2 B X

1 2
3 3
F i s ss . 1 x 6x — X

1,=1(1-+)e Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = x — 55— =——

Por la regla de Barrow

A =p(2) - poy=LCEL _ 000 _ 0B-2 g _ 4B _ 2 g 943,

6 6 6 6

4, = Arectingulo) — A, = 2.1 — 2% = =2 =9 g7,/
7.- (prueba extraordinaria) De entre todos los rectangulos cuya drea mide 16 cm?, determina las

dimensiones del que tiene diagonal de menor longitud
Resolucién

. . : . 16
Six, y son las dimensiones del rectangulo como xy = 16, entonces y = —

256
2
X

Si d es la diagonal, por el teorema de Pitagoras, d=x" + y2 =x +

. T . 2 256
Funcién a minimizar: f(x) = diagonal = 4 [x + —
X

P s
F)=——=2 = x86 gyt = 256 = 2°ex =2° =4

PR =y R o

Six < 4=x*<4*=256=f(x) <0 (fes decreciente)

Six>4=x*>4%=256=f(x) >0 (fes creciente)

. . 16
Luego, en x = 4, f tiene el minimo. En este caso,y = - = 4,

Por tanto, las dimensiones del rectangulo son 4 cm y 4 cm. En realidad es un cuadrado de 4 cm de lado.

8.- (prueba extraordinaria) Sea fla funcién definida por f(x) = 2 — . Halla la primitiva F de f que

V4 —9x
cumple F(0) = 3. (Sugerencia: Utiliza el cambio de variable t = %xz)
Resolucién

x dx . . 2 2 2
- . Haciendo el cambiot = —x , x = —t

\V4 —9x
t_ 4

f=t a4 —ox' =4 — 9P = a1 - D), dt = Sxdx , xdx = .

Si F es una primitiva de f, entonces F(x) = [

—-5—
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. s 2
Sustituyendo, F(x) = f3—2 %sz = %arcsen t + k= %arcsen (%x ) + k
4(1-+t) 1-t

Como F(0) = 3, entonces %arcsen (%02) +k=3=>k=3

Luego, la primitiva que se busca es F(x) = %arcsen (%xz) + 3

o - e 1 2
9.- (prueba ordinaria) Calcula el siguiente limite lim |— — —
x—o1] (%) x -1
Resolucién
1 2 x’—=1-2Inln x 0
lim |— — — = (+o0 — towindeterminaciéon.) = lim —=——— = —indeterminacion.
x->1]% x —1 x—=1 ln(x —1)lnx 0

Veamos si podemos aplicar de nuevo la regla de L"Hdpital:
2x— 22" =2

2xInln x + (xz - 1)% 2x21nln x + x2 -1

0 ) .,
= Indeterminacion.

Veamos si podemos aplicar de nuevo la regla de L"Hopital:
4x 4x

4xInln x + 2x + 2x = 4x(Inlnx + 1) =1
. . 1 2
Se puede aplicar. Por tanto, lim (- - — =1.
x—1]| Inlnx x —1

10.- (prueba ordinaria) Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x [x - 1].
(a) Esboza la grafica de f.
Resolucién

f)=xlx —1={x(—x+ 1), six <1lx(x—1), six=>1 = {x —xz, six <1x — x, six=1
es continua

f(x) =0 x=0,x= 1. La grafica cortaal eje X en (0,0) y (1, 0)

Parax # 1,
ff(x)={1—-2x, six<12x -1, six>1 ;f'(x) = 0&{x =%, x < 1x =%, x > 1 (imposible)
1

Como parax<1,f"(x) =-2 ,f"(T) =—2<0enx = % hay un maximo relativo

Alser f (%) = % - (—)2 = % el maximo relativo es M (% %)
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(b) Comprueba que la recta de ecuacion y = x es la recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 0.
Resolucién
La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(xy, f(xg))
esrtg:y = f'(x,) (x - Xo) + f(X,). En este caso, x, = 0.

Como parax < 1, f'(x) = 1 - 2x, entonces f'(xo) =f(0)=1-2.0 =1; f(xo) = f(0)= 0.

Larectatangenteesrtg:y = 1(x — 0)+ 0 ; rtg:y = x

(c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y la de dicha tangente.

Resolucién
Los puntos de corte de la grafica de f con la tangente se obtienen resolviendo la ecuacion x|x - 1| =x
cuyas soluciones son x = 0, x = 2. Los puntos son (0, 0) y (2, 2)
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El area que se pide,es A = A1 + A2

1 3
= f[x - (x - xz)] dx = fxz dx. Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = ;c
0 0
1’ 0’ 1
Por la regla de Barrow, Al = p(1) — p(0) = T T T3 T3
2
f[x — - x)]dx —f(2x — x%) dx.
1
C . cso 2 X 3x2—x3
Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = x — —— = 3
3272 3471 4 2 2
Por la regla de Barrow, A2 =p(2)—p(l) = 3 — 3 == -5 =3
Luego, el area que se pidees A = A1 + A2 = % + Tz =14’
11.- (prueba ordinaria) Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = {=—= six <0 X —— 1, six=0
(a) Estudia su continuidad y derivabilidad.
Resolucién

-Six # 0, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables.

lim_ ) = Lo— 1 lim, ()= 0’-30-1=-1; f0)=—1 Luego, f es continua en x = 0

Parax#0, f'(x) = { ( _11)2, six < 02x — 3, six >0
x

-8-—
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lim f 0= = 1% lim f()=20-3=-3 Luego, fNO es derivable enx =0
x-0

©0-1°

Conclusioén: f es continua en R y derivable en R - {0}

(b) Determina sus asintotas y sus extremos relativos.
Resolucién

Al ser f continua en R no hay asintotas verticales.

Como para x > 0, f es una funcién cuadratica tampoco hay asintota horizontal ni oblicua en +oo.

L -0 = ftiene asintota horizontal en -0, cuya ecuaciéon es A.H.: y = 0 (eje X)

f@) =
vwv..cuandox » — oo

Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en -oo

Como f'(x) = { <z six < 02x — 3, six > 0,entoncesf'(x) =0 2x-3=0,x>0x =%
3 3 3
Hagamos una tabla de signos de f'(x): (-,0) |0 (0' T) 2 ( 2ot
f'(x) - A - 0 +
f(x) | decreciente decreciente | minimo | creciente
2
f sélo tiene minimo relativo: x = %, y = f(%) = (%) —— 1= _i
3 -13
M=)
(c) Esboza la grafica de f.
Resolucién
a QY
3
2
1

—_— —_— 2 —1 o 1 2 3 4 5
\_1
-2
-3

12.- (prueba ordinaria) Considera la curva de ecuacién y = x° - 3x.
(a) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x = -1.
Resolucién

Sea f(x) = x° - 3x. La ecuacién de la recta tangente a la gréfica de una funcién f en un punto A(x,, f(xo))
esrtg:y = (%) (x - Xo) + f(Xo).

En este caso, X, = -1. Como f'(x) = 3x% - 3, entonces

—9-—
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Flr)=FED=3D"=3=0;fx)=fC D=1 =31 =2

Larectatangentees rtg:y = 0(x + 1)+ 2 ; rtg:y = 2
(b) Calcula el area del recinto limitado por la curva dada y larectay = 2.
Resolucién

lim (x3 - 3x) =+ o0 y lim (x3 - Bx) =—

X = 400 X = —00

X -3x=x(x’-3)=02x=0,x = i\/37; x=0,y=1£(0)=0.

La curva corta a los ejes en (0, 0), (\/37, 0) y (— \/37, 0)

f'(x) =3x*-3=3(x*-1) =0 © x = +1. Hagamos una tabla de signos de f'(x):

(oo, -1 [ -1 LD 1 (1, +)
f'(x) + 0 - 0 +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

El maximo esx = -1,y = f(-1) = (-1)* - 3(-1) =2, M(-1, 2)
El minimoesx =1,y =f(1) = 1°- 3.1 =-2,N(1,-2) ; y = 2 es la horizontal que pasa por (0, 2)

. , . 3
Los puntos de corte de la curva con la recta se obtienen resolviendo el sistema{y = 2 y =x — 3x

x> -3x=2, x°-3x-2=0.Usamos laregla de Ruffini:i— 10 —3 =211 —1121 -1 —20
; (x-1D)(xP-x-2)=0

Resolviendo: x=-1 ; x = —= ‘1_2i'1'(_2) = 11;3 , Xx=2, x=-1.Puntos: (2,2) y(-1,2)
Y
3

-2 -1
f 3 f 3
El dreaquesepideesA = [[2 — (x” — 3x)] dx = f(Z -x + 3x) dx.
-1 -1

-10-
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4 2 4 2
Una primitiva es p(x) = 2x — z + 3; = B Z 9 Porla regla de Barrow,
82— 2"+62° 8(-1)— (-1)'+ 6(-1)° -3 27 2
A=p2)-p(= D= 7 - 7 =6-——="-=675u
13.- Sea f: R = R la funcién definida por f(x) = x| x+3]|
(a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f.
Resolucién

f es continua en R por ser el resultado de operar con funciones continuas.

f(x) = (xz(— x — 3), six <— 3x2(x + 3), six= -3 ={- x3 - 3x2, six <— 3x3 + 3x2, six=> — 3

Six # -3, fes derivable por ser el resultado de operar con funciones derivables siendo

fx)={- 3 — 6x,six <— 3 32+ 6x, six >— 3
lim f(0)=—3(-3)" - 6(— 3) =— 9 % lim _f(x)=3(—3)"+ 6(— 3)=—45.
x--3 X3

Luego, f NO es derivable en x = -3. Conclusion: f es continua en R y derivable en R - {-3}

(b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f. Calcula sus extremos relativos (abscisas donde se
obtienen y valores que alcanzan)
Resolucién

f (%)= 0={- 3x° — 6x =— 3x(x +2) =0, x <— 33x + 6x = 3x(x+2)=0, x> 3={x =— 2,x <

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(=00, -3) -3 (-3,0) 0 (0, +0)
f'(x) + | - 0 +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

fes crecienteen (— o, — 3)U (0,+ o)y decreciente en (— 3, 0)

maximo relativo: x = -3, y=f(-3) = (-3)*|]-3+ 3| =0, M(-3,0)

minimo relativo: x =0, y = f(0)=0%|0+ 3| =0,M(0,0)

14.- Sea f: (0, ) — R definida por f(x) = 1 + In(x)
a) Comprueba que la recta de ecuaciony = 1 + %x es la recta tangente a la grafica de f en el punto de

abscisax =e.
Resolucién

La ecuacioén de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(xy, f(xg))

-1 -
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esrtg:y = f'(x0) (x - Xo) + f(X). En este caso, x,=¢e, f(x) = % ; f'(xo) = f'(e) = %
f(xo)z f(e)=1+ Inlne = 2.Larectatangenteesrtg:y =%(x —e)+ 2 ;rtgy=1+ %x

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisa y la recta tangente del
apartado a)
Resolucién
lim f(x)=1+ 0 =+4+00 y lim+ f(x)=1 — o0 =— oo, conlo que ftienelaA.V.x=0

x— +oo x-0
f(x)=0ehx=-1e x = % . Por tanto, la grafica de f corta al eje de abscisas en el punto (%, 0)

f(x)= % > 0. Luego, parax > 0, f'(x) > 0y f es creciente mientras que parax < 0, f'(x) <0y fes

decreciente.

La recta tangente pasa por el punto de tangencia, (e, 2) y por el punto (0, 1).

Como0 =1 + %x & x = -e, la recta tangente corta al eje de abscisas en (-e, 0)

.

/— e -2 -1 0

El area que se pide,es A = A1 + A2

2 2
A1=1f(1 + Lyax. Una primitiva de la funcidén integrando es p(x) = x + i ;C = Zexz-: =
2e—+ (-, 2 2e(—e) +(—e)2 2+% —2¢" + ¢

Por la regla de Barrow, A1 =p(1l/e)— p(— e) = 23( ) — r =—- —
A = 20" +1 _ —e’ _ 22 +1+e" .

1 2 2e 2¢° ’

e e

A= [[1 +—x — 1+ Inlnx)]dx = f(Lx — Inilnx) dx.

2 1/e ¢ 1/e ¢

-12 -
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[uzlnlnx %dx dvzdxvzx] =

JInlnx dx = xInlnx — [1dx = xInlnx — x = x(Inlnx — 1)+ k

X — 2ex(Inlnx — 1)

2
Una primitiva de la funciéon integrando es q(x) = %L —x(Inlnx — 1)=

2 2e
Por la regla de Barrow,
2 AV o (1 L 2 LA
_ _ _ _e —2ee(lnlne —1) (e)—Zee(lnlne _1) _ e ¢
Az = q(e) — q(1/e) = 2e 2e T 2e 2e
_ e 4e’+ 1 _ e'—4e’ —1
AZ =5 = 3 = 3 . Luego,
2e 2e
2 4 4 2 4 2 2
— 46— - - 2
A:A1+A2:2e +1+e +3e 4e — 1 — Ze 3Ze 236152’351{
2e 2e

2
15.- Sea f: (0, ) — R la funcion definida por f(x) = {%, six*¥la,six =1
x—

a) Sabiendo que f es continua, calcula a.
Resolucién

Para x # 1, f es continua independientemente del valor de “a” por ser el resultado de operar con
funciones continuas.

Como es continuaenx=1: a = f(1) = f(x) = ——— = 1 — = -2 Indeterminacién
(x-1 a-1 0
1
. pen . o [xx] _ 1.x + x.2Inln x I x +2nlnx l

Aplicamos la regla de L"Hopital : 9}1_>ml —[(x_ 07T w1 =D = o1 oD T 0
Indeterm.

1 2 1 2

. ATAienT. Td [x +2Ininx " _ Zinlnx —~+-~  2hinl.—+-

Volvemos a aplicar la regla de L"Hopital: ;}l—>m1 TRa-D = xo1 5 = 5 =1
>a=1

b) Estudia la existencia de asintota horizontal para la grafica de esta funcion. En caso de que exista,
determina su ecuacion.

Resolucién
+ o . A
f(x) =—= = — Indeterminacién. Aplicamos la regla de L'Hopital:
-1’ oo
1
[xx] . Lx +x.2lnlnx. == x +2lnlnx _ +o .
im —[(x DT T xo e TR = te 26-D = 1 Indeterm. Volvemos a aplicar la
regla
1 2
TA e 1. 1: [x +2lninx ] _ Zlninx —+-- 2lnlnx +2  _ 4o . ‘s
de L'Hopital: XETOO TGOl xote 2 T xoie 2 = —, Indeterminacion.
2
. YA . 2Ininx +2] ra 1
Volvemos a aplicar la regla de L'Hopital: lim Loninx +2] _ — = = 0.
X > 400 [2x] xX— 4o 2 x— 400 X

Luego, por la regla de L'Hopital, f(x) = 0 yla asintota horizontal es A.H.: y = 0 (eje X)

16.- Se consideran las funciones f: (0, 0) - R y g: R —= R definidas por f(x) = @ ,g(x) = %xz

a) Haz un esbozo de sus graficas
b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de ambas funciones.

-13-
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Resolucién

- . . . 2
Los puntos de corte de las graficas se obtienen resolviendo el sistema {y =+/3x y = %x

4

Sx'=\3x ;2 =3x; x —27x=x(x"-27)=0; x=0, y=0;x=3,y=+33 =3

Las graficas se cortan en los puntos (0, 0) y (3, 3)

A A

. =

; 2 ; 1/2 2
El area que se pidees A = [(+/3x — %x )dx = f(\/37x — %x ) dx.

0 0

c e _ x/37x3/2 1 X _ 2 3x° i _ 6\/3x3 -5
Una primitiva es p(x) = 3, T3 3 -3 T o s o - Por la regla de Barrow,
3 3 3 3
6V33 — 3 6V3.0 —0 27 2

A=p@3)—p0)= 5 - 5 =5 —0=3u

17.- Se sabe que la funcién f: R = R definida por f(x) = {— X+ 1, six<1 ax’ — 5x + six > 1 , €S
derivable.
Determina los valores de ay b.
Resolucién
Al ser derivable, en particular es derivable en x = 1.

Para x # 1, f es continua y derivable independientemente de los valores de a y b por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables.

Como es continuaenx=1,f(x)= f(x) > —-1+b+1=a—-5+2a=3a—-b=>5
Six<1, f=(-2+bx+1)=—20+b ; Six>1 f'(x)= (ax2 — 5x + Za)' = 2ax — 5
Como es derivableenx=1:f'(x)= f'(x) > — 2+ b =2a—5>2a—b =3

Nos queda el sistema {3a — b = 52a — b = 3 .Restando las ecuaciones, a = 2. Luego,
b=2a-3=22-3=1

Conclusién: debesera=2,b=1

18.-

a) Calcula [ x sen(x) dx

Resolucién
Usamos el método de integracion por partes:[u = x dx dv = xdxv =— cos x|
Jxsenxdx = [udv=uv — [vdu =— xcosx + [ cosxdx = senx — xcoscosx + k

—-14 -
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b) Sean las funciones f, g: R - R, definidas por f(x) = -x* + 1y g(x) = x - 1. Calcula el area del recinto
limitado por sus graficas

Resolucién
Los puntos de corte entre la recta y la parabola se obtienen resolviendo el sistema

{y=—x2+1y=x—1

X +1=x-1;x"+x-2=0;x = 1;;3 , x=1,y=0, x=-2,y =-3. Puntos de corte: (1,0) y (-1, -3)

Observamos ademas que la parabola es concava con vértice en (0, 1)

1 1
El 4rea que se pidees A = [ [— X1 - (x — D]dx = [ (- X - x+ 2) dx

-2 -2

N _ = i 20— 32+ 12x
Una primitivaes p(x) = —— — —5— + 2x = A
—21°-31°+ 121 —2(=2)° = 3(=2)°+ 12(=2)
Por la regla de Barrow, A = p(1) — p(— 2) = . - c
A=l _=20 _ 27 _ 9 4,5u2

6 6 6 z -

19.- Se sabe que la funcién f: R = R definida por f(x) = ax® + bx* + cx + d, tiene extremos relativos
en (0,0)y (2, 2).Calculaa, b, cyd.
Resolucién

f'(x) = 3ax* + 2bx + c.
Como f tiene un extremo relativo en (0, 0) entonces f'(0) = 0 = 3a.0° 4+ 2b.0 + c =0 = c = 0.
y por pasar por (0, 0) tenemos que f(0) =0 = a.0> +b.0’+ c0+d=0=d = 0.

Sustituyendo obtenemos la funcién f(x) = ax® + bx*

Como f tiene otro extremo relativo en (2, 2) entonces f'(2) = 0 = 3a.2° + 2b.2=0=12a+ 4b = 0.

y por pasar por (2, 2) tenemos que f(2) =2 = a.2® + b2’ =2=8a + 4b = 2.

Nos queda el sistema

{12a + 4b=08a+4b=2>{3a+b=04a+2b=1. 2 =>{6a+ 2b=04a+ 2b=1.

. —1 -1 3 ., -1 3
Restando las ecuaciones,a = — ;b =— 3a =— 37 == Conclusion:a =—, b =—,c=d =0

2 2’ 2’
—15-—
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20.- Las dos graficas del dibujo corresponden a la funcion f: (0, ) — R definida por
f(x) ==+ 2Inin (%)
y ala de su derivada f": (0, ©) - R

@

___®
G

a) Indica, razonando la respuesta, cual es la grafica de fy cual la de f".

“w_n

Resolucién Como f(1) = % + 2Inln1l = 2,lagrafica de fesla“a”y, por tanto, la grafica de " es la “b".

b) Calcula el area de la regién sombreada.
Resoluci6n

3
Como la grafica de f esta “por encima de la de " el 4rea que se pide es A = [[f(x) — f'(x)] dx
1

Sea [[f(x) — F' ()] dx = [ fx)dx — [ f(x)dx = [ (—2 + 21In lnx)dx — f®

Hallemos [ In in x dx usando el método de integracién por partes

v [Inlnx dx = xInlnx — [1dx = xInlnx — x = x(Inlnx — 1)+ k

2 (Inlnx —1) — 2
X

Una primitiva de f(x) -f'(x) esp(x) = 2ZIninx + 2x(Inlnx — 1) — —i — 2Inlnx =

Por la regla de Barrow,

2 2
1) - 1) - - - 2
A = p(3) _ p(l) — 2.3 (lnlnS3 Hp-2 21 (lnlnl1 1)—-2 — 181nln33 20 (_ 4) — 181nln33 8 ~3 93y
21.- Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = x + e™

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, asi como los extremos relativos o locales
def.

Resoluci6n
f es continua y derivable en R por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables.

Ademas, f'(x) =1 — e =0oe =lex=0. Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(—OO, 0) 0 (01 +OO)
f'(x) - 0 +
f(x) | decreciente | minimo | creciente

f es decreciente en (-0, 0) y creciente en (0, +o0)

Minimo relativo:x = 0, y = f(0)= 0 + e’ = 1. El minimo relativo es M(0, 1)

—-16 -



PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2009 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

b) Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f.

Resolucién f'(x)=e > 0.Luego, f es convexa

c) Determina las asintotas de la grafica de f.
Resolucién
Como f es continua en R no tiene asintotas verticales.
f(x) =+ o + 0 =+ o = f{No tiene asintota horizontal en +co.

Veamos si tiene asintota oblicua en +o, AO: y = mx + n

[ _ xte g+l y=1+-—L=-140=1
xe

X X

X —X

[f(x) — mx] =(x+e_ —x)e =0

Luego, la asintota oblicua en +oo es la recta de ecuacién AO: y = x

Estudiemos la posiciéon de la grafica respecto de la asintotaen+o, y ,  — y =e >0
grafica asintota

Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +o0
2x 2

f) = f(-x) = (¢ - x) =Ll e

x x
e +x e + x

—~ -2 .Dado que la exponencial es un infinito de orden superior a x*yax

El limite vale % = 01—+ =+ oo. Luego, f tiene NO asintota horizontal en -oo.

Veamos si tiene asintota oblicua en -0, AO: y = mx + n
f(x) — —x+e =(1_ ex) =1 — 00 =— o

X —X X

Luego, f tampoco tiene asintota oblicua en -oo.

d) Esboza la grafica de f.
Resolucién

-17 -
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A

a

22.-Seaf:R—»R y g:R— Rlas funciones definidas por f(x) =x*+ | x| , g(x)=2
a) Determina los puntos de corte de las graficas de fy g. Esboza dichas graficas.
b) Calcula el area del recinto limitado por dichas graficas

Resolucién
Los puntos de corte se obtienen resolviendo el sistema {y = X+ x| y =2
Six>0-2=x*+x > xX*+x-2=0- x =—=> 5 x=1.Punto (1,2)

Six<0-2=x"-x > x*-x-2=0- xz%% x = -1. Punto (-1, 2)

f \{ *
5
4
3
oy
-2 -1 o] 1 2 p=
! 2 ! 2
Por simetria el area que se pidees A = 2 /(2 — x" — x)dx = [(4 — 2x" — 2x) dx
0 0
N _ 2x° 2 d2x—2x"—3x
Unaprimitivaesp(x) = 4x ————x =——-——
Por la recla de B A = (1) — p(0) = 121-21°-31"  _120-2.0°-30° = T a9 334
or la regla de Barrow, A = p(1) — p(0) = . 3 =—"=2,33u

-18-
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23.- De todos los triangulos cuya base y altura suman 20 cm, ;qué base tiene el de area maxima?
Resolucién
Six esla base e ylaaltura, x + y = 20. Luego,y = 20 - x

2
Funcién a maximixar: f(x) = A(triangulo) = 3~ = —= (22 —0_ — 20x2—x

f)=252E=10-x=0e x =10

f"(x)=—1; f’(10)=— 1 < 0. Enx = 10 se alcanza el maximo; y =20-10 =10

Por tanto, tanto la base como la altura del triangulo miden 10 cm

24.- Calcula un nimero positivo a, menor que 4, para que el recinto limitado por la pardbola de

.z . , 28 .
ecuaciony = x° y las dos rectas de ecuacionesy = 4 ,y = a, tenga un area de —— unidades cuadradas.

Resolucién
Los puntos de corte de la parabola con las rectas se obtienen resolviendo

fy=4y =x =4 > X = 2,x=-2.Puntos (2,4) y (-2, 4)

{y=ay=x2 >x*=a =>x=\/a,x=—\/E.Puntos(\/E, a) y (—\/E, a)

:

i

—2 —+/a va 2 X

Por simetria, el area es % =A= Z(A1 + AZ)
Ja

A1 = [ (4 — a) dx. Una primitiva de la funcién integrando es p(x) = (4 — a)x
0

Por la regla de Barrow, A1 = p(\/z) - p(0)=(“ - a)\/g -4 -—a)0=14 - a)\/g

2 3

3
A2 = | (4 - xz)dx. Una primitiva de la funcién integrando es q(x) = 4x — % = mT—x
Ja

3 3
Por la regla de Barrow, A2 = q(2) — q(\/E) = 12'23_ 2 12(\5)3— (a) —-lo- (123_ a)a

3
2(A1+A2)=(8 _ Za)\/g+ 32—(243—2(1)% _ (24 — 6a)Ja + 32 — (24 — 2a)Ja _ 32—;}\/:

28
Luego, = = 3
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Por tanto, 32 — 4\/a3 = 28 :>4\/a3 = 4> a3 = 1. De donde, debe sera = 1.
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