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ENGEES 1995 - Option Physique-MathZmatiques
Epreuve de Physique (4 heures)

Premier exercice

I Equilibre dOun fil pesant et tendu

I1
LOZ1Zment de fil situZ entre les points M et N dOabscisses curvilignes s et s + ds est soumis :
*” son poids, p.ds.g ;
*  la tension exercZe en N par la partie AZ
NB, (T-t)(s + ds) ;

. B x
LT la tension exercZe en M par la partie Q O |
AM, Zgale ~ (PT.t)(s) dOaprs le principe de \ “/I\/I/M
10action et de la rZaction. (T.H)Y(N)
S {rom

La condition dOunilibre sOZcrit donc (T.t)(s + ds) B (T.t)(s) + p.ds.g = 0, soit
| d(T.t) + p.ds.g =0(1) |

1.2
a) Au point M(x,z), t = dx/ds.ux + dz/ds.uz, dOo
d(7.t) = d(T.dx/ds).ux + d(7.dz/ds).uz.
Comme g = Dg.uz, la projection de (1) sur ux et uz donne :
d(T.dx/ds) =0 ; d(T.dz/ds) b ng.ds = 0.
LOintZgration de ces deux Zquations conduit aux relations demandZes :
[ T.dx/ds = a; T.dz/ds = pgs + B, o a et Fsont deux constantes [
(Remarque : la projection sur uy permettrait de dZmontrer que la courbe dZcrite par le fil est situZe dans
le plan vertical auquel appartiennent A et B)

b) Au point S, s = 0, 7' = 70, t = ux, soit dx/ds = 1 et dz/ds = 0. En reportant ces valeurs dans les
Zquations prZcZdentes on obtient :

a=10;8=0,
T.dx/ds = T0 ; T.dz/ds = pugs

L3

a) LOZquation 7.dx/ds = 70 entra”ne T = 70.ds/dx. On en dZduit
70.ds/dx.dz/ds = 70.dz/dx = pgs, dOo la relation demandZe :
zO(x) = s/a, avec a = pg/T0

b) La diffZrentiation de la relation prZcZdente donne : dzO(x) = (1/a).ds. LOexpression de ds est

ds =Vdx? +dz% = deyl + 22 (x

) . Par consZquent la fonction zO(x) vZrifie :

Y eargsh[z /(0 =dx /a
J+2200)
soit en intZgrant : argsh[zO(x)] D argsh[zO(0)] = argsh[zO(x)] = x/a
car x = 0 correspond au point S pour lequel zO = 0.
On en dZduit 10expression : z0(x) = sh(x/a),
qui sOintgre en z(x) = a ch(x/a) + C

Le fil passe par A et B de coordonnZes (+d, 0), dOo en reportant dans 10expression de z(x) :
5 C =Dba.ch(d/a).
La fonction z(x) sOZcrit donc :

[ z(x)=a [ch(x/a) D ch(d/a)] |

14
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a) De la relation zO(x) = s/a on tire s = a.z0(x) = a.sh(x/a).
Par consZquent, L = 5(B) P 5(0) = s(d) P 5(0) = a.sh(d/a)
| Lia=sh(da) |

b) Le point S a pour coordonnZes (0,P%), dOo, en reportant dans 10expression de z(x) :
ch(d /a)=1+sh2d /a)=1+(L/ a)

h = a[ch(d/a) D 1]. En exprimant

relation :
h=alch(d/ a)~1]= a(1+ (L / a)? -

¢) A partir de 10Zquation 7T.dx/ds = 70 et de 10expression s = a.sh(x/a) on obtient
[  7=70.ch(x/a) |

, on obtient la

| B

) 2 x . . .
a) La section du fil de rayon r vaut 'r , donc 10expression de sa masse linZique p en fonction de sa

2
masse volumique pest: p=0'r .
Puisque 7 = 70.ch(x/a), la tension est maximale aux points dOattache A et B du c%oble, soit x=+d. Donc

, 2
Tmax = 70.ch(d/a) = Tovl1+(L/a)

b1
AN.:p=56kgm ;a=70/ug=240m;
d=argsh(L/a)=97m; h=20m
Tmax = 14 kN : il nOy a pas risque de rupture.

b3 b1 4 4 b6
b)p=6210 kgm ;4=7,710 m;L/a=0,5/77.10 =6,5.10 <<I

h=aW1+(L/a)? -1~ I* | 2a

= 1,6 um : le fil est pratiquement rectiligne

I1. Propagation dOondes dans un fil tendu

I1.1
LOZ1Zment de fil MN, de masse dm, est soumis :

. . e a (T.t)(x+dx,t)
* ° son poids (nZgligZ dOaprs N ,:y

10ZnoncZ)
* aux forces de tension dont la M/ a(x+dx, 1)
rZsultante est Zgale, dOaprs .1, *
(TO(c+dx, ) D (T, ) = uy axr)
dx (T.t)(x, £)/fx anen y(xt) | y(x+dx,t)
On note @10angle (ux,t) : T
t(x, 1) = cosa(x, t).ux + sina(x, £).uy. A >
Uy

Les dZplacements du fil Ztant de faible amplitude, tano(x = (1[)//ﬂx)(x 1) <<1 et af<<El.
Le principe fondamental de la dynamique appliquZ " 10Z1Zment MN sOZcrit alors en notant
10accZ1Zration du centre de masse, dirigZe selon uy, a.uy :
a(x, t).dm.ay = dx.q(7.t)(x, t)/9x, et en projection sur ux et uy :
Y(T.cosa)(x, H)/fx =0 ; dxg(T.sina)(x,1)/x = a.dm

La premire relation sOintgre en (T.cos@)(x, ) = C(f). La pente @ est trs faible et les variations de tension
dues au dZplacement du fil par rapport * sa position dOZquilibre nZgligeables donc C(7) est Zgal (* des
infiniment petits prs) " la tension du fil ~ 10Zquilibre 70, soit T.cosa= 70.
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En reportant dans la seconde Zquation et en utilisant tan@ = y/{x on obtient :
2 2
70.dx.(tana(x, £)/fx) = 70.dx.q y(x, )/x = a(x, t).dm
La longueur MN vaut dx/cosa et dm = p.dx/cosa= pdx " 10ordre dominant car a<<I.
Pour un ZlZment MN infiniment petit, 10accZ1Zration a(x, £) est Zgale * des infiniment petits prs

e 2 2
10accZlZration du point M : d y(x, )/t .
Par consZquent 10Zquation du mouvement sOZcrit :

2 2 2 2
1 0, ) B (WT0). y(x, Mt =0
COest une Zquation de DOAlembert " une dimension :

2.2 2.2 2 T
Ty DA/v ).y ¥t =0, pour laquelle la cZIZritZ v = To/n

11.2
La vitesse de phase des ondes est Zgale " leur cZ1ZritZ, soit dOaprs 10Zquation prZcZdente :

Ty Tu

b3 bl b1
AN.:T0=47kN;p=62.10 kgm ;v=870m.s

vp=v=

I1.3
a) Pour une solution stationnaire y(x, f) = y0.cos(k.x + @).cos(w.t + ¢), les dZrivZes secondes valent

2 2 2 2 2 2 . ~
1 yvix,)fx =Dk yx, ety yix, )t =D w y(x, ). LOZquation du mouvement sOZcrit alors

2 2
[(wv) Bk 1yx, £)=0.
On en dZduit la relation entre ), k et v pour toute solution non identiquement nulle :

+ '
k=+wh= =@ M/TO

b) Le fil est fixZ " ses deux extrZmitZs A et B, la fonction y(x, f) vZrifie par consZquent les conditions
aux limites y(xA, t) = y(xB, ¢) = 0 pour tout ¢ :
cos(k.xA + @) =cos(kxB+ g)=0

dOo
kxA+ @=0C2m+1)/2ethkxB+ @=2n+ 1)"/2 0o m et n sont deux entiers.
En Zliminant @et en introduisant la longueur 2L du fil :

k.(xB P xA) = k.2L = p' (p entier non nul)
Les diffZrents modes de vibration sont caractZrisZs par les valeurs de & :

kp=p./2L
Les frZquences associZes sont donnZes par :
| W = wp/2' = v.kp/2' = p.v/AL, p entier naturel

Pour le mode fondamental, p = 1, dOo :
W =v/4L

b1
¢)AN.:v=870m.s ;2L =1m; K0 =435 Hz. On calcule ensuite

mode 1 2 3 4 (5)

v (Hz) 435 870 1305 1740 (2175>2000)
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Deuxime exercice

1. Moment dQinertie

Le moment dOinertie par rapport * son axe dOun disque homogne de masse m, de rayon 7 vaut :

2 4 ~
J=mr /2=upl'r h)r /2=(/2)ur hen introduisant la masse volumique p et 10Zpaisseur 4.

Pour le systme de deux disques coaxiaux ZtudiZs, on trouve en utilisant 10additivitZ des moments
dOinertie

4 4
JE=(12)pa h+pb hO)

b4 2
AN.:JE=8,0510 kgm

2. Moment des forces de Laplace

Remarque : tout au long de cet exercice les phZnomnes dOautoinduction sont nZgligZs.

On considre une ligne de courant Z1Zmentaire joignant O et A ®
parcourue par 10intensitZ di. La contribution au moment en O B A
des forces de Laplace de la portion infinitZsimale dl de cette
ligne de courant centrZe sur le point M sOZcrit dl
2 2
d“MO = OMAd M = OMA(di.dIAB) = M
di[dI(OM.B) b B(OM.dl)] 0 il

OM.B = 0 car le champ B est perpendiculaire au plan du
disque ;

le vecteur dl correspond au dZplacement Z1Zmentaire le long de la ligne de courant considZrZe donc dl =

2
dOM et OM.dl = d(OM )/2;

. 2 2
par consZquentd MO =D di.d(OM ).B/2

LOintZgration le long de cette ligne de courant entre O et A (convention dQorientation de 10ZnoncZ
pour i) conduit " :

A
dMg = —jo di.d(OM?).B/2=-di.0A2.B/2=—di.a’B/2
car B est uniforme et di se conserve le long dOune ligne de courant dans le cadre de IOARQP.

2 . . . .
Le facteur @ .B/2 ne dZpend pas de la ligne de courant considZrZe. LOintZgration de la relation

prZcZdente sur 10ensemble des lignes de courant apparaissant dans le disque est immZdiate et consuit "
10expression du moment total des forces de Laplace en O :

MO = D(ia2/2).B

3. Champ Zlectromoteur et fZm induite

On Ztudie un conducteur mobile dans un champ permanent : cas de Lorentz.
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a) Au point M, le champ Zlectromoteur sOZcrit :

Em = vMAB, o vM est la vitesse du point M par rapport au
rZfZrentiel dOZtude.

vM = vO + BAOM = BLAOM, car O est situZ sur 10axe de
rotation &£ = (O, uz).

Em = (2AOM)AB = OM(2:.B) b %4(OM.B) =

OM(%2.B)
(OM et B sont orthogonaux)

DOaprs le schZma, % = w.uz o w= d@dt, et B = B.uz (B est colinZaire " 10axe Z&). Donc %.B = wB et
[ Em=wBoOM |

b) Le long dOune ligne de courant quelconque la fZm induite a pour expression, comptePtenu de la
convention dOorientation pour i :

A A 2 2
eOA:J.OEm.dlzIOwB.(OM.dOM):wB.OA /2=wBd" /2

Cette expression est indZpendante de la ligne de courant considZrZe.
LOexpression de la fem induite entre O et A sOZcrit :

eOA = wBa2/2

s . 2
¢) La puissance cZdZe aux charges par la fZm eOA est @ = eOA.i = wBia /2.
DOaprs la question 2), la puissance des forces de Laplace vaut
2
PL =MO.%2=D(ia /2).(B.%2) =D®e, soit AL+ e =0:

Cette ZgalitZ traduit la nullitZ de la puissance des forces magnZtiques. Le signe de la fZm eOA en
dZcoule.

4. Etude dOun dispositif
a) Equation diffZrentielle du mouvement
Equation Zlectrique

Le circuit Zlectrique ne comporte quOune rZsistance R, en
nZgligeant la rZsistance du disque mZtallique 10Zquation

. ~ 2
Zlectrique sOZcrit :eOA = wBa /2 = Ri, soit

2
i=wBa /(2R)

Equation mZcanique

RZfZrentiel : on se place dans le rZfZrentiel terrestre supposZ
galilZen, dans lequel 10axe /& est fixe.

Paramtres

Si la longueur de fil comprise entre le cylindre et la masse m est
initialement verticale, le mouvement de la masse m est une
translation rectiligne verticale. Le systme mZcanique est dZcrit m ._ X
par deux paramtres :

LOangle @repZrant la position angulaire du disque (w = d@df) et x, c™te verticale de la masse m. Ces

deux paramtres sont liZs car le fil est inextensible et ne glisse pas.

LOinextensibilitZ du fil et la condition de nonDglissement se traduisent par les relations :
(dx/df).ux = vI et vI = vIO = bw.ux (I et 10 sont les deux points coencidents appartenant au fil et au
cylindre)

[ dvdi=pw |
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Equation dynamique
On considre le systme {disquetcylindre, fil, masse}.
Toutes les forces de frottement sont nZgligZes et le fil est inextensible, les seules actions "~ considZrer
sont
* les forces de pesanteur
* Jes actions associZes aux forces de Laplace.

LOZnergie cinZtique du systme a pour expression :

Ec= JAEw2/2 + m(dx/dt)2/2 = (J/E+mb2)w2/2
Les forces de pesanteur (}Zrivent dOun potentiel. Le centre de masse de 10ensemble disque+cylindre est
fixe, le fil est de masse nZgligeable, compte tenu de la convention dOorientation (verticale descendante) :
5 Ep =Dmgx + Cte y
La puissance des actions associZes aux forces de Laplace a ZtZ calculZe " la question 3.c :
AL = D(iBaz/Z)a/
Le thZorme de 10Znergie mZcanique dEc/dt + dEp/dt = PL sOZcrit alors :

2 2
(JE+mb Yw.dw/dt B mg.dz/dt = D(iBa 2)w,
soit en utilisant la relation dx/d¢ = bw puis en simplifiant par w :

2 2
(JE+mb ).dw/dt + iBa /2 =mgh

. ~ y 2
La combinaison de cette Zquation avec 10Zquation Zlectrique i = wBa /(2R) conduit finalement ~
10Zquation diffZrentielle du premier ordre :

(J}E+mb2).dw/dt + [Bza4/(4R)].w = mgb

b) Lorsque le rZgime permanent est atteint, dc/dz = 0 et la vitesse limite vaut alors :

wl = 4ngb/(B2a4)

. . 2 4
¢) En multipliant les deux membres de 10Zquation diffZrentielle par 4R/(B a ) et en introduisant le

224 .
paramtre 7= 4R(JAE+mb )/(B a ) on obtient la forme simplifiZe :
| Tdawdt+ w=awl |

d) LOZquation diffZrentielle sans second membre admet pour solution w = w0.exp(D#/T), une solution
particulire est w= wl , dOo la solution gZnZrale de 10Zquation diffZrentielle :
w(t) = «w0.exp(Pt/T) + i . La vitesse initiale est nulle donc w0 =D/, soit :

[ wty=w [1Dexp®r/D] |
La vitesse angulaire cro”t monotonement vers &/ . Cette valeur est atteinte ~ 10% " la date /0 telle que :
[wl D aft0))/awl = 0,1, dOo exp(P10/T) = 0,1.
On en dZduit :

[  ©0=7m10) |

Le nombre de tours effectuZs vZrifie :
2 =80=[" wdt = [ yl1- exp(—t / T)dt = oy [t+ T .cxp(t/ T)]Y
0 0 Z l' * O

En utilisant la valeur de 70 on obtient :
[ n=awi (n10D09Y2) |

D2
e AN.:R=05%;m=10 kg;B=05T

T=64,5s;10=148s; wl =784 rad.le ; n=1130 tours
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Remarque : La masse descend de 2'nb = 71 m : il nOest pas pratique de mettre expZrimentalement en
Zvidence le rZgime transitoire puis le rZgime permanent avec les valeurs numZriques proposZes.



