PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2020 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

1.- Calcula a sabiendo que lirr(} ( v (11_x) — axx_l ) = % (In denota la funcién logaritmo neperiano).
X—>

Resolucién
Hacemos la resta de las fracciones. El mcm de los denominadores es x In(1 - x)

lx—(ax—Dhnin(1-x) _ 0—(a0—-Dnin(1-0) _ O+Inlnl _ 0+0
xlnln (1 —x) - Olnin (1-0) - 0 - 0

lim

0 ) .,
= Indeterminacion.
x— 0

Aplicamos la regla de L"Hopital con f(x) = x - (ax - 1)In(1 - x), g(x) =xIn(1 -x)

1
1—x "

(—1D]=1—-alnin(1 - x) +%

X

ff(x)=1—=[Jalnln(1 — x) + (ax — 1).

1
1—x

g(x) =1Inln(1-x) + x (=D]=Inin(1l-x) ——==

1—x

. 1—ahin(1-x)+ “L 1—alin(1-0)+-2-L o0
. F(x) . . . 1-a0-1 0 o
lim ==~ = lim =t = 1= = = — Indeterminacion.
x>0 9 x—= 0 Inin (1—x) — Inin (1-0) = 0-0 0

1-x

Volvemos a aplicar la regla de L"Hopital:

1 1 a(l—x)— (ax—1)(=1)

/
rr _ _ _ ax — — _
f (x)_(1 alnin (1 — x) + ==L ) =—a—— (- D+ —
__a a—ax+ax—1 — a(l—x)+(a—1) — 2a—ax—1 — 2a—1—ax
1-x (-0 -0 (1-0° -0
“(x) = lnin (1 — x) — x — 1 (= 1) — 11 =x) —x(=1) N S 1 — —“11-x)-1 __x=2
g0 =i (1 - -] =g (- D - P o e o S e
2a—1—ax
lim 70 lim a-x — lim 2a—1—-ax _ 2a—1 _ 1-2a
=0 9@ T x50 (f:z)z -0 x—2 o2 z -
A . f _ 1-2a _ . f) _ 1-2a
Luego, por la regla de L"Hopital, )lcl_tr(l) o - 2 = )}I_r)r%) o - 2
Como nos dicen que el limite es %, entonces 1_22a :%:ﬂ —2a=7=>—6 =2a=>a =— 3
—x3+2x—3
2.- Sea fla funcion definida por f(x) = —————, parax # 0, x # 1. Halla la primitiva de f cuya grafica
X —X
pasa por el punto (2, 3In2), donde In denota la funcién logaritmo neperiano.
Resolucién
3
El conjunto de todas las primitivas de fes [ = [—2F2X=3 gy
X — X
—x3+2x—3 x—3
Haciendo la division obtenemos la forma mixta de la fraccion: ———=—x — 1 + —5—
X — X X — X
2 g
Luego, I = [(— x — 1) dx + [2=—dx = ——x+J X3 gy
X — X X —X

Para calcular I, descomponemos la fraccién en suma de fracciones simples: Como x* - x = x(x - 1),

-1 -
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x—3 _  x-3 A + B
oy o x(x—1) T x x—1 "

Multiplicando los dos miembros porx(x-1): x-3=A(x-1) + Bx

Parax=1--2=A(1-1)+B.1=>-2=B; Parax=0,--3=A(0-1)+B0=>-3=-A=A4 =3

I1 = f(% + x_—21 )dx = 3Inin|x| — 2in|x — 1]|.Luego, todas las primitivas de f son

2

X
2

Fk(x) =1= —x + 3Inin|x| — 2ln|x — 1| + k, siendo k € R una constante.

Si la primitiva pasa por (2, 31n 2),
2

F(2)=3Inin2= ———x + 3Inin|x| = 2In|x — 1| + k = 3Inin2

_22

2
F(x) =

— 24+ 3Inln2 — 2inl + k=3Inin2 =k = 4.Laprimitiva es
2

== —x + 3Inin|x| - 2n|x — 1| + 4

3.- Una familia desea acotar una zona rectangular en el jardin de su casa para dedicarla al cultivo
ecologico. Para ello dispone de 96 metros de valla, pero necesita dejar una abertura de 4 metros en uno
de los laterales para instalar una puerta. Determina las dimensiones de la zona rectangular de area
maxima que puede acotarse de esta maneray el valor de dicha area.

Resoluci6n

Sean x e y las dimensiones de la zona rectangular X
Funcién a maximizar: area = xy. Pero como disponemos de 96 m de valla, 2x + 2y - 4 = 96.

Dedonde, 2x+2y=100—>x+y=50=>y=50-x.

Se trata de calcular el maximo de la funcién A(x) = x(50 — x)—A(x) = 50x — X

A'(x)=50—2x$A/(X)=0=)x =52—0= 25

Vamos a comprobar que x = 25 corresponde al maximo de la funcion.

A”(x) =— 2- A”(25) = -2 <0 - maximo. Luego,x =25,y = 50 — 25 = 25

Las dimensiones de la zona son entonces 25 m x 25 m (es un cuadrado)

4.- Calcula [ In In (x2 + 2x + 2)dx, donde In denota la funcién logaritmo neperiano. (Sugerencia:

efectia el cambio de variable t =x + 1).
Resolucién
Hacemos el cambio de variable que se sugiere:t=x+1, dt=1dx=dx

Porotraparte,t2:(X+1)2=X2+2x+ 1.Luegox2+2x+2=x2+2x+1+1=t2+1
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Sustituyendo nos queda la integral [ In In ( £ + 1)dt, que la vamos a resolver usando el método de

integracion por partes: [u = I|n ln(t2 +1) = du = zzt—dtl dv =dt = v = t].
£+

Nos quedaria que

[ (¢ + Ddt = thin (¢ + 1) = 2[==tnin (¢ + 1) - 2f (E+1-1)ac _

41
=tlnin(t + 1) — Zf(ldt —%)z tinin(t° + 1) — 2t + 2arctgt =
t
= t[In ln(t2 + 1) — 2] + 2arctgt deshaciendo el cambio —(x + 1)[In ln(x2 + 2x + 2) — 2] + 2arct

Luego, [ In ln(x2 + 2x + 2)dx = (x + 1)[In ln(x2 + 2x + 2) — 2] + 2arctg(x + 1) + k,con k€R

xex—(1+x)—(a+1)x

5.- Sabiendo que 1irr(1) > es finito, calcula a y el valor del limite.
xX— X
Resolucién
X 0
Vamos a hallar el limite. lim —<—G* x)z —(atDr O —lnin( 1;2 O-(r1)o _ % Indeterminacion
x—0 x

Aplicamos la regla de L'Hépital con f(x) = xe* - In(1 + x) - (a + 1x, g(x) = x°.

f)=1l+x———1-(@a+ D=0+ ———-a-1 g () = 2x
x 0 1
) f'(x) _ . (1+x)e—%+x—a—1 _ (1+0)€ —Hio—a—l _ 1—-1—-a-1 _ —a—1
il_r)r}) g ,lcl_{% 2x - 2.0 - 0 T 0
TTA . fx) _ —a-—-1
Por tanto, por la regla de L"Hopital, )}15% 0 — 0

Como queremos que el limite sea finito, debe ser -a - 1 = 0 porque de lo contrario el limite
valdria £co. Luego,-a-1=0, a=-1

Veamos si se puede aplicar de nuevo la regla de L"Hopital:

1 , x r__ -1
7_(_1)_1] B le + (1 +x)e s 14141 3

1+x

[2x] 2 2 )

[(1 + x)ex -

Se puede aplicar. Por tanto, el limite del enunciado, para a = -1, vale %

6.- Determina la funcion f: (-1, +00) — R, sabiendo que es dos veces derivable, su grafica pasa por el
, . 1
punto (0,1),f(0) =0 y (%) = -7

Resolucién

-3-
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)= [f"(x)dx = =In|x+ 1| +a,cona€R.Comof(0)=0=In|0+1|+a=0

Se tiene, 0 +a=0,a=0. Luego, f'(x) =In |x + 1|

f(x) = [ f(x)dt = [Inin]|x + 1|dx que la vamos a resolver usando el método de integracién por

partes:
[u=1n1n|x+1|:>du= dx dv=dxz>v=x].
x+1
_ _ xdx . _ (x+1-1dx ldx _ .
Judv =uwv - fvdu = xInln|x + 1| = [ _; [ =[""—= =Jldx - [ =x~—Inln|x

I

Luego, f(x) =xIn|x+ 1| - [x-In|x + 1|] =xIn| x+1|-x+In|x+ 1|+ b= (x+ DIn|x+ 1| + b-x.

Como la grafica de f pasa por (0, 1), entonces f(0) =1=(0+ DIn|0+1|+b-0=1=b=1.
Por tanto, f(x) =xIn|x+ 1| -x+ In|x+ 1| + 1

7.- Sea f la funcion definida por f(x) = Zlflx ,para x+2

a) Estudia la derivabilidad de f.

Resolucién
Expresamos la funciéon como una funcioén definida a trozos:
f(x) = {5 six20,x#2—"—, six <0
-Six # 0,x # 2, fes derivable por ser el resultado de operar con funciones derivables.
Ademas,
, , 1.2 —x) —x.(=1) 2 . , —-1.(2 —x) + x.(=1) —2 ,
Six > 0,x#2, = = Six <0, = = L ) :
(x> 0,02, (x) = +E22 S Six < 0f (@) r— o Luego, /(%)
- Para x = 2, f no es ni continua ni derivable porque no esta definida: no existe f(2)

-Parax =0, hm f(x)= 11 im —2|:|;= 280 = 0 = f(0). Luego, fes continuaenx =0

[F(0) = lim f(x) = lim ——=—-==Lf(0") = lim f(x) = lim —— = —— == o>f(

s =0 (2-x)° (2-0) o0 =0 (2-x)° (2—0)

fno es derivableenx =0

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucién

f'(x) :{(22)2,six>0,x¢2 _z)z,six<0.Como 2 >0y
- X

2-x 2-x) (2-x)

— < 0, V x, resulta
que f'(x) <Oparax<0 y f(x) >0parax>0,x # 2.

Luego, f es decreciente en el intervalo (-0, 0) y creciente en (0, 4+0)

8.- Considera las funciones f; g: R — R definidas por f(x) = -4x + 2 y g(x) = x* + 2x + c.
—4-
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a) Halla el valor de ¢ sabiendo que sus graficas se cortan en el punto en el que g alcanza su maximo.
Resolucién

Hallemos el punto en el que g alcanza su maximo.

gx)=0e-2x+2=0=>x=1;g'(x)=-2<0=>g"(1) =-2<0.Enx =1 galcanza su maximo.

Como se cortan parax =1, f(1) =g(1) > -414+2=-1*+21+c=>-2=-14+24+c=>c=-3

b) Para c = -3, calcula el area de la region limitada por ambas graficas.
Resolucién

Parac=-3,f(x) =-4x+2 y g(x)=-x*+2x-3.

Hallemos las abscisas de los puntos de corte entre las graficas de fy g:
6+4

{y=—4x+2y=—x2+2x—3=>—4x+2=—x2+2x—3:>x2—6x+5=0:>x= S— =X =D5x"
5
El 4rea que nos pidenes 4 = |[[f(x) — g(x)]dx|.
1
Hallamos primero una primitiva: [[(f(x) — g(x)]dx = f[— 4x + 2 +x° — 2x + S]dx =
2 X X X’ 2 x’—9x" + 15x
= [(x" — 6x + 5)dx. Una primitiva es p(x) = -5 — 6 +5x=—70"-3x +Sx=""7——
5° 9.5+ 155 1°—91° 4151 —25 7 322
Por la regla de Barrow, A = |p(5) — p(1)| = | 3+ - 3+ |= | s~ S|=u

3
X

)
-1

9.- Considera la funcion f definida por f(x) = — parax# 1,x# -1
X

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.

Resolucién

D’ L =4 F(x) : L — too, ftiene dos asintot

Como f(x) = = = too xX) = = — = 4o, ftiene dos asintotas
f = ==ty ==t
verticales, de ecuaciones x = -1, x = 1. Ademas, f(x) = _01+ =— o y f(x)= _0—1_ =+ o
1 1

yf@)=-===® yf()=—==+ o
Estudiemos las asintotas en Foco:

3
f(x) = lim ——= lim x = +oo. Luego, f tiene no tiene asintota horizontal en +oo.

x—>too x X — +oo

Veamos si tiene asintota oblicua: AO: y = mx + n

fx) _ -1 _ X -1

x x 3

x —1

[f(x) — mx] =( 2x3 —x) ~— =0.

Luego, la asintota oblicua en oo es la recta de ecuacion AO: y = x

Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota:y ., — y =—
gréafica asintota x =1

> 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en 400

—-5—

Six—> + oo, y -y

grafica asintota
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Six—> — oo, y -y

grifica < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en —oo

asintota

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucién
f'(x) =
3x2(x2 — 1) — x'2x _ 3x —3x" — 2x" _ X —3x xz(x2 — 3)

2 2
— - = =0ox =02x=0x" — 3 = 0=x = ++/3
o’ = 1)° o —1)° o —1)° =1’ x * * x= 3

Hagamos una tabla de signos de {f'(x):

(o~ - [ 1] cLo]o] v [1[(LB)] B |05 +a
f'(x) + 0 - A - 0 - A - 0 +
f(x) | creciente | maximo | decrec. A | decrec. decrec. | A | decrec. | minimo | creciente

10.- Determina la tinica funcién derivable f: R — R que cumple que f(0) =1, (0) = 1y f"(x) = e*(x + 2).
Resolucién

) =[f"(x)dx = fex(x + 2)dx por partes —>[u =x+2=>du=1ldxdv=edx > v= ex]

()= fudv =uv— [vdu = (x + 2)ex—fexdx=(x + 2)ex—ex+ k=x+2 - 1)ex+ k=x+1
Como f'(0) = 1 entonces (0 + 1)e’ + k=1=1+k =1,k = 0. Por tanto, f' (x) = (x + 1)e*,

fe)=Jfxdx = fex(x + 1)dx por partes —>[u =x+1=du=1ldrdv=edx > v= ex]

f(x)=(x+1)ex—fexdx=(x+1)ex—ex+ k'=(x+1—1)ex+ k' =xe" + k'

Como f(0) = 1=0e’ + k' = 1=k’ = 1. Por tanto, f(x) = xe' + 1
11.- Se sabe que la funcién f: R — R dada por f(x) = ax®> + bx* 4+ cx + d tiene un punto critico enx = 0,
que su grafica pasa por (0, 3) y que larectay = -2x + 2 es tangente a dicha grafica en el punto de
abscisa x = 1. Calcula a, b, cy d.

Resolucién

f(x) = ax’ + bx* + cx +d f'(x) = 3ax* + 2bx + c.
Como f tiene un punto critico, extremo relativo,enx =0, f'(0) =0 = 32.024+2b0+c=0=>¢c=0

Como la grafica pasa por (0, 3),f(0) =3=2a.0> +b.0°+c0+d=3=>d=3

Nos queda f(x) =ax® + bx* +3  f'(x) = 3ax* + 2bx.

Como larectay = -2x + 2 es larecta tangente en x = 1 y f'(1) es la pendiente de la recta tangente,
entonces f'(1) = -2. Luego, 3a.1* + 2b.1=-2 = 3a + 2b = -2

La recta tangente y la grafica de f coincidenen x = 1

Luego, f(1) =-214+2=0=2a1>+b1°+3=0=a+b=-3

Resolvemos el sistema {3a + 2b =— 2a + b =— 2 ->=>{3a+ 2b=—22a+ 2b=—6.
Restando las ecuaciones, a = 4

Sustituyendo, 4 + b = - 3,luego b = -7. Conclusién:a=4,b=-7,c=0,d =3

12.- Calcula el valor de a > 0 para que el rea comprendida entre la parabola y = 3x* - 2ax y el eje de
abscisas sea 4 unidades cuadradas.
Resolucién

—-6-—
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Hallamos los puntos de corte de la pardbola con el eje de abscisas:

3x!-2ax=0&x(3x-2a)=0=>x = 03x — 2a = 0-x = 23a

2a
N
El area comprendida entre la parabola y el eje de abscisases 4 = | | (3x2 - Zax)dx .
0

3 2
Una primitiva de la funcidn f(x) = 3x* - 2ax es F(x) = f(3x2 — 2ax)dx = SxT — Za% =x" - ax’

() - o(2) - 0 - @ o)

, 4 3 3
Como el area debe ser 4 uz, entonces % = 4=>q = 27=a =+27=>a =3

8a’—124° | _ 4d’
27 | T 27

Por la regla de Barrow, A = |p( 23a ) — p(0)| =

13.- (prueba extraordinaria) Considera la funcién f: R — R dada por f(x) = e*(x* - 5x + 6). Determina los
intervalos de concavidad y de convexidad de f'y los puntos de inflexién de su grafica.

Resolucién
f(x) =e*(x*-5x+ 6) +e*(2x-5) =e*(x¥*-3x+1) ; f'(x)=e*®-3x+1)+e"(2x-3) =e*(x*-x-2)
f"x)=0ex = ! f o x=2x=—1. Hagamos una tabla de signos de "' (x):
(_OOJ _1) _1 (_1' 2) 2 (21 +OO)
e+ 0 - 0 n
f(x) | convexa | inflexion | concava | inflexion | convexa

f es convexa en (-0, -1) U (2, ©) y concava en el intervalo (-1, 2)

Los puntos de inflexién son:
_ _ _ a1 2 _qoa-l_ 12 4 12
x=-1,y=f(-1) = e[(-1)* - 5(-1) + 6] = 12¢7} == .Punto( 1,-= )

x=2,y=1f(2) =e*(2*- 5.2 + 6) = 0e* = 0. Punto (2, 0)
T

14.- (prueba extraordinaria) Calcula [ x sen’x dx
0

Resolucién
Hallamos una primitiva,

F(x) = fxsenzxdx por partes —-|lu =x = du =dxdv = sen’xdx = v = fsenzxdx

2
v = [sen"xdx = [ senx.senx dx por partes —>[u1 = senx = alu1 = cos cos x dx dv1 = senx dx = v, =

2 —sen(:
v =— senxcoscosx + [xdx =— senxcoscosx + f(l — sen x) dx =— senxcoscosx + x — v =——
Luego, 2v = x — senézx) = Zx—szen(Zx) SV = —Zx—sZn(Zx) . Volviendo a la primera integral:
2 2
F(x) = x29‘+€"(2’0 _+f(2x — sen(2x)dx_ ;1 = 22+ %cos cos (2x) = = +2(2x)
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F _ 22 — xsen(2x) 1 22 +(2x) 4x” — 2xsen(2x)—2x2—coscos (2x) 2x° — 2x sen(2x) — coscos ( 2x)
() = 4 T T 2 = 8 = 8

Por la regla de Barrow,

T 2 2 2 2
2 _ ___2m —2msen(2m) — coscos (2m) 2.0°— 2.0 sen(2.0) —coscos (2.0) _ 2m s
{xsen xdx = F(m) — F(0) = o - 5 =5 ="

15.- (prueba extraordinaria) Sea la funcion derivable f: R — R definida

por f(x) = {ezax_4b, six <11 — xIninx,six>1 (Indenota la funcién logaritmo neperiano).

a) Determina los valores de ay b.
Resolucién
Parax # 1,

f'(x) = {ezax_4b.2a,six <1 —-1llnnx + (- x).%,six > 1=f(x) = {2aezax_4b,six <1 —-1-Ink

Parax = 1:

2ax—4b: 62a.1—4b _ eZa—4b lim f(x) — llml (1 _ .X'lnlnx) =1—-—1lnnl =1 = ‘
+ x -

lim f(x) = )}ll‘nl e
- x—1

x—1

Puesto que es derivable en x = 1, también es continua. Luego, e?2 " =1 = 2a-4b=0

f@A) = lim f() = lim 2ae*™ ™"y = 20 Y = 240"
) lir

x—1

f’(1+) = lim+ f(x) = )}1_}ml (—1—-Imlhx)==—1-Inlnl =—1-0=-1

x—1
Como es derivableenx =1,f"(1 ) = f’(1+):>2aeza_4b =1
Como 2a-4b=0= 2ae’ =— 1=2a =— 1-a = —.

2

Sustituyendo, 2—— — 4b = 0= — 1 — 4b = 0-b = ——

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
Resolucién
La ecuacion de lartg en xy es ry,: y — f(X)= {'(X().(X = Xo) = I y = '(Xp).(X = Xo) + £(xX0)

Para esta funcion, x, =2, f(x,) =f(2) =1-2In2 f'(xo) =f(2)=—1—-1Inln2
r[g:y:(—l—lnan)(x—2)+1—21nln2 ﬁr[g:y:(—l—lnan)x+3

16.- (prueba extraordinaria) Considera las funciones f, g: R — R definidas por f(x) = | x |

y g(x)= x? - 2.
a) Calcula los puntos de corte de las graficas de fy g. Esboza el recinto que determinan.
b) Determina el area del recinto anterior.

Resolucién

Los puntos de corte se hallan resolviendo el sistema: {y = |x|y = X =2

-8-—
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1

143 “1+3 .
= —= 3 x = S
P x = 1(impo.

2

x| =x — 2;x20,x =x —2=>x —x —2=0>x= > x =20y = = 2.Punto (2,2) x =— 1(imposible) x < 0,—x =x —2=5x +x — 2 =0>x =
P az0,x = — 294 2=0 25y = |2| = 2. Punto (2,2 1(imposibl 0 P2y 2=0

Para hacer un esbozo de la grafica de f(x) = |x| tengamos en cuenta que

|x| = {x, si x=0<bi secsec t riz del I cuadrante — x,six < 0«bisecsectrizdel Il cuadrante

Para la grafica de g(x) = x? -2, tengamos en cuenta que g'(x) = 2x, g’ (x) =2

gx)=0x=0,g7(0)=2>0.Luego, en x = 0 g tiene un minimo.
El minimo es x = 0,y = g(0) = 0% - 2 = -2; El minimo (0, -2), que es el vértice de la pardbola y ademéas
coincide con el punto de corte de la parabola con el eje Y.

Por otra parte, comox* -2 =0« x = i\/E, los puntos donde corta la pardbola al eje X

son (\/E, 0) y (— \/E, 0)

2 2
Debido a la simetria de las gréficas, el dreaes A = 2 [x — (x2 — 2)dx = [(2x — 2x" + 4) dx.
0 0

3 2 3
Una primitiva de la funcion del integrando es p(x) = x - 23x + 4x = L’;’Lux
_ 32222 +122 3.0°=20°+120 20 _ 2
Por la regla de Barrow, A = p(2) — p(0) = 3 — 3 =—3"26,67 u

17.- Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = (5 - x)e*~*. Determina los puntos de la grafica de f cuya
recta tangente tiene pendiente maxima.
Resolucién
Sea P(x, f(x)) un punto de la grafica. La pendiente de la recta tangente en el punto P es
f(x)=-1.""*+(5-x).e*1=(-145-x) e "= (4-x) & *

Se trata de hallar el maximo de la funcién f’(x).

f'X)=-1e""*+(@d-x.e"""1=(-1+4-x) e *=B-x)e""*=0x=3

(—OO, 3) 3 (31 -|-OO)
Hagamos una tabla de signos de f"'(x): f7(x) + 0 -
f'(x) | creciente | maximo | decreciente

4

Luego, en x = 3 f(x) alcanza el valor maximo, f(3) = (5 — 3)e’ ' = 2¢ ' = % El punto es P(S,%)
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18.- Considera la funcién f: R — R definida por f(t) = -
+e

a) Calcula [ f(t)dt (Sugerencia: efecttia el cambio de variable x = 1 + e").
Resolucién

I = [ f(t)dt. Hacemos el cambio de variable que se sugiere: x = 1 + eox —1=¢

Derivando, 1dx = e'dt = (x — Ddt=dt = xd_xl
1 . 1 dx dx . )
Sustituyendo nos queda la integral [—. —=— = [ D - Descomponemos en fracciones simples:
1 A B

.x(x — 1) »1=A—-1) + Bx

Parax=0=1=A(0-1)+B.0,A=-1;Parax=1=>1=A(1-1)+B.1,B=1

Luego, x(xl—l) = _xl + xil ;1= f_Tldx +f xil dx =— Iniln| x|+ Inln|x — 1|+ k,conk€R
Deshaciendo el cambio de variable, nos quedal =— Inin (1 + et) +Inlne + k=Inln 1e — + k,
+e
conk €R.
X
b) Se define g(x) = [ f(t)dt. Calcula lim -4
0 x=
Resolucién
0
© Jf@)dt 0
liné —'ﬂx& gescontinuaenx = 0 - qo = 5 = =~ Indeterminacion
X—
Por L'Hépital,
X /
g (x) = [f i) dt] teorema fundamental del calculoe gral —f(x) = : 1 -5 (x) =1
0 +e
1
Nos queda, J}i_r)r}) “12 = 1;0 = % Luego, por la regla de L"Hopital, ;1_% %") = %

19.- Se sabe que la funcién f: R — R dada por f(x) = ax® 4+ bx® + cx - 1 tiene un punto criticoenx =2y
que la recta normal a su grafica en el punto de abscisax=1esy = %x + % Calculaa, byc.

Resolucién
f'(x) = 3ax* + 2bx + c. Como f tiene un punto critico (o sea un extremo relativo) en x = 2, f'(2) = 0.

Luego, 3a.2*+2b24+c=0 = 12a+4b+c=0

Como larectanormalenx=1esy = %x + %, entonces f,_(i) = %, f'(1)=-2.

-10-
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Luego, 3a.1° + 2b.14+c=-2 = 3a+2b+c=-2

Parax = 1larectay la grafica coinciden y como f(1) = % 1+ % = 2,entoncesa.l’> +b.1*+cl-1=

2,
dedondea+b+c=3

Nos queda el sistema de ecuaciones {12a + 4b + c = 03a + 2b+c=—2a + b + c = 3.

Se puede resolver, por ejemplo, por la regla de Cramer.

matriz de coeficientes A = (1241321111), Aa=(041 —221311),
A =(12013 —21131),AC=(124032 —-2113)

detA=24+4+3-2-12-12=5, detA,=12-2-6+8=12, detA,=-24+9+2-36=-49

_ _ N T . T e .
detAC—72—8—36+24—52.Lueg0,a—T—T,b— T
20.- Calcula [ cos cos ( Inin x)dx
Resolucién
I = [coscos(Inlnx)dx porpartes —>[u =coscos(Inlnx) = du =dedv =dx => v =

I=fudv=uv—-fvdu=xcoscos(Ininx) +fsen(lnlnx)dxu

I
1

I1 = [sen(Ininx)dx por partes —>[u = sen(Inlnx) = du = Mosxmdx dv =dx = v = x]

I1 = sen(Inlnx) — [ coscos ( Inlnx) dx

Luego,l = xcoscos( Ininx) + sen(lnlnx) — I=2] = xcoscos ( Inlnx) + sen(lninx).

| = xcoscos (Inln x2) + sen(lnin x) + k, conk €R

— 2

2
21.- (prueba ordinaria) Considera la funcién f definida por f(x) = x2—1_3, parax # 1, -1.
R

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.
Resolucién

-1 -
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— 1=0x=1= -1; lim1 f(x)z_T4 = 4+00=A.V.:x = 1. Ademaés,
X —

lim f(x =‘0—4=+ o lim f(x)= —Of ——

x—-1 x—-1

— _4 -

i -0 _ _ 9 _ 2 _ _ _ : _ n (x+D(x-3)
xl_l)rgl fx)=—=Indet. 1 -2 -3 -1 131 -30= xlirgl f(x) xlirgl G+ DU—D

No hay AV en -1
2
lim f(x)= lim ——= lim 1=1=2A4AH:y = 1.

x — too XxX—> 4o x X = oo

_ xX—2x-3 X—2x—3—(x’-1) _ —2x—2
asintota =1 x =1 x =1

Ademas, Y grafica ~ Y

es < 0,cuando x— + wes > 0,cuando x—» — o

Luego, la grafica estd debajo de la asintota en +oo0 y por encima en -oo

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucién
F(x) = (2x—2)(x2—12)—{x22—2x—3)2x _ 2x3—2x—2x2-|2-2—§x3+4x2+6x _ 2x2j4x-|;2 _
(x =1 (x =1 (x -1
_o2(PH2x+1) 20 +1)°

———— =—>—> > 0,para x#1, — 1. Luego, f es creciente.
(x =1 (x -1

22.- (prueba ordinaria) Calcula a > 0 sabiendo que el area de la region determinada por la grafica de la
funcion f(x) = xegx, el eje de abscisas y la recta x = a vale %

Resolucién
Puntos de corte de la grafica de f con el eje de abscisas (eje X):

xe¥=0ox=0e"=0 (imposible) .Punto (0, 0)

a

El area a la que se hace referenciaes A = [ f(x)dx
0

Una primitiva de f(x) es

F(x)= [ f(x)dx = fxeSxdx por partes —>[u = x=du = dxdv = e dx—v = %egx]

Aplicando la integracidn por partes, F(x) = %xegx — %f e dx

3¢ _ 1.1 3x_ Gx—1e’

7 = 5 . Por la regla de Barrow,

F(x) = %xe
3a

3.0 3a
A = p(a)— p(0) = Ba—De _ _B0-De _ (BazDe +1

9 9 9
Como A = %:(3a — 1)e3a +1=1

Nos queda, (3a — 1)e3a =0=>3a—1=0-a= % =0 (imposible)

-12 -
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23.- (prueba ordinaria) Sea f: [0, 21T] — R la funci6n definida por f(x) = — _ff):;sx

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Resolucién
2
, x (2—coscosx)—senx.senx 2coscos x —x —sen x 2coscos x —1 1
f ()= ( ) = = - = — = 0=coscosx =—-
(2 — coscos x) (2 —coscos x) (2 —coscos x)

1 T, 51 .
Luego, x = arccos arccos (T) .Y como x € [0, 2Tr] entonces x = —= 6 x = —— (posibles extremos

relativos)

Para obtener los extremos absolutos evaluamos f(x) enx = 0, x = 2m, x = % y x = —5; :
n ¥
_ o sen0 _ _ . m\_ sen(m) 5B
f(O)— 2 — coscos 0 =0 ) f(g)_ 2_(%) - 2_% =73 —0,577
s —3
5t \ sen(53 ) 2 =3 . _ _sen(2m) __
f( 3 )_ 2_(53T[) - 2_% - 3 = 0,577 ) f(ZT[)— 2 - (2 =90

- 3 s P —/3
Por tanto, el maximo absoluto es J3L y se alcanza en x = ——y el minimo absoluto es 43& y

51

sealcanzaenx = =

b) Determina la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de

. s
abscisax = =

Resolucién

La recta tangente pasa por el punto P(%, J:L) y la pendiente de la recta tangente en el punto P

s T T s s
esf (?) = 0, porque en x = —- hay un maximo.

La ecuacién de la recta tangente es y — % = O(x — L) >7r iy = RE

La ecuacién de la recta normalesy — % = _Tl(x — L) = (y — £) 0=—x+ %:t' rox o= %

-13-
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2
24.- (prueba ordinaria) Sea fla funcién dada por f(x) = %, parax # 2
—

a) Calcula | f(x)dx
Resolucién

12x— 8
(x—2)°

Haciendo la divisién obtenemos la forma mixta de la fraccién: f(x) = 3 +

I
[ £ dx = [ 3dx + [2Sdx = 3x + [22Cdx”

Para hallar I descomponemos primero la fraccién en fracciones simples.

12x — 8 A B 2
(xiZ)Z === + 2 (x = 2) -12x —8=Ax—-2)+ B

Parax = 2=12.2 — 8 = A(2 — 2) + B=B = 16
Parax = 0=12.0 — 8 = A(0 — 2) + B=—2A + 16=> — 8 =— 24 + 16=>A = 12

12x -8 12 16
Luego, = +
80 o) x=2 (x—-2)°

16
X — 2

_ [ 12x-8 _ 1 ) ~ ) B
I _f—(x_z)z dx = 12 —-dx + 16 [ s dx = 12Inin|x — 2| + 16—

=12Inln|x — 2| —

16
x—2

Por tanto, [ f(x)dx = 3x + 12Inin|x — 2| — + k

b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (3, 5).
Resolucién

16

—t k

Las primitivas de f(x) son F(x) = [ f(x)dx = 3x + 12Inln|x — 2| —

Si pasa por (3, 5) entonces F(3) = 5.

16

s, t k=529 +12Inlnl1 — 16 + k=5

Luego,3.3 + 12Inin|3 — 2| —

Simplificando,9 + 12.0 — 16 + k = 5k = 12.

—-14 -
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La primitiva que nos pidenes F(x) = 3x + 12Inln|x — 2| — 162 + 12

X —

— 15—



