Interpolation polynomiale

Introduction

Etant donné un ensemble de n+1 points (x;, ), les x; distincts 2 & 2, nous cherchons

un polyndme p a coefficients réels de degré n au plus qui vérifie :

p(xi)=y, , 0<isn

Les points rouges correspondent aux points (x;.y,), et la courbe bleue

représente le polynome d'interpolation.



1. Polynome d'interpolation de Lagrange

1.1 Existence et unicité du polynome d’interpolation

Si le polyndéme d'interpolation est donné par :

1

p(I) = a 2" + a1 -+ H-EIE + a1 + ay. (1)

Or p doit vérifier : p(xi) = yi, vie {0,1,...,n}. (2)

afin que ce dernier passe par I'ensemble des points a interpoler. L'équation (1) , nous donne le

systeéme d'équations linéaires d'inconnus @ ; d’'écriture matricielle :

n n—1 n—2 -

Ty Xy Xy ... Xo 1 Qi Yo
n n—1 n—2 -

S Ty .o 1 A1 11
n n—1 n—3 .

S T, Tn |1 i Un

Ou

M A=Y M estlamatrice de Vandermonde d’éléments xJL 0<i, j<n,

A représente les inconnues a; et Y représente les réels donnés y;,.

Pour construire p(x), il suffit de résoudre ce systéme afin d'obtenir les valeurs des coefficients
(lj: . La matrice de ce systéme est une matrice de Vandermonde. Le déterminant de M est égal

a

detdet (M) = ] (xi — xj)

0<i<j<n

est donc non nul, puisque les x; sont distincts 2 a 2, le polynome d'interpolation existe et est

unique. L'unicité résulte aussi du fait que si /2 et Q sont de degré 7 et coincident en

1+ 1 points, alors P-Q=0,



1.2 Construction du polyndome d'interpolation

On se donne 7 + 1 points (Iﬂ! yﬂ')! "t (Iﬂ! yﬂ-) (avec les ¥i distincts 2 2 2). On se

propose de construire un polyndme de degré n qui aux abscisses i prend les valeurs Yi.

L'étude suivante propose de montrer que le polyndme

! ] X — T;
LX) =Y 1 =2
j=0 i=0,ij Vi i

est le seul polynome de degré au plus » a satisfaire la propriété (2).

Les polynomes de Lagrange associé€s a ces points sont les polyndmes définis par :

L= ] Amf oAt X oo Xt X oo,

j=0j#i Ti —Tj  Ti— To Ty — Ti—1 T — Tip Ty — Iy

On a en particulier deux propriétés :

1. liestde degré m pour tout %

7 Ei':Ij::' = ‘Si,j!D <iL,]=n . r!-i(-T-i) = Lot ‘Ef(ir’j) - Dpour JF

b

Le polynome défini par
L(X) =) yli(X)
7=0

est I'unique polyndme de degré au plus 7 vérifiant L(x;) =y, pour tout 7.

En effet :

e d'une part

L(z;) = éyﬁj(n) =Y



e d'autre part, étant combinaison linéaire de polyndmes de degré 7, L est de degré au
plus 12; si un autre polynéme Q vérifie ces propriétés, alors L — Q est de degré au
plus 72 et il s'annule en n+1 points distincts (les L&) : L — Q est donc nul, ce qui

prouve l'unicité.

Base de polynomes

On se donne 7 + Lscalaires distincts L0 - - - + n . Pour tout polynéme P

appartenant a I{H[X ], sionpose Yi = P (It'), P estle polynome

d'interpolation correspondant aux points. Il est égal au polynome L défini ci-dessus.

On a donc
P(X) =) P(z;)l;(X)
j=0
Donc (‘Eﬂ'a byeeey ‘Eﬂ-) forme une famille génératrice de Ky [X ]

Comme son cardinal (égal a Tt + 1) est égal a la dimension de I'espace, elle en est

une base.
Autre écriture du polynéme d’interpolation

Soit

n

N(X) = [](X — ;)

j=0 . Alors N {Il‘] =0 et

En particulier, comme tous les produits sont nuls en &% saufun :

n

N'izp) = J] (xr— )

i=0,i£k



Ainsi

) N(X)
! N l“"lrn(iﬁt')(X — It')
On se donne T + Lscalaires distincts £0s - - - ; Tn. Pour tout polyndéme P appartenant a

EH[X ] ,si ’on pose ¥i = P (It’), P est le polynome d'interpolation correspondant aux

points {I'Ds yu}, s {Iﬂ,, yﬂ} ; il est égal au polyndéme L défini ci-dessus.
On a donc
P(X) =) P(x;)l;(X)
j=0
Exemple 1

En choisissant # =1 ou P = X ona

1= 1(X) X =Y ay0,(X)

j=0 et
Exemple 2

Etant donné¢ les points (0, 1); (1,2) et(2,4) déterminer le polynome

d’interpolation qui passe par ces points.

_ x—1 x—2 . _ x=0 x=2 _ x=0 x—1
Ona lo ~ 0-1 X 0-2 "’ l1 ~ 1-0 X 1-2 ’ lo — 2-0 X 2—1
L=7G-D&x-2); L=C-0x ; [j=5x(x~-1)

P,(x) = 1x1, + 2x1 + 4xL,

P =7 (x — D(x — 2)+ 2(2 — 0)x + 4x5 x(x — 1)



1.2 1
Pz(x)=7x +5x + 1

1.3 Erreur d'interpolation

L'erreur d'interpolation lors de l'approximation d'une fonction f, c.-a-d lorsque ¥i = f (Ii},

est donnée par une formule de Taylor-Young. Si f est n+1 fois continiment différentiable sur
I = [min(zg, .. 7y, ), max(xg, ...T,, T)]

alors

e -
f(z) = pa(z) = iy A

(x — ;)

el

2

Cette formule se démontre en appliquant de maniere itérée le théoréme de Rolle sur les

sous-intervalles [It'—l : It'] )

Dans le cas particulier ou £i = T + th (points uniformément répartis), se produit en

général une aggravation catastrophique de I'erreur d'interpolation, connue sous le nom de

phénomene de Runge, lorsqu'on augmente le nombre de points pour un intervalle [Iﬂ 1 Iﬂ]

donné.

1.3 Phénomene de Runge

Le phénoméne de Runge se manifeste dans le contexte de l'interpolation
polynomiale, en particulier l'interpolation de Lagrange. Avec certaines fonctions,
I'augmentation du nombre n de points d'interpolation ne constitue pas nécessairement
une bonne stratégie d'approximation.

En étudiant cette question, le mathématicien Runge découvrit un résultat contraire a
l'intuition : il existe des configurations ou I'écart maximal entre la fonction et son

interpolation augmente indéfiniment avec n.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Ph%C3%A9nom%C3%A8ne_de_Runge
http://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_polynomiale
http://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_polynomiale
http://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_de_Lagrange
http://fr.wikipedia.org/wiki/Carl_Runge

Considérons la fonction suivante :

1
H@) =150

On considere (n+1) points équirépartis dans le segment [-1, 1],

x = =1, ... , X =x_ + kh, ..., xn=1 avechz%

Enfin, on considére le polynome interpolateur de f aux points (I‘é), c'est-a-dire 1'unique
polynome P de degré inférieur ou égal a n tel que P,(x;) = f(x;) pour tout i. On note P, ce
polyndme.

Runge a montré que l'erreur d'interpolation entre P, et f tend vers 'infini lorsque n augmente.
Autrement dit, plus on fixe de points ou le polynome a la méme valeur que f, moins bien on

approche la fonction. Formellement :
tim ((max /(@) ~ Pa(@)]) = o0

En fait, lorsqu'on augmente le nombre de points, on constate que le polyndme se met a

osciller fortement entre les points i avec une amplitude de plus en plus grande.

Cependant, Tchébycheff a trouvé une disposition judicieuse des nceuds x; . Il a montré, que la

disposition suivante des x; dans un intervalle [a , b]

2i+1
2n+2

x =4y b oy ——coscos(
T2 2 W H,

11) , 0<i<n

minimise I’erreur d’interpolation.

2.Interpolation newtonienne



L'interpolation newtonienne, du nom d'Isaac Newton, est une méthode d' interpolation
polynomiale permettant d'obtenir le polynome de Lagrange comme combinaison linéaire de

polynomes de la base newtonienne.

Cette méthode ne differe de l'interpolation lagrangienne définie précédemment que par la
facon dont le polynome est calculé, le polynome d'interpolation qui en résulte est le méme.

Pour cette raison on parle aussi plutdt de la forme de Newton du polyndome de Lagrange.

2.1 Définition du polynome d’interpolation sous la forme
de Newton

Etant donné un ensemble de k+1 points (3:‘3! yﬂ'}! " (3:#»‘! yh‘} (les x; tous distincts 2 a
2), l'interpolation polynomiale dans une base de Newton est une combinaison linéaire de

polynomes appartenant a cette base, on a donc

& j—1
N(z) =Y a;n;(z) ni(z) = [I(z - )
=0 avec i=0
et les coefficients comme ceci
a; = [Yo, .- - U] ol Yo, - -, U]

est la notation pour les différences divisées.

Par conséquent, le polynome d'interpolation peut étre €crit ainsi

N(z) = [yol + [yo, (. —x0) + ... + [yo, - - il (z — w0) ... (x — Tp—1)

2.2 Définition des différences divisées
Etant donné n points

(I'Du yﬂ)! R (Iﬂ-—l_l yﬂ.—l)


http://fr.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_polynomiale
http://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_polynomiale
http://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn%C3%B4me_de_Lagrange
http://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn%C3%B4me
http://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_lagrangienne
http://fr.wikipedia.org/wiki/Combinaison_lin%C3%A9aire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Diff%C3%A9rences_divis%C3%A9es

les différences divisées sont définies par la relation de récurrence suivante :
[y_]zyi pour (=20, ..,n-—1
4

YVirr Yl 1YY igie i
I:yk, _______ 'yk—|—j:|= [kl k}]_[xk k}l] : OSkSn_l, 1S]Sn_1

x
k+j Tk

On utilise souvent la notation suivante :

Si les points sont donnés a I'aide d'une fonction f{x)
(za, flza))s - oy (Tn—1, F(Tr-1))
que 1'on écrit généralement
f[xi] = f(xi) pour i =0,..,n—1

flx oox, |=flx ,0x,
f[x ey X ] = LAl :0<k<n — 1, 1<j<n — 1
k ket ke %k

Exemple 3

Les premicres itérations donnent :

Ordre O : [yﬂ] = Yo

Y1 — o
[vo, 1] = =——
Ordre 1 : Iy — Tp
Ya—u1 _ Y1—Uo
[yn yl y-';] — ra—I1 F1—In
Ordre2: Iy — Tyg

Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en les

disposant dans un tableau triangulaire de la manicre suivante :



Lo Yo — [yﬂ]

Yo, 1]
r = [yl] [yﬂ'! Y1, y?]

[yly yZ] [y'l:l'! Y1, Yo, yEr]
Ty Yo = [yZ] [yla Ya, y-?r]

[z, y3)

Tz UYa = [ya]

Ainsi le polyndme de 'exemple 2 précédent s’obtient également, en utilisant les dif férencs

divisées, de la maniére suivante :

D’ou le polynéme :

Px)=1+ 1.x +%.x(x - 1)=%x2+%x +1

Le polyndme trouvé est le méme que celui obtenu par les polyn6mes de Lagrange a.

2.3 Erreur d’interpolation a I’aide des différences divisées
Soit [a, b] unintervalle de R, (n + 1) points X 0<i<ndans [a, b]
et fECn+1([a, b]) alors V x €[a, b], il existe € €[a, b] dépendant de x tel que

(n+1) n

E(x) = f[xo, ...... X, x] j];[o(x — xj) = ({1+1)! j];[o(x - x}_)

3.Interpolation d'Hermite

3.1 Présentation



L'interpolation de Lagrange présentée au paragraphe 1, fournit facilement un polyndme
prenant des valeurs données, mais a I'inconvénient de donner une approximation médiocre
dans certains cas. La différence entre une fonction et son polynome d'interpolation peut étre
grande, méme si le nombre de points tend vers 1'infini (phénomeéne dit de Runge ). Pour
remédier a cela on peut essayer d'utiliser non seulement les valeurs d'une fonction mais aussi
celles de ses dérivées : c'est l'interpolation d'Hermite a 1'ordre 1, qui est mise en ceuvre dans ce

paragraphe.
3.2. Définition

On considére une fonction f dérivable sur R et des points x,, ...... , X, distincts 2

a2.Onnote y,=f(x;) et d,=f"(x)

. ' 2 2
et solent {Hl,(x) = (1 - 2L i(xi)(x — xi))Li (%) Kl,(x) = (x - xi) L (%)
. n n X—X,
Ou Li(x) est le polyndme de Lagrange . }'[;&EJL
J=1 %0 !

Le polynéme d'interpolation de fest défini par

n n

P(x)= ;1 yiH i(x) + g:l dl_K i(x)
3.3 Autre définition
k=n )
Qi(z) = I (22— ) . (2,
k=1,k#j et calculons Q'; [-‘L") et Q'; [Ij) .

On définit

- £ 95 (- o

]

On montre que pouri =1, ...., n ona P(x)=y, et P'(x)=d,



En effet, utilisant la dérivée logarithmique on a

k=n
2
Qlz) = Q(=) 3.
! T R T B
D'ou
k=n %

Qi) = Q(z;) X

r=LkA; L3 — Tk

Ce qui donne pour P :

e =2 Gl |-G

]

) v+ (2 — Ej)ffj]
Mais dans la sommation les facteurs Q(x;) sont nuls sauf pour j =i d’ou :

Plz;) = Qi) [(1 — (i — ) M) %+ (2 — E-iJffi] = 1%

Qi 2:) i ()
On dérive P :
R/ I SN ¢/1C) A VY
i _El Q;(z;) [(1 ( j)Qj[Ej))Jj + ﬂd}]

O’i(x;) s annulant pour tous les j # i on déduit

F[ﬁi) = gigj [’.i‘}i] +

_ Qila)
Qi[ﬁi]

¥ —i-!'f-i] =

Chaque polyndéme Q; est de degré 2n-2 donc P est de degré au plus 2n-1.



m
' k=1 o . . L .
Ona P(x)= ) kakx d'ou le systéme de 2n équations aux inconnues a; :
k=1

3.4 Remarque

L'interpolation d'Hermite pour des y; et d; donnés est unique. En effet, si R est un autre

polyndme satisfaisant les mémes conditions que P on a P - R s'annule ainsi que sa dérivée

n

pour tous les x;. P - R est donc divisible par [] (x — xi)z, ce quidonne P—-R=0carP-R
i=1

est de degré 2n-1.



