Szamelmélet, algebra, egyenloségek, egyenlotlenségek,
szamtani kozép, mértani kozep

A betlis kifejezések hasznalatakor minden esetben fontos megadnunk, hogy az altalunk
hasznalt betlik mely szdmhalmaz elemeit helyettesitik. Ez a szdmhalmaz az alaphalmaz.

Algebrai kifejezést kapunk, ha a négy alapmiiveletet szamokra vagy betiikre véges sokszor
alkalmazzuk. Egyvaltozos kifejezésrol beszEliink, ha abban csak egy betli szerepel. A tobb
kiilonb6z6 betiit tartalmazo kifejezést tobbvaltozésnak nevezziik.

Ha az algebrai kifejezésben a valtozok helyére konkrét szamokat helyettesitiink az
alaphalmazbol, akkor a miiveletek elvégzése utdn egy szdmot, a kifejezés helyettesitési
értékét kapjuk.

Algebrai egész Kifejezésrol beszélink, ha az algebrai kifejezésben nincs tort, vagy az
eléforduld tort nevezdjében nincs valtozo.

Algebrai tortkifejezésrol akkor beszélink, ha az algebrai kifejezésben eléforduld tort
nevezdjében van valtozo.

Egy algebrai tort értelmezési tartomanyan a valds szamok halmazénak azt a legb&vebb
részhalmazat értjiikk, amelynek elemeit a valtozd helyére irva a kifejezésben szerepld
miiveletek elvégezhetdek.

Egytagu algebrai kifejezésrol besz¢liink, ha a kifejezésben a szdmok és a betlik s szorzés
miuveletével vannak 6sszekapcsolva.

Tobbtagu algebrai egész Kifejezésnek vagy polinomnak nevezziik az egytagi algebrai
egész kifejezések Osszegét.

Ha a tetsz6leges valds szam, és m 1-nél nagyobb pozitiv egész szam, akkor az ¢™ hatvany azt
az m tényez0s szorzatot jelenti, amelynek minden tényezdje a.

Hatvanyozas azonossagai:
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Egy valos szam esetén az a - 10* alakot a szdm normalalakjanak nevezziik, ha 1 < [a|<10 és
keZ.



Az egytagu egész kifejezés fokszama a valtozo(k) kitevoinek 0sszege. A polinom fokszama
a legnagyobb tag fokszama.

Két egytagi algebrai kifejezés egynemii, ha legfeljebb egyiitthatdikban kiillonboznek
egymastol.
Egy polinomban az egynemii tagokat dsszevonhatjuk.

Nevezetes szorzatok:

. @+ b)’=d + 2ab + b’
2. (a—b)’=da —2ab+b°

3. (a+b)e(@a-b)=d - b

Az a és b egész szamok esetén akkor mondjuk, hogy az a szam osztdja b-nek, ha van olyan ¢
egész szam, amelyre a - ¢ = b. Jele: a|b.

Egy tizes szamrendszerben felirt szdm akkor és csak akkor oszthatdo 2-vel, ha az utolso
szamjegye oszthat6 2-vel.

Egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatd 5-tel, ha az utolso
szamjegye 0 vagy 5.

Egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthato 4-gyel, ha az utols6 két
jegybdl képzett kétjegyli szam oszthato 4-gyel.

Egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatd 3-mal, illetve 9-cel, ha a
szamjegyek Osszege oszthato 3-mal, illetve 9-cel.

Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek pontosan két pozitiv osztdja van,
primszamoknak nevezziik.

Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek ketténél tobb pozitiv egész osztdja van,
osszetett szamoknak nevezziik.

Az 1 nem prim és nem is Osszetett szam.
Végtelen sok primszadm van.

Béarmely 0sszetett szam felbonthat6 primszamok szorzatara, a tényezok sorrendjétdl eltekintve
egyértelmii modon.

Ha egy a 0sszetett szam primtényezds felbontasa
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a= pl1 *p, D,

akkor az a osztdinak szama:
(rl + 1) . (rz + 1)-...-(rk + 1)

Két pozitiv egész szdm esetén a kozds osztok koziil a legnagyobbat a két szam legnagyobb
kozos osztéjanak nevezzikk. A legnagyobb kozds osztd a primtényezds felbontasbol



felallithatd 1ugy, hogy a kozds primtényezdket az eléforduld legkisebb hatvanyon
0sszeszorozzuk. Jele: (a;b).

Azokat a pozitiv egész szamokat, melyeknek a legnagyobb kozos osztdja 1, relativ
primeknek nevezziik.

Két pozitiv egész szam esetén a kozos tobbszordsok koziil a legkisebb pozitiv szamot a két
szam legkisebb kozos tobbszorosének nevezziik. A szamok primtényezds felbontasabol a
legkisebb kozos tobbszorods eldallithato ugy, hogy minden eléforduld primet 6sszeszorzunk az
eléforduld legnagyobb hatvanyon. Jele: [a;b].

A két egész szam hanyadosaként felirhatd szamokat racionalis szamoknak nevezziik.
0 = {£Ip,qez; g0}

Irracionalis szamoknak nevezziik azokat a szamokat, melyek tizedes tort alakja végtelen
nem szakaszos.

A raciondlis szdmok halmazanak és az irraciondlis szamok halmazanak unidja a valés
szamok halmaza.

A valos szdmok halmazanak jele R, az irracionalis szdmok halmazat pedig szokas Q*—gal
jelélni. Ezekkel a jeldlésekkel: R = QUQ .

Ha a=0, akkor ﬁ jeloli azt a nemnegativ szdmot, amelynek négyzete a.

A négyzetgyokvonas azonossagai:
1 ab=+asb
@ _ Ja
2 E- L
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Egy nemnegativ a szdm 2k-adik gyokén (k e N +) azt a nemnegativ szamot értjiik, amelynek

2k-adik hatvanya a.
2k

(%) = a, haa=>0

Egy a valos szam (2k+1)-edik gyokén (k € N +) azt a valos szamot értjiik, amelynek

(2k+1)-edik hatvanya a.
L 2k+1

() = a

Az n-edik gyokvonas azonosagai:

2 =



n k[ m-k
5. \Va" =1/a
Az a pozitiv szam %-edik hatvanya az a alap m-edik hatvanyanak n-edik gydke:

a" = \n/ a"
A b szam a alapu logaritmusa az a kitevd, amelyre a-t emelve b-t kapunk, ahol a>0; a #1 és

b>0.
Jele: log,b.

A 10-es alapu logaritmus jele Ig.
Az e alapu logaritmus jele In.

A logaritmus azonossagai:

I. xy)=x+y
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Az egyenlet megoldasa grafikus médszerrel: Az egyenletek két oldalat ugy tekintjiik, mint
figgvények hozzarendelési szabalyat, és ezeket abrdzolva keressilk meg a grafikonjaik
metszéspontjait. a kdzos pont x koordinatdja megadja az egyenlet gyokét.

Az egyismeretlenes masodfoku egyenlet altalanos alakja:
ax2 + bx+c=0,

ahol az a, b, ¢ adott valos szamok, és a # 0.

Azax’ + bx + ¢ =0 (a # 0) masodfoku egyenletnek

— két valos gyoke van: X ,= ﬂzli_@, haD = b° — 4ac > 0;

— egy valds gyoke van: x =— zLa' haD =b° — 4ac = 0;

— nincs valés gyoke, ha D = b’ — 4ac < 0
Az a(x — xl) . (x — xz) = 0 alakot a masodfokil egyenlet gyoktényezds alakjanak
nevezzik.

Az ax’ + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatdi kozott fennallnak a
kovetkezo 6sszefliggések:

X +x =—L ésx ex =—
1 2 a 1 727 a
Ezeket az Osszefiiggéseket Viéte-féle formulaknak is nevezziik.

Egyenlétlenségek algebrai uton valo megoldasa:



¢ Az egyenldtlenség mindkét oldalahoz hozzaadhatjuk vagy mindkét oldalabol
kivonhatjuk ugyanazt a konstanst.

¢ Ismeretlent tartalmazd kifejezést is hozzaadhatunk, vagy kivonhatunk, ha az nem
valtoztatja meg az egyenldtlenség értelmezési tartomanyat.

¢ Pozitiv konstanssal szorozhatjuk és oszthatjuk az egyenl6tlenség mindkét oldalat.

Ha negativ szdmmal szorozzuk vagy osztjuk az egyenldtlenséget, akkor az egyenl6tlenség
iranyat az ellenkez6jére kell valtoztatnunk ahhoz, hogy az egyenldtlenség megoldashalmaza
valtozatlan maradjon.

Ha ismeretlent tartalmazo kifejezéssel szorzunk, vagy osztunk, akkor gondolnunk kell arra,
hogy az lehet pozitiv vagy negativ is, tehat ezeket az eseteket kiilon-kiilon meg kell
vizsgalnunk.

A két egyenlet egyiitt egy linearis egyenletrendszert alkot, melynek altalanos alakja:
fax + by = cdx + ey = f

ahol a, b, ¢, d, e, fvalds szamokat jelol.
A behelyettesité modszer soran az alabbi médon jarunk el:

1. Az egyik egyenletbdl kifejezziik az egyik ismeretlent.

2. Az ismeretlenre kapott kifejezést behelyettesitjiik a masik egyenletbe. Igy egy
egyismeretlenes egyenletet kapunk, amit a szokasos médon megoldunk.

3. Az igy kapott értéket a masik egyenletbe visszahelyettesitve a masik ismeretlent is
meghatarozzuk.

Az egyenlé egyiitthatok modszerét alkalmazhatjuk akkor is, ha az egyenletekben nem
szerepelnek egyenld egylitthatokkal valtozok.

1. Megszorozzuk az egyenletek mindkét oldaldt egy-egy olyan nullatol kiilonbozd
szdmmal, hogy az egyik ismeretlen egyiitthatoi abszolut értékben megegyezzenek.

2. Ezt az ismeretlent a két egyenlet 6sszeaddsaval vagy kivonasaval kikiiszoboljiik.

3. Megoldjuk az egyismeretlenes egyenletet, majd az egyik egyenletbe behelyettesitve
kiszamoljuk a masik ismeretlent.

A harom vagy anndl tobb ismeretlent tartalmaz6 egyenletrendszerek megoldasa kozben
mindig arra toreksziink, hogy egy-egy ismeretlen kikiiszobolésével kevesebb ismeretlent
tartalmazo egyenletrendszerhez jussunk.

Két nemnegativ szam szamtani kézepén a két szam Osszegének a felét értjiik:
A(a, b) ===
Két nemnegativ szdm mértani kozepén a két szam szorzatanak négyzetgyokét értjiik:
G(a, b) =~/ab
Két nemnegativ a és b valds szam esetén

@Sa;b

Tetszbleges a > 0 pozitiv szamnak és reciprokanak dsszege legalabb 2.




