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Chapitre 8
Calcul intégral

M Tout le cours en vidéo : https://youtu.be/pFKzXZrMVxs

En 1696, Jacques Bernoulli reprend le mot latin « integer », déja utilisé au XIV*™ siécle, pour
désigner le calcul intégral. A cette époque, on partait de 'équation de la courbe pour calculer
I'aire sous la courbe, c’est a dire du « bord » de la surface a la surface entiere (intégrale).

Au milieu du XIX*™ siécle, les sciences sociales reprennent le mot pour exprimer 'idée qu’'une
personne s’intégre a un groupe.

I. Intégrale et aire 4 7
1. Unité d'aire 1 /
Dans le repeére (0O, I, J), le rectangle rouge a comme dimension 1 sur 1. Il s'agit
du rectangle "unité" qui a pour aire 1 unité d'aire. On écrit 1 u. a. 2
L'aire du rectangle vert est égale a 8 fois l'aire du rectangle rouge. J
. . N v,
L'aire du rectangle vert est donc égale a 8 u. a. //A A
Lorsque les longueurs unitaires sont connues, il est possible de convertir les 2 I 2 3 4

ST s 2
unités d'aire en unités de mesure (en cm par exemple).

2. Définition

Soient a, bER. Soit f une fonction continue et positive sur l'intervalle [a; b].
On appelle intégrale de f sur [a; b] l'aire, exprimée en u. a., de la surface
délimitée par la courbe représentative de la fonction f, I'axe des abscisses et
les droites d'équations x = aetx = b.

3. Notation
L'intégrale de la fonction f'sur [a; b] se note

b
J f(xydx

Et on lit « intégrale de a a b de f(x)dx ».
Cette notation est due au mathématicien allemand Gottfried Wilhelm von Leibniz ( e
1646 — 1716). Ce symbole fait penser a un "S" allongé et s'explique par le fait que ¥ el
l'intégral est égal a une aire calculée comme Somme infinie d'autres aires. :Pxﬁ“
Plus tard, un second mathématicien allemand, Bernhard Riemann (1826 — 1866) I "\/ 4
établit une théorie aboutie du calcul intégral.

Remarques

=__aetbsontappelés les bornes d'intégration.

= xestune variable muette. Elle peut étre remplacée par toute autre lettre qui n'intervient pas par ailleurs.
Ainsi on peut écrire

b b
[ fGodx = [ ftydt Cy

dx ou dt nous permettent de reconnaitre la variable d'intégration.
Exemple

L'aire de la surface délimitée par la courbe représentative de la fonction f
définie sur R par

2
f)y=x +1
'axe des abscisses et les droites d'équations x =— 2 et x = 1 estl'intégrale de
la fonction f sur l'intervalle [— 2; 1] et se note
1
f(x2 + 1)dx N

-2
Un logiciel de calcul formel peut permettre d'obtenir l'aire cherchée.
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https://youtu.be/pFKzXZrMVxs

1
f (xz + 1)dx =6
-2

Méthode

Déterminer une intégrale par calculs d'aire

M vidéo https://youtu.be/jkxNKKmEXZA

a. Tracer dans un repere orthonormé la représentation graphique

de la fonction f définie sur R par

f(x)=5x + 3

5
b. Calculer [ f(x)dx
-1

Solution

a. Je trace la représentation graphique de la fonction f. A

5

b. Calculer [ f(x)dx revient a calculer l'aire de la surface délimitée
-1

par la courbe représentative de la fonction f, I'axe des abscisses et

les droites d'équations x =— 1 et x = 5. Donc, par dénombrement,

on obtient

5
[ f()dx = 21uw.a.+ 3u.a.= 24u.a
-1

4. Encadrement de l'intégrale d'une fonction monotone et positive

Soit une fonction f continue, positive et monotone sur un 2 /

intervalle [a; b]. On partage l'intervalle [a; b] en n intervalles
de méme amplitude

b—a
| =
n

Sur un intervalle [x; x + [], I'aire sous la courbe est comprise flz+1)
entre l'aire de deux rectangles
= ]'un de dimensions [ et f(x) qui a pour aire

IXf(x) f(z)
= [l'autre de dimensions [ et f(x + [) qui a pour aire

IXf(x + D

Sur l'intervalle [a; b], I'aire sous la courbe est comprise entre
la somme des n rectangles d’aire inférieure et la somme des n
rectangles d’aire supérieure.

W

NN

y. 5
a x x+1l p
Exemple
Avec Python, on programme l'algorithme ci-contre pour la fonction carré. |def rectangle(a,b,n):
f(x)=x2 1=(b-a)/n
On exécute plusieurs fois le programme pour obtenir un encadrement de X=d
l'intégrale de la fonction carré sur [1;2]. En augmentant le nombre m=0
d’intervalles, la précision du calcul s'améliore car I'encadrement formé de p=9
rectangles d’aire inférieure et d’aire supérieure se resserre autour de la for i in range(@,n):
courbe. m=m+1%x**2
>>> rectangle(1,2,10) x=x+1
(2.1850000000000014, 2.4850000000000017) p=p+1¥x**2

>»> rectangle(1,2,50)
(2.3034000000000017, 2.3634000000000017)
>>»> rectangle(l,2,188)
(2.318350000000003, 2.3483500000000026)
>r>

On vérifie avec un logiciel de calcul formel.
2 2
[ f(x)dx = fxzdx = %zZ, 333
1 1

Remarque
020

return m,p



https://youtu.be/jkxNKkmEXZA

Cet algorithme ne permet pas d’arriver rapidement au résultat. Les algorithmes utilisés dans les calculatrices

sont bien plus performants.

Calculer une intégrale avec la calculatrice

M yidéo TI https://youtu.be/0Y3VT73yvVY

M yidéo Casio https://youtu.be/hHxmizmbY_k
M yidéo HP https://youtu.be/4Uu5tQGjbwo

II. Intégrales et primitives

Comment concrétement calculer une intégrale sans passer par une valeur approchée ? La réponse a cette

question est amenée avec la notion de primitive vue précédemment.

1. Fonction définie par une intégrale

Théoreme 1

F(x) = [ f(t)dt

est dérivable sur [a; b] et sa dérivée est la fonction f

Soient a, bER. Soit f une fonction continue et positive sur l'intervalle [a; b]. La fonction F définie sur [a; b] par

Démonstration dans le cas oul f est strictement croissante
* On considére deux réels x et x + h del'intervalle [a; b] ou h > 0.

On veut démontrer que 4
Fx+h)—F(x) _
h = f(
x+h x x+h
Fix + )= F)= [ f(dt — [ f(ydt = [ f()at
a a x f(x+h)
On a représenté ci-contre, la courbe de la fonction f. Cette
différence est comprise entre les aires des rectangles ABFE
et ABHG. fest croissante sur [a ; b] donc f(x)
x+h
A(ABFE)< [ f(t)dt<A(ABHG) \
X
hXf(x)<F(x + h) — F(x)<hXf(x + h)

fo) <D <6y + p)

D'apres le théoréme des gendarmes,

F(x+h)—F(x)

h = f()

= Danslecasouh < 0,ladémonstration est analogue (les encadrements sont inversés).

On en déduit que F'(x) = f(x)

Méthode

Etudier une fonction définie par une intégrale

M yidéo TI https://youtu.be/6DHXw5TRzN4
Soit F la fonction définie sur [0; 10] par

X
F(x) = [—dt 5
0
a. Etudier les variations de F. N
b. Tracer sa courbe représentative. F@) o o e e e e e - o
Solution 3
a. La fonction t— — est continue et positive sur 2

2
[0; 10] donc F est dérivable sur [0; 10] et

Vx€e[0; 10], F (x) = =20

Donc F est croissante sur [0; 10]. On dresse le
tableau de variations.

030
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https://youtu.be/0Y3VT73yvVY
https://youtu.be/hHxmizmbY_k
https://youtu.be/4Uu5tQGjbwo
https://youtu.be/6DHXw5TRzN4

<N
25
x 0 10 Cr
20
F'(x) +
15
25
F / 10
0 5
F(x) est égal a I'aire du triangle rouge. Ainsi >
Loxs ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F(10)=—/—=25ua

b. On calcule 'expression de la fonction F.

o
Vx€[0;10], F(x) = —— =" u.a.

On obtient ainsi la représentation graphique de F

II. Primitive d'une fonction continue

1. Définition

Exemple

On consideére les fonctions suivantes.

f: R—R et F: R—R x—2x + 3 x—x" + 3x — 1

On constate que F est dérivable sur R et Vx€ER, F'(x) =2x + 3 = f(x)
On dit dans ce cas que F est une primitive de f sur R.

Définition 1
fest une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I, une fonction F dérivable sur |
telle que

F=f

Remarques
= Dans ces conditions, on a l'équivalence « F admet pour dérivée f » et « f admet pour primitive F ».

= (Certaines fonctions n'admettent aucune primitive qui s’exprime avec des fonctions usuelles. La fonction
2

définie sur R par f(x) = e " estdans ce cas de figure.

= Siune fonction f admet une primitive, elle en admet une infinité. En effet, si F désigne une primitive de f,
F + k ou k désigne une constante réelle est aussi une primitive de la fonction f. Ce sont d’ailleurs les
seules primitives de la fonction f. Ainsi, si F et G désignent deux primitives de f, alors F — G est constante
(puisque de dérivée nulle).

Exemple
2
La fonction F définie sur R par F(x) = XT est une primitive de la fonction f définie sur R par f(x) = x. En effet,

VXER, F (x) = f(x)

040



2. Primitives des fonctions usuelles

Fonction Une primitive Intervalle de définition
f(x) = a, a€R F(x)= ax R
f(x) =x", nezZ\{- 1} F(x) = — X = — (Rsin>0R sin < 0
1 * 1 .
f(x) =—, neN F@) ==~ {Rsin=0R sin < 0
1 *
fe) = F(x) = 2\x 10;+ o[=R,
fG) =— F(x) = Inlnx 10; + oof= R’
f(x) =% F(x)=Inln|x|] = {Inlnx six > 0 In R
f(x) =e" F(x) =e" R
f(x) =Inlnx F(x)=xxInln(x) — x 10; + oo[= R+
f(x) = coscos x F(x) = sinsinx R
f(x) = sinsinx F(x) =— coscos x R

Remarques

= Laformule en noir est un cas particulier de la précédente (il suffit de remplacer n par — n).
= Les formules en vert ne sont pas au programme mais rudement pratiques...

= Toutes ces formules se déduisent se déduisent des regles usuelles de dérivation.

3. Linéarité des primitives

Propriété 1
f et g sont deux fonctions continues sur l'intervalle [a; b]. Si F est une primitive de f et G est une primitive
de g sur [a; b] alors F + G est une primitive de f + g et, si k est un nombre réel, kF est une primitive de

kf.

Démonstration
» F+G6) =F+G=f+g
» (kF) = kF = kf

4. Opérations et fonctions composées
u est une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction Une primitive Conditions
" n 1 un+1 Sin < 0, la fonction doit étre non nulle sur I
uu, n€Z\{- 1 n+1 vxel, u(x)#0
U
Vu 2\/£ u>0
u' )
- lu| u#0 (u ne s’annule par sur I)
"u u
ue e
u' coscosu sinsinu
u'sin sinu — COSCcoSU
Méthode

Recherche de primitives

M vidéo https://youtu.be/GA6jMgLd_Cw
M yidéo https://youtu.be/82HYI4xuClw
M yidéo https://youtu.be/gxRpmHWnoGQ
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https://youtu.be/GA6jMgLd_Cw
https://youtu.be/82HYI4xuClw
https://youtu.be/gxRpmHWnoGQ

M yidéo https://youtu.be/iig6eUQee9g
M yidéo https://youtu.be/V_119zvvtAk
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de la fonction f sur l'intervalle I.

a. f(x)=x3 — 2xsurl =R e. f(x)—
b. f(x)= 3x° —%surl =]0; + oof

surI—R

f fx)= xe’ surl =R

2 . .
c. f(x)= (2x - 5)(x2 — 5x + 4) surl = R g- f(x) = coscos (2x) — 3sinsin(3x — 1) surl = R
d. f(x)= surl =R
X +1
Solution
Soit x€l,
a F(x)= %x‘} —x
b. f(x)= 3x° — 13 = 3x" — 3x° donc F(x)= X - 3><_L2x_2 =x + 232
X X

2 3
c. f(x)=(2x — 5)()62 — 5x + 4) du type uu” avec u(x) = X — 5x + 4donc F(x) = %(xz — 5x + 4)

d. f(x)=

1

Nl

3
-2
2 2

f - flx)= xe' = %Xerx du type ue" avec u(x) = x* donc F(x) = iex

dutype— avec u(x) = X+ 1doncF(x) = —><2\/x +1 —\/x +1

= x* + 2 donc F(x) = %ln In (x2 + 2)

g- f(x)= —><2 coscos (2x) — 3sinsin (3x — 1) donc F(x) = —sm sin (2x) + coscos (3x — 1)

Propriété 2

f estune fonction continue sur un intervalle 1. Si F est une primitive de f sur I alors pour tout réel k, la
fonction F + k est une primitive de f sur I.

Démonstration

F est une primitive de f. On pose G(x) = F(x) + k

G'(x) = Fi(x)+ 0 =Fx)=f(x)

Donc G est une primitive de f.

Propriété 3

Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

- Admis -

Remarque

Bien que l'existence en soit assurée, la forme explicite d'une primitive n'est pas toujours connue (ou utilisée...).
2

Par exemple, la fonction x—e = ne possede pas de primitive sous forme explicite. En fait, cette primitive égale

;—\/E X erfi(x)

Ou la fonction erfi désigne la fonction d’erreur imaginaire. Elle a été inventée pour combler le vide de cette
fonction. La primitive de cette fonction n’a d’ailleurs pas de nom... pour l'instant !

Méthode
Recherche d’'une primitive particuliére
M vidéo https://youtu.be/-q9M70J9gkI
. , L e * Zox—1
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = %

2x

1. Démontrer que la fonction F définie sur R par F(x) = — est une primitive de f.

2. Déterminer la primitive de la fonction f qui s’annule en x = 1.
Solution

1. La fonction F est une primitive de f si F’ = f. F est dérivable sur R en tant que quotient d’'une fonction

dérivable sur R et d’'une fonction dérivable et qui ne s’annule pas sur R .

® 2x 2x
VXER F.(x): 2e xz—e — ¢ (2x 1) f(x)
X

el


https://youtu.be/iiq6eUQee9g
https://youtu.be/V_lI9zvvtAk

2. Toutes les primitives de f sont de la forme G = F + k ou k est un nombre réel.
On cherche la primitive de la fonction f qui s’annule en x = 1, soit

G(1)= 0F() + k = 06’ + k = 0k =— e
La primitive de la fonction f qui s’annule en x = 1 estla fonction G telle que

* 2 er 2
VXER,G(x)=F(x)—e =——¢

2

I1I. Calcul d'une intégrale a I’'aide d’'une primitive
1. Définition

Propriété 4
Soient a, bER. Soit f une fonction continue et positive sur l'intervalle [a; b]. Si F est une primitive de f alors

b
J f(xydx = F(b) — F(a)

Démonstration

X
La dérivée de la fonction G définie sur [a; b] par G(x) = | f(t)dt est la fonction f.

a
Donc G est une primitive de f sur [a; b]. Si F est une primitive de f alors il existe un réel k tel que
Vx€[a; b], G(x) = F(x) + k
Donc

G(a) = [ f(t)dt

0 = F(a) + ke=k =— F(a)

b
G(b) = [ f(t)dt = F(b)+ k = F(b) — F(a)

Définition 2
Soient f une fonction continue sur un intervalle [, a et b sont deux réels de 'intervalle [ et F une primitive de f

b
sur [a; b]. On appelle intégrale de fsur [a; b] la différence F(b) — F(a) noté [ f(x)dx
a

Remarque
La définition peut étre étendue a des fonctions de signe quelconque. Ainsi pour 4
une fonction f négative sur [a; b], on peut écrire, si G désigne une primitive de la
fonction -f

v

b b
J fydx = F(b) — F(a) =— (G(b) — G(@)) =— [ (= f(x))dx a Y

Dans ce cas, l'intégrale de la fonction f sur [a; b] est égale a 'opposé de l'aire
comprise entre |'axe des abscisse et la courbe représentative de f sur [a; b]. Cy

Notations
b

Onécrit [ f(x)dx = [F()]. = F(b) — F(a)

Méthode

Calculer une intégrale a partir d'une primitive
M yidéo https://youtu.be/Z3vKJJE57Uw
M yidéo https://youtu.be/8ci1RrNH1LO
M vidéo https://youtu.be/uVMRZSmYcQE

M yidéo https://youtu.be/BhrCsm5HaxQ
1 1

5 .
Calculer A = f(3x2 + 4x — S)dx B=] e dx ¢ = Il f+3 dx
2 -1

Oe

Solution
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https://youtu.be/Z3vKJJE57Uw
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5

A
B

1 B B 1 B B B B
[e Pdx = [Le ZX] =L L %(e2 —e 2) = sinh sinh (2)

5
2
° o 2 -2
1

x 1

_ e _ X _ 1 . 0 _ e+3
C _{e"+3 dx = [lnln(e + 3)]0— lnln(e + 3) lnln(e + 3) = lnln(—4 )
Propriété 5

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et deux réels a et b de I'intervalle L.

;f(X)dx =0

a b
J fdx =— [ f(x)dx
b a
Démonstration

}f(x)dx =Fl@ - F@=0

a b
{f(x)dx = F(a) = F(b) == (F(b) — F(a)) == [ f(x)dx

Remarque

= (3x2 + 4x — 5)dx = [x3 + 2% — 5, = 5° + 2x5° — 5x5 — (23 + 2x2° - 5x2) = 150 — 6 = 144

Si une intégrale est nulle, alors la fonction n'est pas nécessairement nulle.
Par exemple,

2 2
B=fx3dx=[%x4] =%x24—%(—2)4=4—4=0
-2 -2 -8

2. Relation de Chasles
Propriété 6
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et trois réels a, b et ¢ de 'intervalle 1.

c b b
Jfeydx + [ f(x)dx = [ f(x)dx

Démonstration

c b b
J f)dx + [ f(x)dx = F(c) = F(a) + F(b) = F(c) = F(b) = F(a) = [ f(x)dx

3. Linéarité

Propriété 7

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et deux réels a et b de I'intervalle 1.
b b

VKER, [ kf(x)dx = k[ f(x)dx
a a

b b b
JGFe) + g)ydx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

Démonstration

On applique les propriétés sur les primitives. kF est une primitive de kf. F + G est une primitive de f + g.

Méthode
Calculer une intégrale en appliquant la linéarité
M yidéo https://youtu.be/B9n_AArwjKw

2m 21
On pose A= [xdx et B = [ xdx
0 0

a. Calculer 4 + BetA4A — B.
b. En déduire A et B.
Solution

08
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https://youtu.be/B9n_AArwjKw

a. On calcule en appliquant les formules de linéarité.
2m 2m 2m 2m )
A+B=[xde+ [xdx = [(x +x)dx=f1dx=[x]0n=21't—0=21'[
0 0 0 0
2m 2m 2
A—B=[(x —x)dx = [ coscos2xdx = [%sin sin Zx] = %sin sin (2x2m) — %sin sin (2x0) = 0
0 0 0
b. On obtient le systéme suivant grace a la question précédente.
{A+B=2nA-B=0{2A=2nA=B&A=B=m1

5. Inégalités

Théoréeme de comparaison
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et deux réels a et b de I'intervalle I tels que
asb
b
Vx€[a; b], f(x)=0= [ f(x)dx=0
a
b b
vx€[a; b], f(x)=g(x)= [ f(x)dx = [ g(x)dx
a a
Démonstration
Par définition, lorsque f est positive, I'intégrale de f est une aire donc est positive. Soit x€l,
b b b

f(O)=g(x)=f(x) — g(x)=0= [(f(x) — g(x))dx=>0= [ f(x)dx — [ g(x)dx=>0 par linéarité

b b
Donc [ f(x)dx = [ g(x)dx

Méthode
Encadrer une intégrale
M vidéo https://youtu.be/VKOPvzWBIso

2
a. Démontrer que pour tout x dans l'intervalle [0; 1], 0<e” <e

1
b. En déduire que o</ e dx<e — 1
0

Solution
2
a.Vx€[0; 1], x <x
Comme la fonction exponentielle est croissante et positive sur R, on en déduit que

2
Vx€[0; 1],0<e” <e"
b. On déduit de la question précédente que

1 1, 1 1, 1 1
fodx < [e dx < [ e dx=0 Sfexdxs[ex]()::oOSfexdee— 1
0 0 0 0 0

IV. Aire délimitée par deux courbes

Méthode

Calculer I'aire délimitée par les courbes de deux fonctions continues et positives
M yidéo https://youtu.be/oRSAYNwUIHQ

On considere les fonctions f et g définies par

foO) =2 +1
gx) =— X + 2x + 5
On admet que
Vxe[— 1;2], f(x)<g(x)
Déterminer l'aire délimitée par les courbes représentatives de f et de
g sur l'intervalle [— 1; 2].
Solution

0o


https://youtu.be/VK0PvzWBIso
https://youtu.be/oRSAYNwUiHQ

On calcule la différence de l'aire sous la courbe représentative de g et de l'aire sous la courbe représentative de

f

Cela revient a calculer la différence des intégrales

2 2
A= [ gxdx — [ fx)dx
-1 -1

2

2 2 3 2 2
[ gx)dx = [—x" + 2x + 5dx=[—%x +x + Sx]
-1 -1 -1

I
9

I = —5x2+2"+5x2 —(—%(— D’ + (= D + 5x(- 1)): 15

2 2 2
If= [ f(x)dx = fx2+ 1dx=[%x3+ x]
-1 -1

§ =2x2’+2 - (%(— D+ (- 1)): 6

Donc
A=1 -1 =15-6 =9%u.a.
g f

Remarque
Une autre méthode, un peu plus rapide, consisterait a utiliser la linéarité de I'intégrale.

2 2 2 2 2
A= [gdx — [ fo)dx=[—xX +2x+5dx — [ x +1dx=[—x + 2x + 5— ¥ — 1dx

-1 -1 -1 -1 -1

2

2

A= [—-2x"+2x +4dx=..=9

-1

V. Valeur moyenne d'une fonction

Définition 3

Soient a, bER tel que a#b. Soit f une fonction continue sur
I'intervalle [a; b]. On appelle valeur moyenne de f sur [a; b] le

nombre réel \
b
m = ——[ f(x)dx

SN

b—a

Interprétation géométrique
L'aire sous la courbe représentative de f (en rouge ci-contre) est égale a
l'aire sous la droite d'équation y = m

W

Exemple
Calculons la valeur moyenne de la fonction f définie sur l'intervalle [0; 10] par
2
f(x)=3x —4x + 5

Solution
10

2 1.3 2 10
{(Sx — 4x + 5)dx =<5[x" — 2x" + 5x] = 5-(1000 — 200 + 50) = 85

m ="

Méthode
Calculer une valeur moyenne d'une fonction
M yidéo https://youtu.be/WzV_oLflw6U
On modélise a l'aide d'une fonction le nombre de malades lors d'une épidémie. Au x-iéme jour apres le
signalement des premiers cas, le nombre de malades est égale a
2 3

f(x)=16x —«x

Déterminer le nombre moyen de malades chaque jour sur une période de 16 jours.

Solution o~
K L1, 600
m =m{ f(x)dx =Y£(16x - X )dx 500
16
116 3 1 4
m = Ta[?x - Tx] 400
0 m =
=L (18 3_ 1 * 300
m = (5 x 16" - 5 x 16)

[110 ] 200

100 §


https://youtu.be/WzV_oLf1w6U

m = 1024— 1024 341

Le nombre moyen de malades chaque jour est d’environ 341.

VI. Intégration par parties

Théoreme 2 (intégration par parties)
Soient a, bER. Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a; b] et de dérivées continues sur [a; b]

fu (v(x)dx = [u(x)v(x) - fu(x)v (x)dx

Démonstration au programme
M yidéo https://youtu.be/v3TdIduOsgk

uv est dérivable sur [a; b] etona: (uv) =uv + uv

Les fonctions uv' u'v et (uv)' sont continues sur [a ; b], donc :

[u(X)v(X) = f (uv)'(x)dx

(u'v + uv')(x)dx

Il
n%wm%wn%w

' b v
uv)()dx + [(uv)(x)dx

, b
u () v(x)dx + [ u(x)v'(x)dx
D’01‘1 '

fu v(x)dx = [u(x)v(x) — fu(x)v (x)dx

Méthode

Calculer une intégrale en intégrant par parties
M vidéo https://youtu.be/uNIpYeaNfsg

M yidéo https://youtu.be/vNQeSEb2mj8
M yidéo https://youtu.be/xbb3vnzF3EA
Calculer les intégrales suivantes.

s s 2

2 2 e
A= [xsinsinxdxB = fxzcoscosxdxC = [Inlnxdx
0 0 1
Solution

L

2
A=[x sinsinx dx
0 U “wu
Ce choix n'est pas anodin ! L'idée est ici de ne plus laisser de facteur x dans I'expression qu'il restera a intégrer. Il

faudrait donc dériver x. On pose, soit xE[O; %

v(x)=xv((x)=1 u(x)= sinsinx u(x)=— coscos x
Ainsi, en intégrant par parties, on obtient

s

2

x) v(x)dx = [u(x)v(x)] — [ u()v'(x)dx = [~ cos cos (x) xx]f -

O%N‘:
O%N‘:

A= — cos cos (x) X1dx
0
s
n2 -
T T . . . . T . .
A =[— xcoscosx 02 + [ cos cos x dx =— S coscos — + Oxcoscos0 + [smsmx]o2 = sinsin — — sinsin 0
0
T
T2
B =[x" coscosx dx
0 v “u
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. TC
On pose, soit xE[O; 7]

2 ' o
v(x)=x v(x)= 2x u(x) = coscosx u(x)= sinsinx
Ainsi, en intégrant par parties, on obtient

™

2 L

) v(x)dx = [u(x)v(x)]()% [u@)v'(x)dx = [sm sin(x) X x ] } sin sin (x) X2xdx
0 0

O%N‘:l

T
T

2
2 . 2 .
B = [x smsmx]0 — 2 [ xsinsin x dx

Or, dans le terme de droite, on reconnait I'intégrale A de la question précédente qui a été calculée par parties. Il
s’agitici d’'une double mtegratlon par parties. On en déduit que

(%) smsm— — 0°sinsin0 — 2x1 _T_ 2

2

e
= 1wu, X In lnxwvdx
1

On pose, soit xE[l; ez]
v(x)=Inlnx v(x) =% u@x)=1ux)=x

Ainsi, en intégrant par parties, on obtient

Z 2
2

C = f(x) v(x)dx = [u(x)v(x) — fu(x)v (x)dx = [xIn lnx — fxx—dx
1
2 2 e 2 22 2 2
C=elnlne” —1lninl — [1dx = e x2Inine —[x]i =eX2—-e +1=e +1
1

On peut aussi remarquer plus directement que (la primitive de In n’étant cependant pas au programme)
2

C =[xInln (x) —x]i =e’Inine’ —ez—(lxlnlnl —1)=Zez—ez—0+1=e2+ 1

VL. Intégrales et suites

Méthode

Etudier une suite d’intégrales

M yidéo https://youtu.be/810jA41CIKM

On considere la suite d’intégrales (In) définie pour tout entier n par
e

I = [x(ninx)"dx

1

1. Calculer I0

2. AT'aide d’une intégration par parties, démontrer que
2
_ e _ ntl
VneNn, In+1 == >

3. Al'aide d’un programme écrit en Python, conjecturer la limite de la suite (In).

4. Montrer que la suite (In) est positive et décroissante. En déduire que la suite est convergente et converge

nécessairement vers 0.
Solution
1. Soitn = 0,

e ze ) ) 2
1 1 1 e -1
IO—{xdx—[—x]—Te—?l—
1

2

2. Soit neN. L'objectif est d’exprimer In+1 en fonction de In
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e
n+1
I, = {xw,x (Inlnx) " _ dx

On pose, soit x€[1; e],
v(x) = (In lnx)n+1 vx)=n+ 1) X % X (lnlnx)n u(x)=x ulx)= %xz

Ainsi, en intégrant par parties, on obtient

e e , 2 e e 2
1
I =) v)dx = [u@)v®)]; - [u@)v (x)dx = [%x (ninx)"" ] —[5x (n+ 1) x=—x (Inlnx)"dx
1 1 11
=L tnme)y ™ = Lx1 anin1)"™! ﬂf Ininx)dx = & — 2L
n+1—ze(nne) -5 x1(niln1) - 21x(nnx) x=—-——1
3. On conjecture que from math import* >>> integ(s)
] =+ o© . ©.951367987633668
4. M 1 " I . def 1nte§£"): >>> integ(10)
. Montrons que la suite ( n) est positive et ;[::r(‘ek i;lggﬁ (e 0.5748317309902866
décroissante. Soit n€N, I=e**2/2%k*1}2 T >>> integ(20)
Vx€[l;e],0<Inin (x) <1 return I 39275840.04973485
Donc >>> integ(100)

i . 1.170494462774085e+112
vx€[l;e],0<x(Inlnx) <x(nlnx) <x

On en déduit, par comparaison d’intégrales, que

Jodx < [x(ninx) " dx < [x(ninx)'dx < fxdx(z)OSInJrl <I <=
1 1 1 1

La suite (In) est décroissante et minorée par 0 et donc, par convergence monotone, elle est convergente vers

.. .. . .. . n+1
une limite finie [ La suite (1n+1) converge vers [ donc, par somme des limites, la suite (Tln) converge
nécessairement, ce qui n’est possible que sil = 0. Donc
I =0
n

La conjecture est donc fausse et liée a 'approximation des calculs effectués par Python.

Remarque
En remplacant, e**2 par exp(2) dans le programme, on obtient des valeurs légerement différentes mais tout

aussi aberrantes lorsque n grandit (— 2, 05x10'" pourn = 100...)
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