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Chapitre 2
Nombres complexes, partie géométrique

I. Représentation dans le plan complexe

5
Dans tout le chapitre, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (0, u, 17)

Définition 1
Soient a et b deux nombres réels.

5
= A tout nombre complexe z = a + ib, on associe le point M de coordonnées (a;b) et le vecteur w de
coordonnées (a; b)

= A tout point M(a; b) et a tout vecteur w(a ; b), on associe le nombre complexe z = a + ib appelé affixe
du point M et affixe du vecteur w.

On note M(z) et M_/)(Z).

Exemple Awxe imaginaire M3+ 2i)
M yidéo https://youtu.be/D_yFqcCy3iE
Le point M (3 ; 2) a pour affixe le nombre complexe

w(3 4 2i)

z =34+ 2i

Aze réel

a1 3 3 4

De méme, le vecteur w a pour affixe z = 3 + 2i

Propriété 1
M(ZM) et N(ZN) sont deux points du plan.

- =,
u(z) et v(z) sont deux vecteurs du plan.

a. Le vecteur MN a pour affixe Zy =2,

- - '

b. Le vecteur u + v a pour affixe z + z

c. Le vecteur ku, k réel, a pour affixe kz

d. Le milieu / du segment [MN] a pour affixe
zM+zN

ZI= >

Démonstration
a. On pose M(xM ; yM) et N(xN ; yN). Le vecteur MN a pour coordonnées (xN — X, Yy~ yM) donc son affixe est
égal a
Xy = Xy T l(yN_yM):xN+ Wy~ (xM+ lyM)zzN_ZM
b. et c. Démonstrations analogues en passant par les coordonnées des vecteurs.
d. II suffit de remarquer que

201 =01 + 0l = OM + MI + ON + NI
Or, I étant le milieu du segment [MN],

MI+ NI=0
Donc
201 = OM + ON=01 = 2 iFRRERRERARRRE
re rmaginaire
On peut alors conclure en utilisant b. et c. 20B(2i)
C(—2+1) A(2+1)
] 1 ]
Au.tre.s exemples = F(2) Ao réel
Voir ci-contre B Y S T S T
D(-1-i) | .
Remarque RS GRS b][ o M(a +ib)
= Les points M et M d'affixes z et z sont symétriques par rapport a I'axe réel.

a
—b o M'(a— ib)
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https://youtu.be/D_yFqcCy3iE

II. Module et argument d’'un nombre complexe

1. Module

Définition 2

Soient a, bER. On pose z = a + ib. On appelle module de z le nombre

réel positif, noté |z|, égal a T
|z| = v a?+ b?

2 2

|z|=\a + b

Azxe imaginaire
M (a + ib)

o Aze réel
Remarques
Si M est un point d'affixe z, alors le module de z est égal a la distance OM.
|z| = OM

Si Z€R, |z| est la valeur absolue de z.

Propriété 2

Soit zeC,

2 — —
lz| = zz|z| = |z| |~ 2| = |z]

Preuve

zz=(a+ ib)(a —ib)=a — (ib)' =a —ib°=a +b" = |z
7=’ + (= b2 =’ + b = |z|

2 2 2 2
- 2=V &' + (- B =Va’ +b” = |z

Propriété 3
Soient z, z €C, soit n€N.
Opération Module
Produit |zz| = |z||z]
Puissance |z"| = 12|" si (z;m) = (0;0)
1 1,
Inverse —| =—siz#0
z |z|
. z lz| .
Quotient —|=-—-5siz+0
z |z]
Preuve
Soient z, z €C.
=  Produit
2 ) - : - - ) - 2 2 .2
Zz| = 2Z X7z =2Z XzZ = 2zZXZX Z Xz =|Z] ><|Z| = (|Z|><|Z|)

Or, |z|, |z| et |ZZ| sont positifs, donc
|22 | = lzl2]
= Puissance
On démontre par récurrence la proposition P(n) : « |zn| = |z|n »
Initialisation
P(0) est trivialement vraie si z#0. P(1) est vraie de toute évidence.
Hérédité
Supposons que P(k) soit vraie et montrons P(k + 1)
k k
|z = Iz
D’apres la propriété précédente,

k+1 k k k k+1

|27 | =|2'2| = |2 |1zl = 12l 2 = 2|

Conclusion

La proposition est vraie pour n = 0 si z#0 et pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le principe

de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n.
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vz€eC,neN, (z;n) # (0; 0)=>|Zn| = |Z|n
= jinverse
X 1 a—ib _ _a—ib

1 _
VZEC o = i T ey aih) a’+b’

1| il — A2 vy —L L
2+bz><|a ib| = T X\Na +b =— =1

a | a a +b

Donc, d’aprés la premiere propriété,
I a—ib

= Quotient

v(z;z')ECxcx, |i.)= zxi,|= |z| % ) 1,| |z| x —— P | |'Z,'|

Méthode
Calculer le module d'un nombre complexe
M yidéo https://youtu.be/Hu0jjS502u4
M yidéo https://youtu.be/i85d2fKv34w
Calculer
a=13-2ilb=|-3ilc=2+ild= ‘31'2‘

| |b = |- 3ilc=|y2+ | e
Solution
a=13-2i|=3"+ (- 2" =13
b =|-3i|=|-3i|=]|- 3]|li|l=3%x1 =3
C—|\/7+l|— \/\f +1° —\f
d = :|3l|_|3l|_i2=1

( z+l~) (( 2+i) Ne+i| 3

Inégalité triangulaire
Soit z et z deux nombres complexes.

|z + Z'| <|z| + |z| '
L'égalité a lieu s'il existe kER+ tel que z = kz

Démonstration
Il s'agit d'une traduction algébrique de I'inégalité triangulaire.

Soient les points M(z2), N( ) P(z + z') D’apres I'inégalité triangulaire et I'égalité du parallélogramme,
OP<OM + MP=O0P<OM + ONe|z + z| < |zl + |z |

Le cas d’égalité a lieu si M, NE[OP]@OM et OM sont colinéaires et de méme sens<3 kER ,Z = kz

2. Ensemble U des nombres complexes de module 1

L'ensemble des points du plan complexe (O ; u, 1;> dont I'affixe appartient au cercle de centre O et de rayon 1
est noté U. Ce cercle s’appelle le cercle trigonométrique.

Propriété 4
Soient a, bER,
zZ=a+ ibEU<=>a2+b2= 1

Propriété 5
Soient z, z' e U,
ZZ' evu
z#0=>—€ U

z#20=>%€ U
Z

Preuve
M vidéo https://youtu.be/XTNKoNfFopw

Soientz,z € U,
030


https://youtu.be/Hu0jjS5O2u4
https://youtu.be/i85d2fKv34w
https://youtu.be/XTNKoNfFopw

|zZ'| = |Z||Z'| =1xl=1=2zz € U

On dit que U est stable par produit.

Par ailleurs, si z+0,
1

Z
On dit que U est stable par passage a I'inverse.

=L =2 =-1=1€eU
|z] 1 z

Supposons z #0

On dit que U est stable par quotient.
3. Argument
Définition 3

Azxe imaginaire

Soit un point M d'affixe z non nulle. On appelle argument de z, M(z)
noté arg(z) une mesure, en radians, de l'angle (u; OM). 2|
Remarques g (s)
*  Un nombre complexe non nul possede une infinité d'arguments de la forme gRen
argarg (z) + 2km, kez
On notera arg arg (z) modulo 2t ou arg arg (z) [21]
= 0n'apasd'argument car, dans ce cas, I'angle (u ; OM) n'est pas défini.
Exen_lplle . M (3 + 3i)
M yidéo https://youtu.be/Hu0jjS502u4
Soitz = 3 + 3i 2|34 34
zl=13 + 3i|=3"+3"=18=3/2
argarg (z) = —[2m] i LA
Propriété 6 M(z)
Soit z un nombre complexe non nul.
a.zeR* & argarg (z) = 0[mn] Emman:
b.zeiR" & argarg (z) = %[‘I‘[] /, Mg(f)
- (o) arg(z)
c.argarg (z) =— argarg (2)
d.argarg (— z) = argarg (z) +
Démonstrations M(-2) M(z)
a. Le point M d'affixe z appartient a 'axe des réels.
b. Le point M d'affixe z appartient a I'axe des imaginaires.
c. d. Ces résultats se déduisent par symétrie.
I1I. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe
1. Définition
Propriété 7
Soitz = a + ib un nombre complexe non nul. Si on pose M(z)

0 = argarg (2)
alorsa = |z| coscos B eth = |z|sinsin®

a = |z|sind ¢

I=|

Définition 4
On appelle forme trigonométrique d'un nombre complexe z non
nul I'écriture, en posant 0 = argarg (2)

z = |z|(coscos B + isinsinB)

Méthode
Ecrire un nombre complexe sous sa forme trigonométrique.
M yidéo https://youtu.be/zIbpXlgliSc4

Ecrire le nombre complexe z = \E + isous sa forme trigonométrique.
Solution
On commence par calculer le module de z.

(1410

a = |z|cosO


https://youtu.be/Hu0jjS5O2u4
https://youtu.be/zIbpXlgISc4

Zl= 3 +12=B3+ 1=2

En calculant Ij_l on peut identifier plus facilement la partie réelle de z et sa partie imaginaire.

3 1.
z B 1,
|z| 2 2

On cherche donc un argument 6 de z tel que

[uny

3 L.
cos cos 0 =32Let sinsin © =

M(z)
3 . 1 o
coscos (=) = B et sinsin (=) =—= donc — = coscos — + isinsin
6 2 6 2 |2| 6
On en déduit que i
- T 4 isinsin X~ S V3’
z = 2(cos cos — + isinsin — )avec argarg (z) =—[2m]

Propriété 8
Soient z et z deux nombres complexes non nuls et n entier naturel non nul.
Opération Argument
Produit argarg (zz) = argarg (z) + argarg (z)
Puissance argarg (z") = nxargarg (2)
Inverse argarg (%) =— argarg (2)
Quotient arg arg (L) = argarg (z) — argarg (Z)
Z
Preuve

Voir paragraphe suivant.

Théoréme 1
Soient 4, B, C, D des points distincts du plan d’affixes respectives a, b, ¢, d

(A_b, C_b) = arg( Z:;)

modulo

IV. Forme exponentielle d’'un nombre complexe
1. Définition
Propriété 9

i0 C
VOER, e = coscos® + isinsin®

Remarque
En terminale, aucun outil ne permet de bien justifier cette propriété. On prendra par la suite le temps de bien
définir I'exponentielle, le cosinus et le sinus par le biais de séries entieres.

¢ est le nombre complexe de module 1 et d'argument 6.

Propriété 10
in

e =—1
Preuve

e = coscosm + isinsinm =— 1 + ix0 =—

Cette relation a été établie en 1748 par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707 ; 1783). Elle
possede la particularité de relier les grandes branches des mathématiques : I'analyse (avec le nombre
e), l'algeébre (avec le nombre i) et la géométrie (avec le nombre ).

Exemples

i0 .. . . 0
e =coscos0 + isinsin0 =1+ix0=1=¢e
iy n o . .
e’ = coscos— + isinsin— =04+ ix1=1i

| Propriété 11
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. . i0
Tout nombre complexe z non nul de module r et d'argument 0 s'écrit sous sa forme exponentielle z = re

2. Propriétés
Propriété 12

Soient des réels 0 et 0, et n un entier naturel non nul,

) ) . i0 (o_n JE—
G050 _ i(0+0) (eie)” _ % =e " :—9 ) JERS

Remarques

* La deuxieme formule s'appelle la formule de Moivre.

= Toutes ces formules découlent des propriétés de 'exponentielle. La derniere traduit également une
propriété du sinus et du cosinus (impair pour le premier et pair pour le second). En effet,

e = cos(0) + isin(B) = cos(0) — isin(B) = cos(— 0)+ i(— 0) = e "
Preuve des proprletes 3et8

Soient z et z deux nombres complexes non nuls et n entier naturel non nul. Désignons par r et r les modules

respectifs de z et Z etBet leurs arguments.

, 0 ,eie' ,ei(e+e')
ZZ =re Xr =71r

Donc |ZZ'| = |Z||ZV| et argarg (ZZ') =argarg (z) + ar(zy)
Zn _ (reiﬁ n _ neine

Donc |zn| = |z|n et arg arg (zn) = nXargarg (2)

z ‘ r

%' = ﬁ et argarg (%) =— argarg (z)

VA ‘e r
T
Donc |[=| =L et argarg (i) = argarg (z) — argarg (Z)
V4 |Z| V4
Méthode

Passer de la forme algébrique a la forme exponentielle et réciproquement
M yidéo https://youtu.be/tEKJVKKQazA

M yidéo https://youtu.be/zdxRt5pojp0

1. Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle :

a.z =-— 20 b.22=—5 c.23=1+i

2. Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme algébrique.

i i ]
az =e b.25=4e

4

Solution . e
a. |Z1| = |- 2i|= 2 doncz1 = 2X(= )= 2e *
1 b.|z,|=1|- 5= Sdoncz = 5x(— 1) = 5"

c. |Z3|= 1 + i|=\/12 +1° =\/§d0nc23 =\/_(T+Tl)

On cherche donc un argument 6 de z, tel que coscos 6 = AZL etsinsin® = 12@

™o 2 . oM N2 ' T . C. _ 4
Or, cos cos Rl et sin sin T = donc l'argument 7 convient et .311n51z3 = ﬁe

. T

e T .. .om 3 i
2.a.z =e °® = coscos — + isinsin— zi + =

4 6 6 2

LT
i—

2
2.b.z.=4e" = 4(coscos% + isinsin%)z 4(%+ i%)z 242 + 202

el


https://youtu.be/tEKJVKKQazA
https://youtu.be/zdxRt5poJp0

Méthode
Appliquer la notation exponentielle
M yidéo https://youtu.be/8EVfyqyVBKc

1. Déterminer la forme exponentielle de z=1+ i\E

2. En déduire la forme exponentielle des nombres suivants.
2i

a=izb =izc =—7
Solution

1.z=1+i\@=2(%+i 3):25

. iy by iy
2.a =1z = 2ie’” = 2e ‘e’ = 2e =
. T .

_ & P & l(L_L) i
b=iz=2e *=2e’e *=2e'? *=2e°
i . ™ . 51
20 2x(=D) _ e * _ l(‘?‘?) _ Y
c = _ = Y =e =e
2e e’
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https://youtu.be/8EVfyqyVBKc

