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MATEMATIKA II MATEMATICAS Il

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio Al

Discute la existencia de solucidn del siguiente sistema en funcién del parametro a:

{x+2y+3z=1x+ay + z=12x + 3y + 4z = 2 .Resuelve el sistemaenloscasosa=1,a=2
Resolucién

Matrices de coeficientes y ampliada: A = (123 1a1234) A = (12311a112342)

detdetA =4a+4+9—-6a—-3—-8=-20+2=02a=1

-Sia#1,detA#0yrgA =3 =rgA* = n?de incégnitas. Luego, por el teorema de Rouché-Frobenius el
sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

-Sia =1,
A*=(123111112342)f1—f2 2f1—-f3(123101200120) f3= f2(12310120),
que corresponde al

sistema{x + 2y + 3z=1y+2z2=0;y=—2z;x=1—-2y—-3z2=1-2(—-22)—3z=1+ 2z

Llamando z = k, vemos que el sistema tiene infinitas soluciones, queson{x = 1 + ky =— 2kz = k ,
conk € R.

Para a = 2, sabemos que hay solucién tinica. Hallémosla:

A =(123112112342) f1 — f2 2f1 — f3 (123100200120), que COI‘I‘ESpOHdG al sistema
{x+2y+3z2=12z2=0y +2z2=0

Despejando,z=0; y=-2z2=-2.0=0; x=1-2y-32=1-2.0-3.0=1.Soluciébn: x=1,y=z=0

Ejercicio B1
Calcula el rango de la matriz A segtn los valores del parametro «, siendo
A=(@0a03a0a01 —12)

Resoluci6n
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Como A sélo tiene 3 filas su rango puede ser a lo maximo 3

Hallemos el menorde A, [a0 a3 a001 — 1|=—O(2+3O(=O((3 —)=0a=0 06 a=3

- Si a#0, o#3, Atiene 3 filas Li. Luego, rg A =3

-Sia =0,rgA=rg(0000300001 —12)f1 =0 =rg(300001 — 12)= 2 porqueel
menor |3001|= 3%0

-Sia=3A=((3030330301 —12) ;elmenordeA, |0303031 —12|=9 — 18 =— 9+0.
Luego, rg A =3

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A2
Sear larecta cuyas ecuaciones cartesianasson: :{ x + y —z =12x + 2y + z = 2
a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la rectar.
Resolucién
Haciendox=0,{ y —z =12y + z = 2 .Sumando,3y=3,y=1 ; z=y-1=1-1=0.Luego, A(0,
1,0)Eer

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la
- 5 o

definen:d_;=(1, 1, —Dx@2 2 D=|ij k11 -1221|=@3, -3,0)//(1, —1,0).Por
tanto,7:{x = ky=1—-—kz=20

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el
punto P(2, 1, 0), que es exterior ar.
Resolucion

Hallemos primero el punto Q de r de forma que PQ L dr . Una vez hallado, la recta s que se pide es la que

pasa por Py Q.

Como Q € r sera de la forma Q(k, 1 -k, 0). Como
PQ Ld =PQ.d =0=>(k -2 -k0).(1,-10)=0

Operando,k — 2 + k = 0,dedondek =1 yd_; = P_é =(— 1, — 1, 0).Luego,
ss{x=2—-ky=1—-kz=0

Ejercicio B2
x—1 y—1 z—1

Sean r la recta cuya ecuacion continua es: r: —— = ——— = ——, los planos de ecuaciones

my:x+y+z=1 y myux+y-z=1,P;elpuntode corte delarectar con el plano m; y P, el punto

de corte de la recta r con el plano m,. Calcula:
a) las coordenadas de los puntos P; y P,
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Resolucién
Poniendo r en forma paramétrica, r:{x =1+ ky =1 —-kz =1 + 2k

P, =r Nmy. Sustituyendoenm: 1 +k+1-k+1+2k=1=2k+3=1=k=-1 y P(0,2,-1)
P, =rNm,. Sustituyendoenm,: 1+k+1-k-1-2k=1=-2k+1=1=k=0 y P,(1,1,1)

b) la distancia entre los puntos P, y P,
Resolucién

dist(P, P,)= |1fo>2 |= I, —1,2) = V124 (= D2+ 2 = /622,45 u

c) la distancia del punto P, al plano ;.

Resolucién
P;(0,2,-1) y my:x+y-z-1=0.Usando la férmula de la distancia de un punto a un plano,
. __0+2-(=D-1] _ 2 _ 243 _
dlst(Pl,th) = Frric G =1,13 u

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A3
Sea la funcién f(x) = x* - 2x* + x% Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y encuentra sus
maximos y minimos relativos. Calcula la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2
Resolucién
, 3 2 2 . 3
f'(x)=4x — 6x +2x=2x(2x —3x+1)=0(:>x=00x= Tox=1,x=—
Tabla de signos de f'(x):

1 1 1
(— o, 0) o | (o) | + (5 1) 1 |d +w
f'(x) - 0 + 0 - 0 +
f(x) | decreciente | minimo | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

f es decreciente en (— oo, 0) U(%, ) y creciente en (0, %) U(l, + o)

Maximo relativo: x = %,y = f(%) = (%)4 - 2(%)3 + (%)2 = 1—16, punto (%, %)

Minimo relativo: x = 0,y = f(0) = 0" = 2.0+ 0°

0, punto (0, 0)
Minimo relativo: x = 1,y = f(1) = 1" -2 +1°= 0, punto (1, 0)

La ecuacioén de la recta tangente en un punto A(x,, f(xg)) esrtg: y = f'(xq) (x - Xg) + f(Xq)-

Xo=2;f(x) =F(2)=42°-62"+22=12; f(x )= f@)=2" - 22"+ 2" = 4
rtg:y=12(x-2) + 4 =>rtg:y=12x - 20
Ejercicio B3
La funcién f(x) = Ax* + Bx + C es creciente en el intervalo (-, 1) y decreciente en el intervalo (1, o).
Ademas, la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 2 es perpendicular a la recta de ecuacién

y=x+2y f(0)= Sex& . Calcula los valores de los parametros A, By C.
Resolucién
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Observa que f'(x) = 2Ax + B
Al ser f creciente en el intervalo (-0, 1) y decreciente en (1, o), tiene un maximo relativoenx =1

Luego, f (1) =2A.1+B=0.0sea, 2A+B=0

Por otra parte, la pendiente de larectar: y =x + 2 es 1. Al ser la recta tangente en x = 2 perpendicular
ar, debe ser f'(2) = pendientedertg = _Tl =— 1.

Sustituyendo, 2A.2+B=1.0sea, 4A+B=-1

Restando las ecuaciones, 2A =-1,4 = % ;B =— 24 =— 2% = 1.Queda, f(x) = %xz +x+C
_ 142 _ __ senx __ sen0 0 . Ny STTAL
=—0 0+ C=f(0)=— =—, — = —,[ndeterminacion (L"Hopital)

(Sem,c), =="2% _ = coscos0 = 1,entonces C = —— =1
(€3] 1 x

Conclusién: A = %, B=C=1y f(x)= %xz +x + 1

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A4
2
Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado inferiormente por la curva de ecuacién y = %

. : 4 . :
y superiormente por las curvas de ecuaciones y = —— e y = 4. Calcula el area de ese recinto.
X

Resolucién
Puntos de corte entre las curvas:
=t s Xt e =2y=—=1,2D)x =2y =—2 =1
{y_4,y_x2 4_x2 X = ’x_'y_4_ J(')'x_ 'y_ 4 - )
(_le)

{yz%zy:z;:%z:z;:xz:lé;x =4, y=4,44);x=—4y=4,(-44)

(y=—ty=d4st =t4s=1;x=1,y=4,1,4);x=—1,y = 4,(-1,4)
X X

El recinto cuya area se pide es



PAU — MATEMATICAS Il — PAIS VASCO — JUNIO 2023
EXAMEN ORDINARIO RESUELTO Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

El area que se pidees A = A1 + A2 .
1

2

A = {(4 - %)dx. Una primitiva de la funcién integrando es p(x) = 4x — 1 > 48’;;’“
481-1° 48.0 = 0° 47

Por la regla de Barrow, A1 = p(1) — p(0) = 5 — = =—

 a : —4 1 X —48 —x"

A, = {(? - z ) dx. Una primitiva de la funcién integrando es g(x) = —— — = ’3( = 12xx
—48-2" —48—1" —64 —49 17

Por la regla de Barrow, A2 =q@)-qV)=—""373 "D = m — T o

Luego, el area que se pidees A = A1 + A2 = 41}; + g = 136 =5, 33 u2

Ejercicio B4

2
Calcula las siguientes integrales: [ (x +42 dx y [(x + 2)sen(3x) dx
X

+2)
Resolucién
2 2
Seal = ﬁdx = X—de.
I (x+2)° I X dx+4
x2+4 —4x —4x —4x
1 1

CHax+4 (x+2)° I x+2)° I (x+2)°

—4x

x+2)° 2 x+2)

2)%-4x+2

8
(x+2)°

8 8
)= 421 - - - <

Si-28; Si002A+B=2A+ 8=>A—4f(_74

Para I’ = [(x + 2)sen(3x) dx usamos la integracién por partes

—coscos (3x) ]

[u=x+2dx dv = sen(3x)dxv = 3
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, _ _—(x+ 2)coscos (3x) 1 _
I = a + — [ cos(3x) dx =

—(x + Z)C;)SCOS (3x) + ; sen§3x) + k = sen(3x) — 3(x-(i)— 2)coscos (3x)

+ k

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A5

La produccion de una empresa la realizan, a partes iguales, cuatro turnos, de los que tres son diurnos y

uno nocturno. El porcentaje de piezas defectuosas producidas en cada turno diurno es el 2% y en el

nocturno es del 10%. Si se toma una pieza al azar de un turno al azar,

a) calcula la probabilidad de que la pieza sea defectuosa

b) sila pieza tomada es defectuosa, calcula la probabilidad de que se haya producido en un turno diurno.
Resolucién

Sean los sucesos A = la pieza se produce en el turno diurno

B = la pieza se produce en el turno nocturno D = la pieza es defectuosa
Segun el enunciado, p(4) = % = 0,75, p(B) = % = 0,25
p(D/A) =2%=0,02 p(D/B)=10%=0,1

a) Se pide p(D). Por el teorema de probabilidad total,
p(D) =p(A)p(D/A) + p(B)p(D/B) =0,75.0,02 + 0,25.0,1 = 0,04 = 4%

) A\ _ _p(AnD) _ _pA)pD/A) _ _075.002 _ _
b) Se pide p(<-) = LUHE = LALOM. — DA — 0,375 = 37,5%

Ejercicio B5
Los resultados obtenidos en una prueba de matematicas siguen una distribucién normal con
media 65 puntos y desviacion tipica 18 puntos. El 15% del alumnado esta en el nivel avanzado, el 65% en
el nivel medio y el 20% restante en el nivel inicial. Decide, razonando tus respuestas, en qué nivel
situaremos a los alumnos o alumnas que han obtenido las siguientes notas:

a) 85,5 puntos.  b) 48 puntos.

Resolucién
X = puntuacién >N(65; 18) = Z =2—2-5N(0, 1).

Sea “a” = nota maxima para estar en el nivel inicial y “b” = nota minima para estar en el nivel avanzado.

Nosdicenque p(X<a)=20%=0,2 y pX=b)=15% =0,15

Por una parte
0,2 = p(x<a) = p(H5>= < 45> = p(z=45>)=p(2= - 45>) = p(2=F)=1-02 =08

£-=~(), 84. De donde, a = 65 - 0,84 . 18 = 49,88

Buscando en la tabla de 1a N(0, 1) obtenemos 651_

8

Por otra parte
0,15 = pOrh) = p( 2 255 = plr2TE) = 1 - ez <)

b —65
18

- ) = 0, 85 y buscando en la tabla de la N(0, 1) obtenemos = 1,04

Despejando, p(Z <0

De donde,b=1,04.18 + 65 =83,72

Por tanto, nivel inicial: hasta 49,88 puntos, nivel medio: de 49,89 puntos hasta 83,72 puntos
nivel avanzado: mas de 83,72 puntos

a) Como 85,5 > 83,72, el alumno esta en nivel avanzado
—6-
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b) Como 48 < 49,88, el alumno esta en nivel inicial



