Polya Gyorgy

A mai esti mese f0hdse egy olyan volt berzsenyis didk, aki vilaghiri matematikus lett, bar a
kozépiskola utdn nem annak késziilt, — de errdl kicsit tobbet onéletrajza alapjan mesélnék.

Foglalkozott a matematika kiilonboz6 teriileteivel: kombinatorikaval, valdszinliségszamitassal,
valds és komplex fliggvényekkel, analizissel, geometridval, szamelmélettel, az algebrai egyenletek
elméletével, matematikai fizikaval. O alkotta meg a modern matematikai heurisztikat.
Heurisztikus médszerét ma mar nemcsak a matematikdban €s a természettudomanyokban, hanem
minden kutatési eljarasnal alkalmazzak.

A heurisztika a gorog heureszisz (rdtaldlds) szobol szarmazik. (Allitolag Arkhimédész is heurékat
kialtott, mikor mezteleniil rohant végig a varoson.) Az 1j igazsagok mddszeres folfedezésének
miivészete, az a folyamat, amelynek sordn nem szigoruan szabatos logikai kovetkeztetéssel jutunk
el a probléma indulasatol a kovetkeztetésig, am az eredmény helyes lesz. Masképpen: az
egyértelmii eljarasok helyett probalkozasokkal, kordbban megszerzett tapasztalatok
felhasznalasaval miik6do feladatmegoldasi modszer. (11)

Polya személyében a matematikai tehetség €s a tanitas képessége 6tvoz0dott egybe. Igazi
tanaregyéniség volt, nem a rettegettek, hanem a szeretettek koziil. Tiirelme, melegsége, pedagdgiai
érzéke, finom irdnidja, tantargyanak szeretete ¢s mindenoldalu ismerete, sOt sajat bevallasa szerint
még szinészi hajlama is minden rendii és koru hallgatdja szamara emlékezetessé tették eldadasait.
Szamos tovabbképzo eldadast és bemutato orat tartott kdzépiskolai tanaroknak, féleg Amerikaban,
de magyarorszagi latogatasai alatt sziil6hazajaban is.

Munkassaga soran Polya 250 tudoményos cikket és tiz kdnyvet irt egyediil, illetve tarsszerzoként.
Osszegytijtott miiveit 4 kotetben adtak ki Cambridge-ben 1974 és 1984 kozott.

Matematikai eredményeire rendszeresen hivatkoznak. Tanitassal foglalkozo6 konyveit sok helyen
,biblianak” tekintik. A XX. szazad matematikajarol nem lehet nevének emlitése nélkiil beszélni.

Polya ¢élete folyaman tobbszor is nyelvet cserélt. Eredetiben olvasta €s szerette a magyar, német,
latin, gorog, francia, olasz és angol irodalmat. Négy nyelven adott el6 folyékonyan, koztiik
természetesen anyanyelvén is.

Kezdjiik az elején.

Zsid6 csaladba sziiletett. Edesapja jogot végzett, egy nagy nemzetkozi biztositotarsasag
munkatarsaként nemzetgazdasagi kérdésekkel foglalkozhatott. Ami igazan érdekelte, az a
kozgazdasagtan €s a statisztika. Minden vagya egy egyetemi kinevezés megszerzése volt. A
kiegyezés utani Magyarorszagon ugy érezte, hogy ehhez neve tul zsidos. Ezért a Pollakot Polyéra
magyarositotta, és a csalad a zsido vallasrol a romai katolikusra tért at még Gyorgy sziiletése elott.
Gyorgy apjanak fontos tanulményai jelentek meg.1891-ben a budapesti egyetem magéntanara lett,
sOt a Magyar Tudomanyos Akadémia levelez6 tagjai kozé valasztotta.

Polya Gyorgy 1887-ben sziiletett. Edesapja 1897-ben meghalt, édesanyja 5 gyerekével egyediil
maradt. Az apa tudomanyos karrierje ellenére addig sem ¢éltek tul fényesen, de ezutan anyagi
helyzetiik igen nehéz lett. Ennek tudhaté be, hogy legiddsebb batyja, aki matematikus szeretett
volna lenni, a jobban fizetd orvosi palyat valasztotta. Vilaghirti sebész lett, késobb 6 fedezte
Gyorgy tanulmanyait. (A zsidotorvények utan csaladjat kiilfoldre menekitette, 6 itthon maradt, de
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a nyilasok megtalaltak, és a Dunaba 16tték.) Hogy a csalad anyagi helyzetén segitsen, két idésebb
névére nem tanult tovabb, apjuk halala utan a biztositotarsasagnal helyezkedtek el. (Erdekes, hogy
egyikiik mindkét fia szintén matematikus lett késébb.) Polya Gyorgy 6todik gyermek volt.
Allitolag a csalad legtehetségesebb tagja az Sccse volt, aki fiatalon elesett az elsé vilaghaboraban.

Polya Gyorgy az elemi iskolat szorgalmas és j6 magaviseletii diakként végezte. Ezutan iratkozott
be a Berzsenyi Gimnazium egyik elddjébe, az idén 160 éve Budapest elsé allami gimnaziumként
alapitott Pesti Csaszari €s Kiralyi Katolikus FOgimnaziumba. (A Berzsenyi mindkét
elédgimnaziuma a Marké utcéban volt, ezeket 1941-ben a habori miatt vontak dssze egy
iskolava.)

Ebben az iskolaban ekkor a magyar mellett latinul, 6gorogiil, németiil tanult, de kedvenc tantargya
az irodalom és a bioldgia volt. Azt olvastam, hogy ezekbdl a targyakbdl kiemelkedd mindsitést
(mai szohaszndlattal dicséretes jelest) kapott, de ugyanigy f6ldrajzbdl és mas targyakbol is. A
matematikdban nem jeleskedett, s6t geometriabdl csak elégségest érdemelt. Ennek okarol késobb
azt irta, hogy a matektanitas a suliban rossz volt, nevezetesen harom tanara kozil ketté megvetésre
méltd, vacak tanar volt (,,despicable teachers”). Arnyaltabban és részletesebben megirja mindezt 4
probléemamegoldas iskoldja cimii konyve magyar kiadasanak eldszavaban:

,»Joval tobb mint fél évszazad elbtt jartam én a Marké utcai Fégimnaziumba. Nyolc évig volt
matematikank, de ez az ugynevezett matematika (eltekintve néhany oratél, melyekért én még ma
is halas vagyok Wagner Alajos féigazgato trnak) igen kevés dromet okozott nekem. Hiszen nehéz
nem volt, elég jo osztalyzatot kaptam beldle altalaban Gigyszolvan tanuléas nélkiil, de unalmas volt,
sziirke, érdektelen. Pedig — és ezt nem szemrehanyasként mondom, csak melankolikusan —
érdekes, szines, mulatsagos lehetett volna a matematika a gimndziumban, €s felkelthette volna
fiatal ambicidinkat.

Igenis a matematikaora lehet érdekes és hasznos, és még tobb is: amint azt Descartes oly szépen
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mondta, ,,hozzaszoktatja szemiinket, hogy lassa az igazsagot tisztan €s vilagosan”.

(Dr. Wagner Alajos neves matematika-fizika tanar, tankonyvird, iskolank igazgatdja volt 1897 és
1910 kozott.)

En Polya tanulmanyi jegyeit nem lattam, érettségi anyakonyvét viszont igen. Kitiintetéssel
érettségizett, magyar kivételével mindenbdl jelesre. (Nem tudom, mi tortént vele a magyar
irasbelin, de az a jegye elégséges, a jeles szobelivel javitotta a végso jegyet négyesre.) A nem
¢rettségi tantargyakbol is jeles van beirva, kivéve a rajz elégségest. Az érettségi targyak
egyébként: magyar, latin, gorog, német, torténelem, mennyiségtan (ez ma matematika),
természettan (fizika).

Engedjétek meg, hogy ha mar 6rdkat toltottem ennek az anyakonyvnek a megkeresésével a sulink
titkos szobajadban, még néhany dolgot meséljek rola. Dobbenten vettem észre, hogy ennek a
1905-6s A osztalynak az érettségi lapjain 65 tanuld szerepel. Sok. Raadasul lanyok is voltak
kozottiik, még egy igazi grofnd is. Jobban megnézve lattam, hogy az osztaly maga 43 f6s volt, és a
lanyok persze nem veliik jartak, hanem egyéb helyekre, €s legtobbjiiket kiilon készitették fel az
érettségire szervezett formaban.

Nem birtam ki, utdnanéztem, hogy is volt ez, megosztom veletek.
Trefort Agoston idejében épiilt ki a nyolcosztalyos gimnazium és a nyolcosztalyos realiskola

rendszere, ekkor valt egységessé a tanitasi orak szama. Az 1879. évi gimndziumi tanterv €s az
1883. évi XXX. szdmu kozépiskolai torvény altal elismert kétféle iskola elméletileg egyenrang,



de volt koztiik egy dontd kiilonbség: mig a gimnaziumi érettségivel barmilyen felsdoktatasi
intézményben lehetdveé valtak a tanulméanyok, addig a redliskolai érettségivel csak a
Miiegyetemen, a természettudomanyi karokon €s a gazdasagi akadémidkon lehetett tovabbtanulni.
(Redliskolaban nem volt latin és 6gordg, de két modern idegen nyelvbdl itt is érettségit kellett
tenni. A gimnazium a mi mai human tagozatunk megfeleldje volt.)

Trefort idejében kezdddik meg a nénevelés ligyének a felkarolésa is, hisz 1875-ben nyilt meg az
elso hétosztalyos hazai felsébb leanyiskola a févarosban. Ez az intézmény azonban érettségit még
nem adott, igy legjobb szdndékkal is csak a miivelt, széles 1atokorii csalddanya és a tarsalgasi
témakban jartas, a tarsasagi €letben megbecsiilt feleség szerepére készithették fel didkjaikat.
1895-ben engedélyezték eldszor a nék szdmara is magantanuloként a filgimnaziumban érettségi
megszerzEsét, €s az azt kovetd tovabbtanulast a bolcsész, a gydgyszerész és az orvosi karokon.
Majd 1896-ban megnyitotta kapuit az elsé €rettségit ad6 lednygimndzium is.

A lanyok kozott is volt kivalo érettségi. A bukottak egyébként potérettségit tehettek, de volt, akit
mar szeptemberben leérettségiztettek franciabol, hogy még az évben megkezdhesse egyetemi
tanulmanyait.

Elkalandoztam, vissza fohOsiinkhoz.

A gimnazium elvégzése utan 1905-ben, valdsziniileg édesanyja kivansagara a jogi egyetemre
iratkozott be, amit az els6 szemeszter utan otthagyott, és atiratkozott magyar-latin szakra, ahol két
év utan gimnaziumi tanari diplomat kapott, amit sosem hasznalt. Kedvenc tanara az egyetemen
Alexander Bernat (1876-1904-ig a Foreal tanara, 1904-t61 1919-ig a budapesti tudomanyegyetem
elso filozofiatorténet professzora. A Magyar Tudoményos Akadémia levelezd (1892), majd rendes
tagja (1915)). Hatasara a filozofia érdekelte, de tanara azt javasolta, hogy miel6tt ebben
elmélyedne, tanuljon matematikat és fizikat.

Kés6bb Polya viccesen igy kommentalta valasztasat:
»INem vagyok elég jo fizikusnak, tul j6 vagyok a filoz6fidhoz, a matematika a kettd kozott van.”

Fizikabol E6tvos Lorand, matematikdbol a magikus tanar, Fejér Lipot tanitotta, akinek hatasara
lett matematikus.

Itt tennék egy nem is kicsi kitérét. Polya egy évet gyakorlo tanarként a Berzsenyi masik
elddgimnaziumaban, az V. kertileti Forealban t6ltott a hires Frohlich Karoly mellett, akinek neve
szerepel a suli honlapjan, az iskola kiemelkedden jo tanarai kozott. Matematika és fizika tanar
volt, orszagosan ismert, cikkeket, tankdnyvet irt. Igen &m, de az irodalomban jartasak e nevet
mashonnan ismerhetik. Nézziik mit ir r6la Karinthy a ,, Tanér Or kérem” -ben:

,»Els0 0ra mennyiségtan. Az irraciondlis egyenleteknél tartunk, de a mult 6ran még nem fejeztiik
be. Felelés eshetdsége 25-27 szazalék. Ebben a kis szazalékban szerepet jatszik az a koriilmény,
hogy sokan még nem javitottak, s hogy Fréhlich megbizhatatlan jellemi, ingatag és gyenge
akarati ember, aki a mult 6ran talan még maga is azt hitte, hogy jovoére tovabb magyaraz, és most
egyszerre, szinte Ontudatlanul, feleltetni kezd. Az emberi 1élek mélyén vannak ilyen koros tiinetek,
amikkel szamolni kell.”
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Hadd olvassak fel még egy teljes fejezetet ebbdl a csodas konyvbdl, melyben Fréchlich a
matektanar, és amelynek fészerepldje sajat nevén szerepel a miiben.

A JO TANULO FELEL

A jo tanulo az elsé padban iil, ahol harman iilnek: 6 a kozépen, a jo tanulo, Steinmann. Az 6 neve
nem tisztan egy ember jelzésére szolgal; szimbolum ez a név, ahany fiu az Osztalyban, annyi apa
ismeri otthon ezt a nevet. "A Steinmann miért tudja megtanulni?" - kérdezi otthon harminckét apa
harminckét fiutol. "Kerd meg Steinmannt, hogy magyardzza meg", mondja az apa, és a fiu valoban
megkéri a Steinmannt. A Steinmann mindent tud elore, még mieldtt megmagyaraztak volna.
Matematikai lapokba dolgozik, és titokzatos szavakat tud, amiket csak az egyetemen tanitanak.
Vannak dolgok, amiket mi is tudunk, de ahogy Steinmann tudja, az a biztos, az az egyediili helyes,
az az Abszolut.

Steinmann felel.

Ez kiilonleges, iinnepélyes pillanat. A tanar sokdig nézte a noteszt; halalos fesziiltség remeg az
Osztaly felett. Mikor késobb a francia rémuralom torténetét olvastam, mikor a Bicétre foglyai
koziil eloszolitjak a haldlraitélteket: mindig igy tudtam csak elképzelni. Az agyak utolso, véres
erofeszitésben kapkodnak lélegzet utan - még van két masodperc, azalatt mindenki villamgyorsan
elmondja magdban a mértani haladvany tételeit. Tandr ur, én késziiltem, mondja az ember
magaban. Tanar ur, fiam tegnap gyongelkedett. Az egyik lehajol a fiizete folé, mint a strucc, hogy
ne lassak. A mdsik merében szembenéz a tanarral, szuggeralja. A harmadik, idegember, egészen
elernyed, és behunyja a szemét: hulljon le fejére a bard. Eglmayer, az utolso padban egészen
elbujik Deckmann hata mogé, 6 nincs is itt, koszoni szépen, nem tud semmirol, 6t irjdak be a
hianyzok kozeé, toroljék ki az élok sordabdl, ot felejtsék el, béke poraira, 6 nem akar részt venni a
kozélet kiizdelmeiben.

A tanar kettot lapoz, a K betiinél lehet - Altmann, aki az év elején Katonara magyarositotta a
nevét, e percben mélyen megbanta ezt az elhamarkodott lépést. - De aztan nagyot lélegzik:
egyszerre megallnak, és a tandr becsukja a noteszt.

- Steinmann! - mondja egészen halkan és kivételesen.

Nehez, felszabadult sohaj. Kivételes, iinnepélyes hangulat. Steinmann gyorsan feldll - a mellette
1lo kiugrik a padbol, szerényen és udvariasan dll, mig a jo tanulo kimdszik a padbol: mint egy
testor, nema és mellékes dekorativ szereploje egy nagy eseménynek.

Maga a tanar is tinnepélyes. Oldalt iil le a székre, és osszetett ujjakkal gondolkodik. A jo tanulo a
tablahoz megy, és kezébe veszi a krétat. A tanar gondolkodik. A jo tanulo erre felkapja a spongyat,
és sebesen toriilni kezdi a tablat: ebben végtelen elokeldség és onérzet van, ezzel azt akarja
Jjelezni, hogy 6 raér, hogy neki nem kell most torni a fejét, 6 nem fél, 6 mindig készen van, 6 addig
is, mig a felelés kezdodik, valami hasznosat akar csinalni a tarsadalomnak, 6 raér gondolni a
koztisztasagra és az emberiség békés fejlodésére, és letoriili a tablat.

- Hat - mondja a tanar, és gondolkodva hizza a szot -, majd valami érdekes példat vesziink...

A jo tanulo udvariasan és végtelen megértéssel kohog. Természetesen, valami érdekes példat, az
érdekes helyzetnek megfelelot. Most ugy néz a tanarra, komolyan és melegen, mint egy szép
grofno, akinek egy grof megkérte a kezét, és mieldtt valaszolna, megértéssel és rokonszenvvel
mélyen a grof szemébe néz, jol tudva, hogy e tekintet elbiivoli a grofot, s a grof remego
boldogsaggal sejti, hogy a valasz kedvezo lesz.



- Vegyiink egy kupot... - mondja a grof.

- Egy kupot - mondja Steinmann, a grofnd. De mar ezt is ugy tudja mondani, ez a Steinmann,
annyi megértéssel, olyan okosan: csak & tudja, mennyire kip az, amit vesziink. En, Steinmann, a
legjobb tanulo az egész osztalyban, veszek egy kupot, mivel engem, mint az erre legalkalmasabbat,
megbizott a tarsadalom. Még nem tudom, miért vettem a kupot, de nyugodtak lehettek
mindannyian, barmi torténjék ezzel a kuppal, én is ott leszek a helyemen, és megbirkozom vele.

- Kiilonben - mondj a tanar hirtelen -, vegyiink inkabb egy csonka gulat.

- Csonka giila - ismétli a jé tanuld, ha lehet még értelmesebben. O a csonka giildval éppen olyan
hatdrozott, bardtsdagos, bar folényes viszonyban van, mint a kippal. Mi neki egy csonka giila? O
nagyon jol tudja, 6t nem lehet félrevezetni, a csonka gula is csak olyan gula, mint mas, normalis
gula, egyszerti gula, amilyent egy Eglmayer is el tud képzelni - csak le van vagva beldle egy masik
gula.

A felelés rovid ideig tart. Félszavakban beszélnek egymassal, értik egymast, lassanként intim
dialogus alakul ki a tandr és a jo tanulo kozt: mi mar nem is értjiik, ez az o0 kettejiik dolga, két
rokon lélek, mely itt elottiink egyesiil, a differencialegyenletnek éteri légkorében. Egy mondat
kozepén eszmél ra a tanar, hogy miért is beszélgetnek ok, hogy ez felelés, az elomenetel megitélése.
A jo tanulonak be se kell fejezni ezt a mondatot. Minek befejezni? Maradt-e szemernyi kétség
afelol, hogy be tudja fejezni?

A jo tanulo szerényen és illedelmesen iil le. A kovetkezo percben mar roppant érdeklodéssel figyeli
a kovetkezo felelo szanalmas dadogasat: egy szonal gunyosan és diszkréten elmosolyodik, és a
tanar tekintetét keresi lopva, hogy még egyszer dsszenézzen vele, és a tanar lassa, hogy 6, bar nem
§z0l, arcizma se randul: e gunyos mosolyban jelezni ohajtja, mennyire tisztaban van vele, milyen
marhasdagot mondott a felelo, és hogy mit kellett volna felelnie.

Megtalaltam Karinthyék érettségi anyakonyvét. Steinmann érettségije persze sokkal jobb
mennyiségtanbodl és természettanbdl Karinthyénal — j6, azaz négyes az elégséges helyett —, de nem
jeles. Az érettségizOk kozott volt Eglmayer is, mindenbdl elégséges. Tehat a konyvbéli nevek egy
része valos személyt takar.

De folytassuk Polyaval.

Azt nyilatkozta valahol, hogy matematikussa valasaban Fejér Lipot €s a Kozépiskolai Matematikai
Lapok jatszottak meghatarozo szerepet. Ezért nekilattam utanajarni, szerepel-e a neve valahol a
régi matlapokban, megoldoként. Nem talaltam, de elképzelhetd, hogy valamilyen szakkoron
foglalkoztak a példakkal. Orszdgos matekversenyeken is indult, de nem volt eredményes.

Mindez csak azért érdekes, mert megszokhattatok (akar csak az altalam ismertetett

matematikusokrol vagy fizikusokrdl beszéliink), hogy zsenialitasuk mar gyermekkorban, de
legkésobb a gimnaziumban megmutatkozott (Neumann, Teller, Wigner, Karman ). Rdadasul
kiemelkedd eredményeket értek el a tudomanyban mar egész fiatalon. Ez alol Polya kivétel.

Térjlink vissza az életrajzhoz. Elvégzi az egyetemet, egy évet Bécsben tanul (az Osztrak- Magyar
Monarchidban ez nem probléma, németiil meg tud). Bécsben matematikat hallgat, de tovabbra is
¢lénken érdeklik a fizika témaju eldadésok is (relativitaselmélet, optika stb.).

Mar egyetemi hallgatoként is publikalt kiilfoldi tudomanyos folyoiratokban, és kozvetleniil az
egyetemi tanulmanyainak befejezése utan, 1912-ben benyujtotta A valosziniiség-szamitas néhany

s



Az egyetem utan Gottingenbe keriil. Ebben az idében ez a matematika egyik fovarosa. Itt kertil
kapcsolatba sok vilaghirti matematikussal, fizikussal (Klein, Hilbert, Landau). Maradt volna, de
egy szerencsétlen incidens kozbejott.

1913 karacsonyan a vonaton utazott, amikor dsszeszo6lalkozott egy vele szemben iil6 utassal, aki
megjegyzest tett azutan, hogy Polya kosara a csomagtartobdl leesett. Ha jol értem, amit errdl az
esetrdl ir, az torténhetett, hogy a feldithodott Polya verekedést akart kezdeményezni, s mivel az
illetd erre nem reagalt, fiilltovon iitotte. KEsobb kideriilt, hogy az illetd egy befolyasos gottingeni
ur fia, és Polyat eltandcsoltdk az egyetemrdl.

Rovid parizsi kitérd utan (itt is tobb neves matematikussal talalkozott) meghivast kapott Ziirichbe
(1914), az altala csodalt Hurvitztol, akivel annak halalaig, 1919-ig egyiitt dolgozott, és aki Polya
szerint a legnagyobb hatassal volt ra.

1914 az els6 vilaghabort kitorésének éve. Polyat egy korabbi focista sériilése miatt
alkalmatlannak nyilvanitjak. Késébb azonban minden hadrafoghat6 katonara sziiksége volt mar a
Monarchidnak, és ujabb orvosi feliilvizsgalatra hazarendelték, hogy harcoljon a hazéért. Polya
biztos volt abban, hogy nem Uszhatja meg a frontszolgalatot, és a mélyen hdboruellenes Polya
megtagadta a jelentkezést. Ezzel elvagta a késobbi hazajovetel lehetdségét, mert tettéért itthon a
habort utan is borton jart volna. Felvette a svajci allampolgarsagot, Magyarorszagra csak tobb
mint 50 évvel késdbb, 1967-ben jott. Annak ellenére, hogy mindvégig szoros kapcsolatban volt a
magyar matematikusokkal, barataival, az elsd latogatasra nehezen szanta el magat. Itt maradt
rokonsaganak nagy része elpusztult a haboru alatt, és félt a ratord emlékektol. (Az 1939-es
masodik zsido-tdrvény szerint zsidonak szamitott az a keresztény allampolgar is, akinek legalabb
egyik sziildje, vagy két nagysziildje izraelita volt.) Az elsd latogatast azutan mar tovabbiak
kovették.

1918-ban megndsiil, feleségével élete végéig egyiitt ¢€l, gyermekiik nem sziiletik.

1920-t61 mar cimzetes egyetemi tanar Ziirichben. (A tényleges professzori mindsitést majd
1928-ban kapja meg.) Itt tanitja Neumannt is, aki 1925-ben szerez vegyészi diplomat. Az
iddsebbek emlékezhetnek ra, hogy 6 volt az egyetlen didkja, akitdl félt, mert egy szemindriumon
ismertetett egy addig még nem bizonyitott tételt, ¢s Neumann 5 perc utan jelentkezett a
bizonyitassal.

1925-ben Szegd Gaborral kdzos konyvet publikal Feladatok és tételek az analizis kérébol cimmel.
A konyv ujdonsaga volt, hogy a feladatokat nem targyuk szerint, hanem a megoldds mddszere
szerint csoportositotta. (Szegd Gaborral, akit még a pesti egyetemrdl ismert, szinte élete végéig
egylitt dolgozott ezutan.) A konyv nagy nemzetkozi elismerést hozott mindkettdjiiknek.
Megjegyzendd, hogy a kiugras, a siker Polyat 38 évesen érte.

1933-ban Rockefeller-6sztondijjal Amerikdban dolgozott, de visszatért Svajcba.

Kitort a I1. vilaghabort. O zsidoként még a semleges Svajcban sem érezte biztonsagban magat, és
Szegd meghivasara véglegesen Amerikaba koltozott. Itt fejezte be a Gondolkodas iskolaja cimii
muvét, melyet németiil irt eredetileg, de megjelentetését tobb német kiado visszautasitotta. Végiil
vilagsiker lett, 17 nyelvre forditottak le, tobb mint egymillié példanyban kelt el. A konyvre még
visszatérek, de fejezziik be eldbb az életrajzot.

Amerikaban 1942-t6]1 1953-as nyugdijazasaig a Stanford egyetem professzora volt.

A nyugdij nem jelentett visszavonulast. El6adasait még 90 évesen is megtartotta. Figyelme egyre
inkabb a matematika tanitasa felé¢ fordult. Kivalo tanar, jo el6ado volt. Még 1981-ben is publikalt.



1985-ben halt meg 98 éves koradban. Baratjat és alkototarsat, Szegd Gabort 1 honappal élte tal, és
még megérte, hogy 0sszegyljtott irasait 4 kotetben meg jelentették.

Ezzel a mese ¢€letrajzi részének vége. Jon egy kis matematika, amire mindig sokat kell késziilnom,
¢s ennyi kivalé kollega és okos didk jelenlétében nehezen szanom rd magam.

Nem kell megijedni, a fantasztikus életmiibdl csak azt a néhany részt veszem ki, amelyik hiressé
tette, illetve amelyik szdmomra 0j volt, jopofa és kdzérthetd.

1. A heurisztika

Mint a bevezetOben emlitettem, a matematikdban heurisztikusnak az olyan gondolatmenetet
nevezik, amely még nem bizonyitott allitdsok mellett érvel, tapasztalati tényekbdl megfogalmazott
tulajdonsagok segitségével.

Ha heurisztika utjan sikeriil egy problémat megoldani, akkor a bizonyitas mar szigort logikai uton
is elvégezhetd, az eredeti heurisztikus modszerek feleslegessé valnak.

Matematikdban az eljarast Polya konyveiben talaljuk, amely szerint a tanito az 6 kérdései,
valamint a tanuldknak e kérdésekre adott feleletei segitésével torekszik tanitvanyai tudataban
altalanos itéleteket, igazsagokat, szabalyokat, torvényeket eliiltetni. A heurisztika a parbeszédes
tanitas egyik fajtaja, s igy ellentéte annak, hogy a tanit6 maga beszél, magyardz, kozol s adja
készen a tudasanyagot.

A gondolkodas iskoldja konyvboritdjan ez talalhato:

1. Ertsd meg a feladatot.

2. Keress Osszefiiggést az adatok és az ismeretlen kozott. Ha nem talélsz kozvetlen
Osszefliggést, nézz segédfeladat utdn. Végiil készitsd el a megoldas tervét.

3. Hajtsd végre a tervedet.

4. Vizsgald meg a megoldast.

A konyv alapjan e 1épések kiegészithet6k még néhany gondolattal:

5. Hanem tudod a megoldast, keress hasonlot, rokont, vagy bontsd részletekre, amelyet meg
tudsz oldani.

6. Ha a kiindul6 adatokbol kezdve nem jutsz eldbbre, kisérelj meg feltételezni megoldast,
részmegoldast €s ellendrizd helyességét vagy helytelenségét. Ha helytelen, vélassz
masikat!

7. Mindig vizsgaljuk meg, ha eredményre jutunk, hogy létezik-e tovabbi megoldas is!

8. A probléma ¢és a megoldasa is csak bizonyos esetekben érvényes, 1étezd, tehat mindig meg
kell hataroznunk az eredmény létezésének koriilményeit, feltételeit.

Polya a matematikai heurisztika megalkotoja, a gondolkodas modszereinek Descartes utan
ismételt kozéppontba helyezdje. Idézem néhany gondolatat:

,»A heurisztika, egy jelzd, a felfedezés kiszolgalasat jelenti. A heurisztikus okoskodds nem mint
végso, visszavonhatatlan jelenik meg, hanem csak, mint id6leges, d&tmeneti gondolat, amelynek
célja, hogy eldsegitse az adott probléma megoldasat.” — irja Pdlya ,,A gondolkodas iskol4ja” cimi
muvében. ,,Gyakran vagyunk kénytelenek heurisztikusan okoskodni. El fogjuk érni a teljes
bizonyossagot, amint eljutunk a teljes megoldashoz, de addig meg kell elégedniink tobbé-kevésbé
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plauzibilis — nyilvanvald - gondolatokkal. Erre éppugy sziikségilink van, mint egy épitkezésnél az
allvanyozasra.” —folytatja.

,»A heurisztikus okoskodas a maga helyén nagyon jo! Ami rossz lehet, az a szigort bizonyitassal
val6 Osszekeverése és ami még ennél is rosszabb, a heurisztikus okoskodas feladasa a szigora
bizonyitas kedvéért.”

Nyilvanval6, hogy altalanos recept nincsen, tovabba az is nyilvanvald, hogy minél tobb tudassal
rendelkeziink az adott probléma korében, annal konnyebb dolgunk lehet. Ahogy Pdélya fogalmaz:
,»A problémamegoldas csakugy gyakorlat kérdése, mint az uszas. Megtanulni is csak utanzas és
gyakorlas utjan lehet. Nincs blivos kulcs. Aki uszni akar tanulni, annak vizbe kell ugrania, aki
problémat megoldani akar tanulni, annak probléméak megoldasat kell gyakorolnia.”

Polya gondolkodasi modszerét feladatokon, illetve azok megoldasan keresztiil mutatja be errdl
sz0l6 konyveiben. Sokat tlinddtem, szinesitsem-e a mesét néhany feladattal. Igy vacsora utan
illetlenség lenne, de egyetlen egyet mégis elmondok (konnyti, jol ismert), igy, ahogy megirta.

A példa A problémamegoldas iskoldja cimii konyve masodik fejezetének bevezetd feladata.
A fejezet cime: ,,A Descart féle megoldastipus”. Descart a problémamegoldas egyetemes
modszerét akarta bemutatni. Eljarasat Polya igy foglalja 6ssze:

1. Minden problémat vezessiink vissza matematikai problémara.
2. Minden matematikai problémat vezessiink vissza algebrara.
3. Minden algebrai problémat vezessiink vissza egyetlen egyenlet megoldésara.

Descart elgondoldsa nem valik be mindig, de ha valaki egy szoveges feladatot egyenlet
felallitasaval old meg, az 6 eljarasat koveti, irja. Ezutan jon a kicsi kis probléma:

Egy gazda hazinyulakat meg tyukokat tartott. Ezeknek az allatoknak volt 6sszesen 50 feje és 140
laba. Hany tyukja és hany nyula volt a gazdanak?

Megmutatom milyen megoldéasokat ir Polya.

1) Probalgatas

Tytik (db) Nyl (db) Léb (db)
50 0 100
0 50 200
25 25 150
30 20 140
2) 1o btlet

A tytikok alljanak félldbra, a nyulak hatso ldbukra. Igy lesz 70 laba az Gtven allatnak. A tytikok
fejenként egyszer jonnek szamitasba, a nyulak kétszer.

70 — 50 = 20 Ennyi nyul van.
3) Algebra

x+y=50; 2x+4y=140;



egyszerlsitve: x + 2y = 70; egyenleteket egymasbol kivonva y = 20
4) Altalanositas

x+ty=F; 2x +4y =1, megoldasy=L/2 - F
5) A megoldasok 6sszehasonlitasa

Az els6 fokozatos probalgatas (szukcessziv approximacio). Biztatja a tanarokat, ¢ljenek a
probalgatas modszerével. De egyszerii feladatok esetén is az algebra gyorsabban ¢és
biztonsdgosabban vezet célhoz.

2. Polya-féle urnamodell

Az irogép feltalalasat kovetden elfogadotta valt billentylikiosztast szamos biralat érte. Sokkal jobb
¢€s gyorsabb, konnyebb irast lehetdvé tevo verziokat szabadalmaztattak. Ennek ellenére a
billentylizet maradt. 1985-ben a Stanford Egyetem két kozgazdaszprofesszora igy magyarazta az
eredeti billentylikiosztas sikerét, hogy ha a piac egy dontd pillanatban rakap egy technologiara, az
ez altal meghatdrozott Gtrol mar akkor is nehéz letérni, ha késébb megjelenik egy jobb verzio.
Kiilondsen, ha az atallas (jelen esetben a gépirdk atképzése) rovid tavon tul nagynak tiind
raforditassal jar. Vagyis a rosszabb technoldgia ,,foglyul ejti” a piacot. Az "utfliggdség" és a
»foglyul ejtés” elméletét ezutan egy sor olyan technologiai jelenségre alkalmaztadk, amely hasonld
méltatlan diadalt aratott: példaul a robbanémotor a gédzmotor felett, az IBM PC-je a Macintosh
felett, a VHS videorendszer a Betamax felett vagy a Windows operacids rendszer a Linux felett.
De az elmélet megtermékenyitett szamos technika- és tarsadalomtorténészt is, akik rdmutattak
példaul arra, hogy egy-egy véletlenszerli apré mozzanat hatdrozta meg o6rok idokre az 6ramutatok
jérasanak iranyat, a vasiti nyomtavot, egy-egy telepiilés futcajanak nyomvonalat (és ezzel
alapszerkezetét is) vagy varosnegyedek jellegét. Az ilyen, szélesebb értelemben vett utfiiggdség
matematikai modelljét Pélya Gyorgy készitette el.

Vegyiik kicsit tudoméanyosabbra a dolgot. A Wikipédia igy irja le a fogalmat:

Az utfiiggdség a pozitiv visszacsatolasu 0sszetett dinamikus rendszerek egyik jellegzetes
viselkedési forméja, mely arra a megfigyelhetd jelenségre utal, hogy az ilyen rendszerek
miikodésének korai szakaszaban fellépd apro, Iényegében jelentéktelen és véletlenszerii
események alapvetden hatarozzédk meg a rendszer végso allapotat még akkor is, ha kezdetben az
Osszes lehetséges végso allapot valosziniisége egyenld.

(Némi magyardzat az érthet6ség kedvéért:

Visszacsatolasrol akkor beszéliink, ha egy folyamat visszahat 6nmagara. Pozitiv visszacsatolaskor
a folyamat er6sodik. Mutatok egy egyszerti példat, hogy megértsétek, mit neveziink pozitiv
visszacsatolasnak: A fehér jég €és ho sok napfényt tiikkroz vissza a viladglirbe, ezzel segit megvédeni
bolygonkat a tulmelegedéstl. Ha kevesebb a jég, a Fold tobb energiat nyel el és még melegebbé
valik. Tehat a felmelegedés olyan véltozast indit el, amely egyre nagyobb felmelegedéshez vezet.)

Visszatérve, az utfiiggdség tehat olyan jelenség, mely a rendszerek fejlodését irja le. Lényege,
hogy a pozitiv visszacsatolasu rendszerekben az alapvetden véletlenszerli események nem
véletlenszerti fejlodést hoznak létre, hanem egyre meghatarozottabb tton (,,kerékvagasban™)
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haladnak. Statisztikailag megallapithatd, hogy az ilyen rendszerek az elsé 500 esemény (valasztas,
dontés) utan a végso allapot 90%-at elérik. (Egy tarsadalmi forradalom soran példaul ez a szint
mar a masodik héten elérhetd!)

Polya Gyorgy egyszerli matematikai modellje a kdvetkezo:

Vegylink egy talat (matematikusok ezt hagyomanybdl urnanak hivjak), helyezziink el benne két
kiilonb6z6 szinli golyot. Véletlenszeriien vegylink ki egyet, majd tegyiik vissza, és egy ijabb
goly6t dobjunk mellé, oly modon, hogy az a talbol kivalasztott golyo szinével legyen megegyezo.
A folyamatot tetszés szerinti ideig folytathatjuk. Az, hogy ugyanolyan szinili golyoval ndveljiik
minden esetben a tal tartalmat, a rendszer pozitiv visszacsatolasat jelenti. Tegyiik fel, hogy egy
fekete és egy fehér golyoval a talban kezdiink. Csukott szemmel kivesziink egy golyot, és a
szinének megfelelden kettdt helyeziink vissza. Ha fekete golyodt vettiink ki, akkor két feketét
tesziink vissza. Most két fekete és egy fehér van a talban. Ezt a modszert kdvetve a talban 1évd
golyok szindsszetétele idovel egy adott értékhez konvergal — meglehetdsen gyorsan. Hogy
mindenki értse, mirdl van sz6, atvettem két abrat a Komal 2012-es szeptemberi szamaban talalhaté
cikkbdl. Az els6 abran a kezdeti [épések és valoszintiségek lathatok. (Igaz, az dbrakon piros és
z0ld goly¢ felirat van.).
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A masodik abran a szerzd altal irt programmal kapott ugynevezett trajektoridkat latjuk, azaz azt,
hova is vezet a véletlen eseményeken keresztiili folyamat jonéhany 1épés utan. Az algoritmusrol
altalanossagban megallapithatjuk azt, hogy a piros goly6 huzasanak éppen aktualis valdsziniisége
iddben véletlenszeriien valtozik, ahogyan az urndban a piros golyok ardnya az dsszes golyohoz
képest mindig mas €s mas. Ugyanakkor, ahogy haladunk eldre az id6ben, egyetlen golyo
betételének hatdsa erre az aranyra egyre kisebb és kisebb, hiszen az 0j golyd megjelenése az éppen
aktudlis aranyt mar egyre kevésbé tudja megvaltoztatni.
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Osszefoglalva, lathaté, hogy egyenl6ségbdl indultunk ki, és ez mar az elsd 1épés utan jelentdsen
felborul, azaz az esély az egyik golyo javara billen. A talban (urndban) 1év6 golyok szindsszetétele
nagyon gyorsan konvergal az egyik szin javara, de merd véletlen, hogy melyik lesz az.

Ilyen folyamatokkal irhato le a pozitiv visszacsatolasu rendszerekben minden valtozés, legyen az
javulas, rosszabbodas stb. Atmeneti javulds lehetséges, hiszen hiizhatunk a kevesebb szamu
golyokbol is, de a nagyobb szamuak el6éfordulasi valoszinlisége, amint lattuk,

drasztikusan nd.

Ez a modell jol alkalmazhat6 vezetéselméleti teriileten, szervezeti, piaci kérdésekben, tézsdei
mandverekhez, stratégiai pontok felismerésére, a stabilitas és a rugalmassag valtasara stb.
Kozismert példéja a folyamatnak a ,,sztarcsinalas”, amikor az egyenldk koziil hirtelen emelkedik
ki a sztar, de hasonldak a nagy karrierek, a varatlan cs6dok vagy a gazdasagi csodak is. Mar a
bevezetdben is mutattam mas példakat a Polya-folyamatra — mindazok az esetek ilyenek, amikor
hatalmas méretii megegyezések keletkeznek, szabvanyok sziiletnek, tulajdonképpen ,,logikus
magyarazat” nélkiil.

3. Bolyongas problémaja

Egy masik Polya nevéhez kothetd, és egymas utani véletlen események sorozataval foglalkozo
probléma a bolyongés kérdése. (Angol elnevezése is tle szarmazik: random walk)

A legegyszeriibb egydimenzios esetben induljunk a szamegyenes 0 pontjarél. Azonos
valoszinliséggel 1épkedjiink egységnyit jobbra vagy balra. Pdlya bebizonyitotta, hogy végtelen sok
1épést feltételezve egyszer biztosan visszatériink az origoba. Két dimenzi6 esetén, amikor az is
véletlen, hogy melyik irdnyba Iépilink, ugyanez a helyzet. Harom vagy tobb dimenzio6 esetén a
visszatérés valdszinliségé mar nem 1. Népszerlien ez gy mondhat6 el, hogy a részeg ember, ha
0ssze-vissza megy is, elobb-utobb megtalalja a hazat, de egy részeg madar nem biztos, hogy
visszatalal a fészkébe.

Nehogy azt gondolja barki, aki még nem hallott a dologrdl, hogy a bolyongésnal az egyetlen
kérdés a kezd6pontba valo visszatalalas. Rendkiviil nagy a témaval foglalkoz6 tanulmanyok vagy
akar matekfeladatok szama. Kezdve a véges szadmu 1épésekkel, annak vizsgalataval, hogy milyen
tavolsagra jutunk atlagosan n 1épés alatt. Hanyszor tériink vissza? Milyen valdsziniiséggel jutunk
n 1épés alatt egy adott pontra? Mi torténik magasabb dimenziok esetén? Mi van, ha korlatos
tartomanyban Iépkedhetiink, visszapattanva a hatarrol? Mi van tobb bolyong6 esetén, milyen
valészinliséggel talalkoznak tjra (példaul a kezdéponton)?

De én mesélni jottem, nem feladatokat adni, lazitasul lassunk egy neten talalt animaciot a
szamegyenesen valo bolyongasrol (8).

https://www.geogebra.org/m/JcHgH5jC#material/jPlqaCFD

Es miel6tt valaki azt hiszi, hogy ez csak matematikai jaték, megnyugtathatom, hogy korantsem az.
Hasznalja a fizika, a szerencsejaték-ipar, a kozgazdasagtan, a biologia, meglepd modon még a
pszicholdgia is.

A masodik vildghdbort idején arra hasznaltak a szimmetrikus bolyongasokban elért
eredményeket, hogy a hadifoglyok szokésénél kiszamitsak (1évén, hogy idegen helyen tartottdk
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Oket fogva, igy mozgéasukban meghatarozottsagot nem feltételezhetiink), hogy adott id6 alatt
milyen messzire juthattak.

Populaciogenetikaban véletlen bolyongassal modellezik a genetikus sodrodas jelenségét, vagyis
azon evolucids folyamatokat, melyek soran egy adott populacié allélgyakorisaganak (allél: a

.....

hatarozzak meg.

Pszicholdgiaban a véletlen bolyongas pontosan jellemzi a kapcsolatot a dontés meghozasahoz
szlikséges 1d6 €s egy bizonyos dontés meghozasanak valoszintisége kozott.

Fizik4ban a szimmetrikus bolyongasok mint a Brown-mozgas egyszerii modelljei és mint gaz- és
folyadékrészecskék véletlenszerii mozgasanak szimulacioi hasznéalatosak. A véletlen bolyongasok
a kvantumtérelmélet teriiletén is fontos szerepet jatszanak.

Matematikai bioldgidban a szimmetrikus bolyongésokat arra hasznaljak, hogy az egyedi allati
mozgésokat leirjak.

Az eldadas elkészitése soran bukkantam egy olyan cikkre az online Pénziigyi Szemlében, amelyet
az MNB igazgatoja irt, aki vitdba szall azokkal a kdozgazdaszokkal, akik egyes jegybanki
elérejelzésekhez hasznalt valtozok statisztikai tulajdonsagait elemzik. A szerzok azt talaltak, hogy
a vizsgalt idésorok un. véletlen bolyongast kovetnek, és ebbdl arra kovetkeztettek, hogy ezek a
valtozok nem jelezhetdk eldre, igy a prognodzisokba torténd beépitésiikkel gyakran helytelen
elorejelzéseket készitett a jegybank. Az igazgato a vita soran nem hasznal matematikai érveket.
(Pontosabban szemléletes példajanak kevés koze van a matematikahoz, ugyanis azt feltételezi,
hogy részegiink, aki a kocsméban iszik, hosszabb 1d6 elteltével is ott lesz megtalalhat6.)

4. Csempézés

Végezetiil megmutatom, hogy egy tisztan matematikai probléma, melyrél mar tobbszor szé volt itt
a taborban (a honlapon a 2012-s tabor 9.-es didkeldadasa elérhetd), hogyan inspiralt egy vilaghiri
miivészt uj alkotasok készitésére.

A dologhoz tudni kell, hogy Polya 1924-ben a sikban 1év6 kristalyszimmetriakrol irt cikket, ami
szorosan kapcsolodik az ugynevezett csempézés problémdéjahoz. (Hozza szeretném tenni, hogy a
szakirodalomban a csempézés mellett a parkettazas, angolban a tapétazas kifejezést is hasznaljak.)
Mit is értlink csempézésen?

A végtelen sik hézag és atfedések nélkiili lefedését.

A csempézés nem foglalkozik olyan lefedéssel, ahol minden elem maés. Ettd] tehat eltekintiink, és
két esetet kiillonboztetliink meg.

A klasszikus eset, amivel Polya éveket foglalkozott, és amirdl cikke szol, az, amikor létezik egy
elemi cella, azaz olyan legkisebb alakzat, melynek eltolasaval az egész sikot lefedhetjiik.
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Ebben az esetben az alakzat olyan szimmetriatulajdonsagokkal rendelkezik (eltolas, forgatas,

tiikrozés), melyek egymasutanja alapjan a sikban 17 féle elrendezés lehetséges. Masképp

fogalmazva a sik kitoltésére dsszesen 17-féle, egymastol kiillonbdzd modszer alkalmazhato.

Létezik olyan lefedés is, amelynél az el6bb definiélt elemi cella nem létezik, azaz eltolasi

szimmetria nincs. Ilyen lefedéseket Penrose mutatott be késobb. (Errdl szoltak a matektabori

eléadasok is.)

De térjiink vissza az eldadas targyahoz, az el6z6 csempézéshez. Ezt a kristalytanban is hasznaljak.
(A tér kitoltése egyébként ilyen modszerrel 230 féle modon lehetséges, ezért maradjunk inkabb a

sikkristalyoknal.) Bemutatom, tdblazatba foglalva, ezt a 17 féle transzformacids lehetdséget.
Hogy a dolog kdnnyebben érthetd legyen, mellékelek ezutan még egy abrat is mindehhez:

L krisztallografiai
transzformacio o s
jelolés
1. | két nem parhuzamos eltolas pl
2. | két parhuzamos cstsztatva tiikrozés pg
3. | két parhuzamos tiikr6zés (két tiikrozés és egy eltolas) pm
4. | egy tiikkrozés €s egy parhuzamos csusztatva tiikrozés cm
5. | 180°-os forgatasok két iranyban p2
egy tlikrozés és egy csusztatva tiikrozés (tiikrozés és 180°-o0s
6. , p2mg
forgatas)

7 két merdleges csusztatva tiikrozés (cstisztatva forgatas €s 5

" | 180°-0s forgatas p-gg
8. | tikrozeés egy téglalap négy oldalara p2mm
9 merdleges tiikrozések és merdleges csusztatva tikkrozések (két omm

" | merdleges tiikrozés és egy 180°-os forgatas)
10. | két 120°-o0s forgatas p3
11. | tiikrozések egy egyenld oldali haromszog oldalaira p3ml
12. | egy tiikkrozés €s egy 120°-os forgatas p31lm
13. | egy 180°-0s forgatas és egy 90°-os forgatas p4
14. | egy tiikr6zés és két 180°-os elforgatas pd4gm
15. | tiikrozés egy 45°-45°-90°-0s haromszog oldalaira p4mm
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. | egy 180°-0s elforgatas és egy 120°-o0s elforgatés p6

. | tikrozések egy 30°-60°-90°-0s haromszog oldalaira p6mm

Siklefedések szimmetriai
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Polya ezt a 17 csoportot bizonyitotta. (Meg kell jegyezni, hogy elbtte ezt mar az orosz Fedorov
1891-ben meghatarozta, de Polya az eredményt nem ismerte.) Cikkében minderrdl abrat is kozolt.
(Ebben mas jeloléseket hasznalt.)
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Itt 1ép be a torténetbe egy azdta vilaghirtivé valt holland miivész, Escher, akit talan azokrdl a
képeirdl ismertek leginkdbb, amelyeken altalaban lehetetlen épitményeket abrazolt. Lassuk
koziiliik a Vizesés €s Emelkedés és ereszkedés cimiieket:
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Eschert spanyolorszagi utazdsa soran lenyligézte a régi mor miivészek geometriai tudasa, és az
arabok absztrakt sikelemekkel operal6 tevékenységét megkisérelte alakokkal boviteni. Pélya
cikkére a miivész testvére (aki foldrajzot adott eld az egyetemen) hivta fel figyelmét. Levelezni
kezdtek. Escher a matematikai részt nem értette, de a rajzokbol raérzett a kristalycsoport egyes
elemeinek a geometriai tulajdonsdgaira, a periodikussagra, a szimmetriara, ¢s a maga miivészi
modjan Polya rajzait atformalta, madarakat, kutyakat stb. helyezett ra Polya abraira, majd a
szinezés bevezetésével tovabb is fejlesztette az dbrazoldst. Mindjart megmutatom mindezt rajzban,
grafikaban, de eldtte hadd idézzem magat Eschert (10):

,,E miivek alapjaul szolgald eszmék nagyobbrészt arrdl a csodalatrol és csodalkozasrol taniskodnak, mely
engem a kornyez0 vilag torvényszeriiségei irant elfog. Ha valaki valamin csodalkozik, egy csoda valik
tudatossa benne. Amikor én érzéki modon, nyitottan allok szemben a rejtélyekkel, amelyek koriilvesznek
minket, és amikor megfigyeléseimet atgondolom, és elemzem, a matematika birodalmaba jutok. Jollehet
semmiféle egzakt tudomanyos képzettségem €s ismeretem nincs, mégis kdzelebb érzem magam a
matematikusokhoz, mint tulajdonképpeni palyatarsaimhoz.

Aki sima feliileten szimmetriat kivan abrazolni, annak harom kristalytani alapelvet kell figyelembe vennie:
az eltolast (transzlacid), a tengelyforgast (rotacio) és a csiszo (csusztatott) tiikkrozést. Aligha lehet
megkisérelni e rovid attekintésben a harom alapelv kifejtését, mivel azonban a cstsztatott tiikr6zés harom
képemen is vilagosan felismerhetd, ennek kiilonos figyelmet kell szentelnem.”

Nézziik meg egy példan keresztiil, hogy csinalt Polya abrajabol miivészi képet Escher (5):

Az eredeti rajz, szinezéssel:

Korai vazlat:
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A végso kép:

Ezutan nézziink meg néhany Escher rajzot, melyekhez a transzformécio jeldlést is odairta a cikk
szerzdje (9):

pl és p2 mintazat
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p3 és p3ml mintazat




Megmutatom, hogy a fenti p3 ,,transzformaciobol” milyen képet készitett a miivész Korfogas
cimmel:
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gy magyarazvan képét konyvében (10):

Egy vidam ficko 1ép ki a hazabdl a kép jobb felsd oldalan. Mikodzben lefelé szalad a 1épcson,
elvesziti térszerliségét, és besodrodik egy lapos, sziirke, fehér és fekete sikokbol 4116 mintéba,
tarsai kozé. Ezek a sikidomok balra fent egyszerli rombuszokka alakulnak. Harom rombusz
kombinacidja révén, melyek egy kockara emlékeztetnek, Gjra kialakul a térképzet. A kocka a hazat
hatarolja, amelybdl ismét elébukkan a kis fickd. A terasz talaja ugyancsak a mar ismert rombusz
alaku csempékkel van kirakva. A hegyes t4j tokéletes térhatast, mig az als6 rész periodikus
mintaja a szabadsag kétdimenzios, maximalis korlatozasarol tantiskodik.

Befejezésiil még egy Escher grafika: Taldlkozas

Ezt ija ra (10): )
A hatso fal feliiletébdl fehér és fekete emberkék bonyolult mintdzata emelkedik ki. Az €lni vagyo
lényeknek a mozgéshoz talajra van sziikségiik, tervezddott hat a labuk ala padlo, kozépen kor
alakt nyilassal melyen keresztiil a hatfal jo nagy darabja lathatd. Nemcsak arra kényszeriilnek,

hogy korben mozogjanak, hanem arra is, hogy az el6térben taladlkozzanak: egy fehér optimista, és
egy fekete pesszimista, akik kezet nyujtanak egymasnak.
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