PAU — COU | — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 1999 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

2
1.- Sea fla funcién definida para x # 3 por f(x) = %
los siguientes elementos: Los puntos de corte con los ejes coordenados, las asintotas, los intervalos de

crecimiento y de decrecimiento y los maximos y minimos locales.

. Dibuja la grafica de f a partir del calculo de

Resolucién
2
Alser f(x)= xx—_x3—2 =0ox = 1i“1_2j'1'(_2) = 1§3,X=2,X=—1 y f(0)=0*-0-2=-2,

la grafica solo corta a los ejes en (2, 0), (-1, 0) y (0, -2).

1. — l xz
lm fG)= lim ——

Ademas, f(x)

fl) =

—x—2 3 -3-2 4
3 3-3 0
4 4
=—-=-o y f=—F=tow
0 0
x2
lim — =
X — too X — too

Veamos si tiene asintota oblicua, AO: y = mx + n

f _ A-x-2

2
x =3x

[reo - ma] = (=

=4=1

—x-2
x-3 x

Luego, la asintota oblicua en +oo es la recta de ecuacién AO: y = x + 2

lim x = too. Luego, f NO tiene asintota horizontal en +co.

_ X —x—2 _ xz—x—Z—(xZ—x—6) _ 4
ygréfica_ yasintota_ x—3 —(x+2)= x—3 T ox+2
Six—> + oo, Y grifica ~ Y asintota > 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oo
Six—> — oo, Y grifica ~ Yasintota < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en —oco
, 2x—1).(x—3) - (¥ —x—2)1 X —6x+5 6 +/36 —4.15 6+4
f ()= (2 ) — = 0&x = T — X
(x—=3) (x—=3) '
Hagamos una tabla de signos de {"(x):
(-0, 1) 1 (1, 3) 3 (3,5) 5 (5, +0)
f'(x) + 0 — 0 - +
f(x) | creciente | maximo | decreciente decreciente | minimo | creciente

fes creciente en (-0, 1) U (5, +) y decreciente en (-1, 5) - {3}

El maximo relativoes:x=1,y = f(1) =

1P-1-2
—=

3

1. Punto (1, 1).

= +oo = la asintota vertical es A.V. : x = 3
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S-5-2 _

El minimo relativoes:x=5,y = f(5) = ———3

9. Punto (5, 9).

La gréafica seria
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2.- Sean fy g las funciones reales definidas para x > 0 por, respectivamente, f(x) = % y g(x) =
X

(a) Dibuja la region limitada por las graficas de ambas funciones y la recta de ecuacion x = %

(b) Halla el area de la region descrita en el apartado anterior.

Resolucién
1

-1 . — .
W YT

Puntos de corte entre las graficas: {y =

1 1 _ 2 2 _ _ _

&_X:x—\/;:x—x:x x=x(x—-—1)=0

Y como x > 0, entoncesx =1,y =+= 1. Las graficas se cortanen (1, 1)
1 1

fx) =g(x) =—F=+ 0 ;f(x) =gx) =—5=0.

0

Luego, fy g tienen de asintota vertical el eje Y y de asintota horizontal en +o el eje X.

, -1 , 0:fx 1. -1 :
f(X)=—7<0; gx= > = o < 0. Luego, fy g son decrecientes.
X xXA\X

(vx)
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Para la recta vertical, x = —; resulta f ( ; ) =
2

—=2=14y g()=——=2
2

\/_

La region cuya area se pide es

A

1
El 4rea que se pidees A = f(%— ! )dx = f(%— 22;) dx.
1/2

Una primitiva es p(x) = Inlnx — 2+/x .Por laregla de Barrow,

A:p(l)—p(%)zlnlnl —Zﬁ—(lnln% —2«/%)=1nln2 + é —2=Inln2 +ﬁ—250,1

3.- Halla las rectas tangente y normal en el punto (1, 1) a cada una de las curvas siguientes:
(a) La curva de ecuaciéon y = x.
Resoluci6n

La ecuacién de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(xy, f(xg))
— — . —_ _1 —
esrtg:y = f'(xo) (X - Xo) + f(x¢) y ladelarectanormalesrn:y = T(X_J(x xO) + f(xo).
Enestecaso, f(x)=x ; f(x)=1 ; xo=1, f’(xo) =fM=1, f(xo) = f(1)= 1.
rtgy=1xx-1)+1; rtgy=x ; rn:y=_71(x—1)+1; my =— x + 2

(b) La curva de ecuaciéony = X2,

Resolucién
Eneste caso, f(x) =x° ; F(x) =2x ; Xo=1, f’(xo) =f(H=21=2, f(xo) = f(1) = 1.
rtgy=2x-1)+1; rtgy=2x-1 ; rn:y:_Tl(x—l)+1; rn:y=_71x+%

-3-
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(c) La curva de ecuacién y = x°.

Resolucién
Eneste caso, f(x) =x° ; f(x)=3x> ; x,=1 ,f’(xo) = f'(1)= 3. 1" =3 , f(xo) = f(1)= 1.
rtgey=3x-1)+1;rtggy=3x-2 ; rny :_Tl(x - D+1; rmy=—x+ %
4.- Sea f: R = R la funcion definida por f(x) = — +x|x|
(a) Estudia la derivabilidad de f en x = 0.
(b) Halla la funcién derivada f".
Resolucién
Como |x| = {— x,six < 0 x,si x=0 entonces f(x) = { 1fx ,six <0 1:x , St x>0

f estda bien definidapues 1 -x=0ex=1<0 y 1+x=0x=-1>0

Six # 0, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables

. , 1.(1—x) —x(—1) 1 , 1.(1+x) —x1 1 ,
siendo f'(x) = = ,Six < 0 = ,Six > 0
fre) = a-x° 1-x° 1 +x)° (1+x)°

lim f(x)= 120 =0= lirn+ f(x)= f(0)= 1f0 = 0. Luego, fes continuaenx =0

x—=0 x—=0

lim f)=——=1= 1lim f()=—— =1 Luego, f es derivableenx =0
x=0 x=0

1-0 a+o’

Conclusion: f es continua y derivableenR y f'(x) = {(11—)2, six <0 a ! e , St x>0
+x

(c) Halla una primitiva de f cuya grafica pase por el origen de coordenadas.

Resolucién
1
14+x

ysix=>0,f(x)=1 —

Usando la forma mixta de las fracciones, six <0, f(x) =— 1 + !

- X

Las primitivas de f son de la forma
FxX)={—x—-—Inln(1 —x) +a six<0x—Inln(1 +x) + b, six=0

Como F debe pasar por el origen de coordenadas, entonces F(0) = 0

Al ser f continua por el teorema fundamental del calculo integral F es derivable y en particular continua
en x = 0. Luego,
lim F(x)= lim+ F(x)=F(0)=0=0 —-Inln(1 -0) +a=0—-Inln(1+0) +b=0.

x—-0 x=0

Es decir, a = b = 0. Por tanto, la primitiva que se pide es
FxX)={—x—Inln(1 —x),six<0x—Inln(1 + x),six=>0
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5.-
(a) Dibuja la regién limitada por el eje OY, la curva de ecuacién y = x° y la recta normal a esta curva en el
punto (1, 1).
(b) Halla el area de la regién descrita en el apartado anterior.
Resolucién

La ecuacidn de la recta normal a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(x,))

esrn:y = ﬁi—oy(x — xo) + f(xo). En este caso, f(x) =x° ; f(x) =3x* ; x,=1

flx)=rm=31=3, flx)=fa)=1;

rn:yz_Tl(x— HD+1; rn:yz_Tlx +%=

4—x
3

4 — 3 4 — 3
3x y=x ; 3x =Xx ; 3+ x-4=0.

Puntos de corte de la recta normal y la curva: {y =

Usando la regla de Ruffini, 301 — 41 ! 334 3340 ,queda(x-1)(3x*+3x+4)=0; x=1, 3x°
+3x+4=0
—3+/9-434 _  —3+:/-39

x = >3 = 5 (sin solucién). El tinico punto de corte es el punto de tangencia (1, 1).

= 0ex =4y parax=0,y = 4;O = %. Luego, la recta normal

—X
3

Observamos también que y = 4

corta alos ejesen (4,0) yen (0, %)

2R

-1
L, 5 1 ;
; : — 4 —x—3
El drea que se pidees A = [[—— — x| dx = [—Z—" dx.
3 3
0 0
i 16x — 22" — 3x°

Una primitiva es p(x) = — —
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2 3 2 3
Por la regla de Barrow, A = p(1) — p(0) = 16'1_21'21 -3 _ 16'0_21'3 —30_ — E =0, 92 W

6.- Sea f: R = R la funcioén dada por f(x) = x>+ ax® + bx + 7.
(a) Determina a y b sabiendo que la curva de ecuacién y = f(x) tiene en el punto de abscisax =1
una inflexién con tangente horizontal.

Resolucién
fx)=x’+ax’ +bx+7 f(x)=3x"+2ax+b f'(x)=6x+2a

Como tiene un punto de inflexién en x = 1, entonces (1) = 0. Luego, 6.1 + 2a=0,a = -3
quedando f'(x) = 3x* - 6x+b

Como en x = 1 la recta tangente es horizontal, entonces f'(1) = 0. Luego, 3.1°- 6.1 + b= 0,b = 3.
Conclusibn:a=-3,b=3 y f(x)=x"-3x*+3x+7

(b) ;Corta esta curva al eje OX entre los puntos x = 0 y x = 2? Justifica la respuesta.
Resolucién

f(x) =x>-3x*+3x+7; f(0)=0°-3.0°+3.0+7=7; f(2) =2>-322+32+7=9
f(x)=3x*-6x+3=3x"-2x+1)=3(x-1)°>0.

Luego, f es creciente en Ry, por tanto, si cortara al eje OX en un punto c entre 0 y 2 entonces f(c) = 0, pero
como f es creciente seria f(0) < f(c) < f(2) = 7 <0 <9, cosa que es absurda.

Conclusion: la curva no corta al eje OX entrex =0 y x=2

7.- Sea f: R = R la funcién dada por f(x) =+ ‘\/xz +x+1 —x

(a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Resolucién
f'(x)= — 2t 1 =02 \/xz + x + 1 = 2x + 1.Elevando al cuadrado los dos miembros:

2\/x2+x+ 1
4(x*+x+ 1) =4x* + 4x+ 1 ; 4 =1 cosa que es imposible.

2041 -1
-1 =

24/0*+0+1 2

<0

Luego, f'(x) > 0 (f creciente) 6 f'(x) <O (fdecreciente) ; como f'(0) =

entonces f'(x) <0, f es decreciente en R.

(b) Calcula las asintotas de la grafica de f.
Resolucién

2 . . .
Como f(x) =+ \x + x + 1 — x es continua en R no hay asintotas verticales.

(\/x2+x+1 —x)(\/x2+x+1+x) x2+x+1—x2 L_l_L
f(x) = = = X 2 =
N b x+1 +x Vi x4+l 4 x [ x 1 x
x x x x
= _ e _1 Luego, ftiene asintota horizontal en +oo de ecuaciény = £
_\/H%jﬂ T oyivoro+1 2 "7 g' y 2"

o) =f-0 =R(=0' —x+1 — (0] =X —x+1+2) =+

—-6-—



PAU — COU | — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 1999 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuinez Nogales

(c) Demuestra que para todo x € R se tiene f(x) = %
Resolucién
Al ser f decrecientey f(x) =+ oo, f(x) = % se concluye que paratodox €R, f(x) = %

8.-
(a) Dibuja la regién del plano limitada por el eje de abscisas, las rectas de ecuaciones x = % yx=1lyla
grafica de la funcion f definida para x > 0 por f(x) = _lnirzlx ,donde In x es el logaritmo neperiano de x.

(b) Calcula la altura h que debe tener un rectangulo de base 1 — % para que su area sea igual a la de la

region descrita en el apartado anterior.

Resolucién
Como f(x) = M = 0 Inlnx = 0&x = 1,lagraficade fsélo corta al eje X en (1, 0)
X
x) =—C2 —4 0. =4 o, (+ ©) =+ o x) = —— Indeterminacion.
0+ 0+ y +00
Regla de L"Hopital: (_]nhzlx)’ == - _12 =0=f(kx) =0
(x ) 2x 2x
p oo X ()2 gy -1 0o Inl _ 1 _ 172 — e
or otra parte, f'(x) = (xz)z = = =0oninxy =—ox =" =-je
(0.+e) | Je [(Je, +
Hagamos una tabla de signos de {'(x): £ (%) — 0 n
f(x) | decreciente | minimo | creciente

. NV _ /2y —in(e”?)  —12 -1 -1
Minimo relativo: x = e ,y—f(e )— (e1/2)2 =—,— =—,,Punto (\E, Ze)

Para x:%ze—l,yzf(e—l)zﬂ(i)_zg ypara x =1,y = f(1) = —nin1_ _

12
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1LY
10

9

y = f(x)

2i x=1/e X = 1

= _ g
0 2
1

El 4rea delaregibnes A = |
1/e x

—Iniln x P e . .,
- dx. Para encontrar una prlmltlva usamos la 1ntegrac10n por partes:

[u =Inlnx —dx dv = _12 dxv=L];
X x X

xX=—"—+—=——"T""—+k

—Inin x Inin x 1 Inin x 1 1+ Inlnx
f 2 dx = - f 2 d
x x x x

1+ Inlnx

Una primitiva es F(x) = "

1+ Ininl1 14 Inin(1/e)

Por laregla de Barrow, A = F(1) — F(1/e) = n e =1-0e=1
Hallemos la altura, h, del rectangulo: 1 = A = A(rectangulo) = base. altura = (1 — %)h = ezl h.
Despejando, la alturaes h = eil =1,58 u

(c) Enuncia el teorema que nos permite afirmar que existe un punto c€ (%, 1) tal que f(c) = h.

Resolucién

Es el teorema del valor medio para integrales que nos dice que si f(x) es continua en [a, b] entonces
b

existe un c € [a, b] tal que [ f(x) dx = (b — a). f(¢). En nuestro caso [a, b] = [1/e, 1]

a

-8-—
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9.- Sea f: R - Rla funcién definida por f(x) = e

(a) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = a.
Resolucién

La ecuacion de la recta tangente en el punto A(a, f(a)) esrtg:y = f'(a)(x - a) + f(a).

En este caso, f(a) = e y como f'(x) = e* entonces f'(a) = e”.

La ecuacidn de la recta tangente esrtg: y = ea(x —a)+ e’ = rtg:y = e'x + ea(l - a)

(b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f que es paralela a la recta de
ecuacion 2x -2y + 1 =0.
Resolucién

Como larecta tangente es paralelaar: 2x-2y+1=0, rny = x + %tiene la misma pendiente.

La pendiente de larecta tangenteenx =aesf(a)=1=> e*=1=a=0.

Por tanto, se pide lartg en x = 0, que usando (a) esrtg:y = e’x + eo(l - 0)=>rtgry =x + 1

(c) Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1, 0) y es tangente a la grafica de f
Resolucién

Porel (a)rtg:y = e'x + ea(l — a) .Y como pasa por (1, 0) entonces 0 = e’ + ea(l —a)= ea(Z - a)

. 2 2
Luego, como e* > 0 debe ser 2 - a =0, a = 2 y entonces larecta que pidenesr:y =e'x — e

2
2
10.- Sea f: R = R la funcién definida por f(x) = (LZL) .

(a) Estudia la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
Resolucién

2
V' = [, £ = (ZEEL) ) = (= xosix < 0 xsix20

xX—X z . X+ x z , 2 .
f(x)={( > ),SLX<0(T),SLX20 = f(x) ={0,six <0 x,six=>0

Six # 0, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables

siendo f(x) = {0,six < 0 2x,six > 0

lim f(x)=0= lim+ f(x)= f(0)= 0°. Luego, f es continua en x = 0

x—0 x—0

lim f)=0= lim f=20=0 Luego,fesderivableenx=0
x=0 x=0

(b) Determina los intervalos de crecimiento de f.

Resolucién
f(x) ={0,six <0 xz,sixZO ;f(x) ={0,six <0 2x,six=>0; 2x=0©x=0.

—9-—
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Luego, f es constante en (-0, 0) y creciente en (0, +0)

3
(o) Calcula [ 3 f(x)dx
-3
Resolucién
Por la linealidad de la integral definida y por la propiedad de aditividad respecto al intervalo de

3 3 0 3 3 3

integracién: I = [ 3 f(x)dx =3[ f(x)dx = 3| [ 0dx +fx2dx =3 X dx =/ 3x” dx
-3 -3 -3 0 0 0

Una primitiva es p(x) = X’ Porla regla de Barrow, I = p(3) — p(0) = 3°— 0’ =27

11.-
(a) Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange.
Resolucién
Si f es una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) entonces
existe al menos un punto c € (a, b) tal que f(b) - f(a) = f'(c)(b - a).
(b) De una funcion f: [2, 5] — R se sabe que es derivable y que los valores minimo y maximo de su funcién
derivada f” son, respectivamente, 7 y 9. Justifica razonadamente cudl o cudles de los siguientes casos no
puedendarse: (i) f(2)=6 y f(5)=8 (i)f(2)=6 y f(5)=30 (iii)f(2)=6 y f(5) =300
Resolucién
Le aplicamos el Teorema del Valor Medio de Lagrange a f(x) en [2, 5], sabiendo que en dicho intervalo
se verifica7 < f'(x) <9

En el caso (i) tenemos [ f(5) - f(2) |/(5-2) =f’(c) = 2/3 que no verifica 7 < f'(x) < 9.

En el caso (ii) tenemos [ f(5) - f(2) ]/(5 - 2) =f"(c) = 8 que si verifica 7 < f'(x) <9.

En el caso: (iii) tenemos [ f(5) - f(2) /(5 - 2) =f’(c) = 98 que no verifica 7 < f'(x) <9

12.- Seaf: (0, +o0) — Rla funcion definida por f(x) = x(1 - In x). Encuentra una primitiva de f cuya
grafica pase por el punto (1, 1)

Resolucién

Una primitiva de fes F(x) = [ f(x) dx = [ x(1 — InIn x ) dx. Usamos la integracién por partes:

[u= 1—Inlnx _Tldx dv=xdxv=%];

2

_ _X(-ix) 1 _ _xa- _ _X’@=2ninx)
F(X)— x (1 2lnlnx + Zlfxdx— x (1 2lnlnx) + 21 ); + k= x (3 ilnlnx + k.

‘(3 —2Inin1)

Lo _ 1 _ _ 1.
Como la graficade F pasapor (1,1),F(1)=1= ” + k= 1=k =—/;

x2(3 —2lninx)+1

F(x) = s
13.-
(a) Prueba que la ecuacion cos x = 2x tiene solamente una solucién en [0, t/2].

Resolucién
f(x) = cos x - 2x es continua en R por ser el resultado de operar con funciones continuas. En particular lo
esen [0, m/2]. Ademas, f(0) =cos0-3.0+2=3>0 y f(n/2)=cos(n/2)-2.(n/2)=-n <O0.

Por el teorema de Bolzano existe al menos un c € (0, t/2) tal que f(c) = 0.
-10 -



PAU — COU | — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 1999 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

Luego, cos c - 2c = 0 = cos c = 2c y, por tanto, c es una solucion de la ecuacion.
Veamos que la solucidn es tnica.

Si hubiese dos soluciones, ay b, entonces f(a) = f(b) = 0 y, por el teorema de Rolle, existiria un ¢’ € (a, b)
tal que f'(¢) = 0.

Como f'(x) = -sen x - 2 < 0 entonces f'(¢”) < 0 (contradiccion). Luego, hay solucién tnica.

(b) Enuncia uno de los teoremas que hayas utilizado para responder al apartado anterior.

Resolucién
Teorema de Bolzano: Si f(x) es continua en [a, b], y cambia de signo en los extremos de dicho intervalo
entonces existe por lo menos un c € [a, b] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle: Si f(x) es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por
lo menos un c € (a, b), tal que f'(c) = 0.

14.-
(a) Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcién f: R — R definida por la
relacién f(x) = |-x* + 2x + 3| + x* - 4x + 1.
Resolucién
—2+4—4(-1)3 _ —2+4
2(-1) )
concavay cortaal eje Xen-1y 3.

X 4+2x+3=0x = ,x=—1,x=3.Laparébolay=—x2+2x+3es

Luego, x* +2x4+3<0 © x<-1 6 x>3; xX*+2x4+3>0 © -1<x<3

|—x2+2x+3|={x2—2x—3,six<—1 6 x >3 —x2+2x+3,si—1SxS3 =
Fox)=(2x" — 6x — 2,six<—1 6 x >3 — 2x + 4,si — 1<x<3

f(x):{sz—éx—Z,six <—=16 x>3 —2x+ 4,si — 1<x<3

Six # -1, x # 3, fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables siendo f'(x) = {4x — 6,six <—1 6 x >3 —2,si—1<x<3

lim f(x)= 2(— 1)2— 6(—1)—2=6= lim+ f)=f(—1)=—2(-1)+ 4 =6>fes

x—=-1 x—=-=1

continua en -1

lim_f'()=4(- - 6=-10% lm_f(=-2 Luego, f NO es derivable en -1.
x> -1 x—-1

lim f(x)=—23+4=-2= lim+ fx)=f(@3)= 2.3° — 6.3 — 2 =— 2= fes continua en 3
x—3 x—3

lim f()=-2# lim f()=43-6=6 Luego, f NO es derivable en 3.
x—3 x—=3

Conclusioén: f es continua en R y derivable en R - {-1 ; 3}

-1 -
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(b) Esboza la grafica de dicha funcion f.

Resolucién
Para la grafica usamos el (a) y, ademas, lir_P f(x)= lir4r_1 (sz — 6x — 2) =+ oo,
X —>1o00 x >+

f=2-2"-6-2-2=18 , f(4)= 2.42— 6.4 —2=6

%

16
14
12

10

-1 0
=2
15.-
(a) Halla una primitiva F de la funcion f: (0, +o) — R definida por f(x) = ﬁ
Resolucién
Descomponemos la fraccién en suma de fracciones simples: x(xi 5 = i + xi 5

Multiplicando los dos miembros por x(x + 2), obtenemos 4 = A(x + 2) + Bx

2\
Y Tt

Parax = 0 se tiene 4 = 2A, de donde A = 2 y parax = -2 se tiene 4 = -2B, de donde B = -2.

Las primitivas de f son

p(x)=ff(x)dx=f(%— xiz)dx=21nlnx —2lnln(x+2) +k=2In

x
x+2

Para k = 0, una primitivaes F(x) = 2 In

-12 -
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3
(b) Calcula [ f(x) dx
1

Resolucién
3

Por la regla de Barrow, | f(x) dx = F(3)— F(1)= 21In > 2 In—— = 2In—=L- = 2in—>
1

3+2 1+2 1/3 5

(c) Describe qué relacion hay entre la primitiva F calculada y la funcién G: (0, +o0) — R definida
X

por G(x) = [ f(t) dt.
1

Resolucién
Como al igual que F la funciéon G también es una primitiva de f (por el teorema fundamental del calculo
integral G’(x) = f(x)) resulta que F y G se diferencian en una constante.

Ademas, por la regla de Barrow, G(x) = [ f(t)dt = F(x) — F(1)
1

16.- Las siguientes graficas corresponden a las funciones logaritmo neperiano f(x) = In x
y exponencial g(x) = e*. Encuentra el valor de s para el que las dreas de los recintos rayados son iguales.

[
25+
b1

15k / 1

1. I
| 1
Qs |
|
|

0

43

-1 05 L]

Resolucién

e

S
Las dreas son 4, = [ e dx; A, = [ Ininx dx.Para Al, una primitiva es p(x) = e*.
0 1

ParaAz:[u =Inlnx %dx dv = dxv = x];flnlnxdx = xInlnx — [ 1 dx;una primitiva es q(x)

=x(Inx-1)

Por la regla de Barrow, como A1 = AZ, p(s) — p(0) = q(e) — q(1)

e —e = e(lnlne —1)— 1(Inln1 - 1) & e —1=1ee = 2.Conclusién, s = Inin?2

17.- Sea f: R = R funcioén definida por f(x) = (x - 1)|x - 1].

(a) Determina los puntos en los que f es derivable y calcula su derivada en cada uno de ellos.
Resolucién

x-1<0 e x<1l;x-120e x=21; |x—1={-(x-1),six<1x-—15six>1 =

FOO) = (= (x — 1)°six <1 (x — 1) sixx>1

-13-
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Six # 1, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = {— 2(x — 1),six < 1 2(x — 1),six > 1 ;

lim f@)=-(1-1)'=0= lim f@=fD=>1-1" =0;

x—1 x—-1

fescontinuaenx=1; lim f'(x)=—2(1-1)=0 = lim+ f'(x)=2(1 — 1) = 0= fderivable enx

x—1 x—1

=1

Conclusion: f es continua y derivable en R con f'(x) = {— 2(x — 1),six < 1 2(x — 1),six=>1

(b) Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucidn f'(x) > 0. Luego, f es creciente en R

(c) Esboza la grafica de f.
(d) Calcula el area de las dos regiones limitadas por la grafica de f, el eje de abscisas y las rectas de
ecuaciones respectivasx=-1 y x=2.

Resolucién
Para la grafica de fusamos (a), (b) yque f(— 1)=(—-1-1|—-1 - 1|=—4 ;
f@R=2-D2 -1 =1

El area que se pidees A = A1 + A2
1 1 3
A1 = fl[— f()]dx = fl (x — 1)2 dx. Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = %L
a-1°  _(1-1° _ 8
3 3 -3

Por la regla de Barrow, A1 =p(1)—p(— 1=

2 2 ,
A,=[f)dx = [ (x - 1)? dx. Una primitiva de la funcién integrando es q(x) = %
1 1

3 3
Por la regla de Barrow, A2 =q(1)—q(1) = (2;1) - (1;1) = ;

Luego, el area que se pide es A =A1 +A2 =%+%= 3

18.-
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(a) Calcula las constantes a, b y c sabiendo que la funcion f: R = R definida por

f(x)= {x2 + ax,six < 2bx + ¢, six=>2
cumple las hipoétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4].
Resolucién
Teorema de Rolle: Si f(x) es continua en [m, n], derivable en (m, n) y ademas f(m) = f(n) entonces existe
por lo menos un p € (mm, n), tal que f'(p) = 0.

En este caso, f(x) = {x2 + ax,six < 2bx + ¢,six=2 ,[m,n] =[O0, 4].

Six # 2, f es continua y derivable independientemente de los valores de a, b y c por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables siendo f'(x) = {2x + a,six < 2b,six > 2

Para que f cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en [0, 4]:

Debe ser continuaenx =2 =
lim f(x)= lim+ f(x)= f(2)z>22+ a2=b.2+c>—-2a+2b+c=4

x—2 x—2

Debe ser derivableenx=2= lim f'(x) = lim+ ff(xX)=2.2+a=b>—-—a+b=4

x—2 x—2

Deberser f(0) = f(4) = 0°+a0=0b4+c4b+c=0

Nos queda el sistema
{-2a+2b+c=4 —a+b=4->b=a+44b+ c=0-c=—4b =— 4(a + 4)=— 4a — 16.
Sustituyo en la 12 ecuacién:

—2a+ 2(a+4)— 4a — 16 = 4= — 4a = 12=a =— 3.Luego,b=-34+4=1 ; c=-41=-4

Conclusién: debe sera=-3,b=1,c=-4 y f(x) = {x — 3x,six < 2x — 4,5ix>2 ,
f(x) ={2x — 3,six < 21,six=2

(b) Para la funcion f del apartado anterior, ;cual es el punto cuya existencia garantiza el teorema de
Rolle?

Resolucién El puntop € (0,4) seriatalquef'(p) =0= 2p-3=0=p = % ,que esta en (0, 4)

19.- Sean f, g: R = R las funciones definidas, respectivamente, por f(x) =x(x-1) y gx) = |x|.
(a) Halla la funcién p: R = R dada por p(x) = f [g(x)] y esboza su grafica.
Resolucién

p(x) =f[g®)]=gX).[e() - 1] = [x[.(x[-1) =
p(x) = {— x(— x — 1)=x2 +xsix<0x(x —1)= - x, st x=0

—15-—
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Six # 0, p es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendop’(x) = {2x + 1,six < 02x — 1,six > 0 ;

lim p(x)=0"+0=0= lim p()=p0)=0"—0=0;

x—0 x—0

pescontinuaenx=0; lim p'(x)= 2.0+ 1= 1+ lim+ p'(x)= 2.0 — 1 =— 1= pNO derivable en

x—-0 x—-0
0.
2 . 2 .
p(x) ={x + x,six<0x — x,5ix>0,
p(X)={2x+1=0,six<02x —1=0,six>0ex =%, X =%
Hagamos una tabla de signos de p’(x):
—1 ~1 —1 1 1 1
Com) S |Gz o o) | & [T+
p'(x) - 0 + | - 0 +
p(x) | decreciente | minimo | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

Minimos relativos:

x=%;y=P(%)=(%)2+%— _i .Punto(%, _; )
x=%,y=P(;)=(;)2— ; =— .Punto(T, _i)

Maximo relativo: x = 0 ,y = p(0) = 0. Punto (0, 0)
Para la grafica de p téngase en cuenta también que p(x) = |x|(|x] — De&x =0, x =— 1, x =1
Luego, la grafica corta al eje X en (0, 0), (-1, 0) y (1, 0).

Ademés, como p(— x) = | x|(|= x| = 1) = |x|(jx| = 1) = p(x) =
p(2)=p(= 2)= |- 2I(I- 2| - D=2

—-16 -
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I\4

2
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—0.25

0.5 1

(b) Halla la funciéon q: R = R dada por q(x) = g [f (x)] y esboza su grafica.

Resolucién

fx)=x(x-1) y g® =[xl;qx) =g[fx)]=[fx)]=[xx-1)]
Xx-1)<00<x<1ly x(x-1)20x<006x=>1=
q(x)={—x(x—1)=x—x2,si0<x<1x(x—1)=x2—x,sixSO()x21

1.5

Six #0,x # 1 q es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables siendo q'(x) = {1 — 2x,5si0 < x <1 2x — 1,six <06 x > 1

lim q(x) = 0°—0= q(0)=0 = lim+ q(x)=0 — 0°=0> g es continua en x = 0.

x—=0

x—=0

lim ¢g'(x)= 2.0 -1=— 1+ lim+ q(x)=1— 2.0 =1= qNO esderivable enx = 0.

x—=0

lim g(x)=1 - 1°

x—=1

x—0

x—-1

=0 = lim+ qx)=q(1) = - 1= 0= qgescontinuaenx=1

lim g(x)=1—-2.1=- 1% lim+ q(x)=2.1—-1=1=qNOesderivableenx =1.

x—1

qgxX)={1-2x=0,5i0<x<12x—-1=0,si

x—-1

«<0sx>10x-+ . Hagamos una tabla de signos de q"(x):

(— o0, 0) o | (05)| + (== 1) 1 |@ + o
q'(x) - 0 + 4 - 0 +
q(x) | decreciente | minimo | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

-17 -
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Minimos relativos: x = 0 ,y = q(0) = 0. Punto (0, 0) ; x=1,y =q(1)= 0.Punto (1, 0)

2
Maximo relativo: x = % VY = q( ; )= ; — ( ; ) = i . Punto (%, ;4) Para la grafica de q
téngase

en cuenta también que q(x) = |[x(x — 1)| = 0©x = 0, x = 1. Luego, la grafica corta al eje X en (0, 0)

y(1,0).Ademas, q(— D)=|—-1(-1-1| =2 y q@2)=122 -1 =2
AY

2

1.75

1.5

1.25

1

0.75

0.5

.25

-1 —0.5 o) 0.5 1 1.5 2

1
20.- Usando el método de integracién por partes, calcula la integral [ ln(%)dx

Resolucién

1
= ln( ;J_ri )dx . Para hallar una primitiva usamos la integracion por partes:
0

I
[u = ln(;f;)dudv =dxv = x]

1 1.2-0)—(x+1(=1) _ 2-x 3 _ -3
T @2-»° T oxtl gy’ GEDE-2)

x+1 x+1 3x
Luego,fln( . )dx = xln( o )+f CEETE)) dx.

Descomponemos la fraccién en suma de fracciones simples: 3 =4 4 2
x+1)(x—-2) x+1 x—2

Multiplicando los dos miembros por (x + 1)(x - 2), tenemos 3x=A(x-2) + B(x+ 1)

Para x = -1 se tiene -3 =-3A,dedonde A =1 y parax = 2 se tiene 6 = 3B, de donde B = 2.

fﬁdx=f(xil + xiz)dt=1n1n|x+1| +2Inin|x — 2| + k.

x+1
2-x

Luego, una primitiva de la funcién integrando es p(x) = x ln( ) +Inlnjx + 1| + 2Inin|x — 2|.

-18-
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Por la regla de Barrow,

+

1 +
2

0
2

I =p(1)— p(0)= 1ln( 11)+lnln|1+1| +2Inin|l — 2| —[OZn( 01)+1nln|0+1| + 2Inin|0

21.-

(a) Halla la parabola de ecuacién y = ax® + bx + ¢ que pasa por los puntos (0, 1), (1, 0) y (2, 3).
Resolucién

Sustituimos las coordenadas de los puntos en la ecuacién de la parabola,

(@0®+b0+c=1a1’+bl+c=0a2"+b2+c=3

Operando y simplificando,
fc=1la+b+c=04a+2b+c=3=>{a+b+1=04a+2b+1=3>{a+b=—14a+ 2b -

Restando las ecuaciones,a=2; b=-1-a=-1-2=-3.Luego, laecuaciébnesy = 2x%-3x+ 1

(b) Dibuja la region limitada por dicha parabola y la recta normal a la parabola en el punto (0, 1).
(c) Calcula el area de la region descrita en el apartado anterior.

Resolucién
Sabemos que la parabola pasa por los puntos (0, 1), (1,0) y (2, 3).

Ademis, 2x*-3x+1=0 ©x = 3iv92;4'2'1 = 3f1 ,x=1,x=% y six=0,y=1 conlo quela

parabola corta a los ejes en (1, 0), (%, 0) yen (0,1)

2
Como (sz -3x+1)'=4x-3=0six = %, y = 2(%) - 3% + 1= %se trata de una parabola

convexa

47 8
La ecuacién de la recta normal a la grafica de una funcién f en un punto A(x, f(xq))

de vértice (i = ) )

esrn:y = ﬂ_i—y(x — xo) + f(xo). En este caso, f(x) = 2x*-3x+ 1 ; f(x) =4x-3 ; x,=0; f(xo) =1
0.

x+3
3

f'(x0)=f'(0)=4.0— 3 =—3 ;rn:y=:—;(x— 0+ 1; rn:y=%x+ 1=

x+ 3
3

Puntos de corte de la recta normal y la parabola: {y = y = 2" — 3x + 1 ;

x+3

3 =2x2—3x+1

6x*-9x+3=x+3 o 6x*-10x=2x(3x-5) =0 & x=0,x = —

Six=0,y = % = 1, se obtiene el punto de tangencia (1, 0)
5 5 +3 14 5 14
. _ _ 3 — : -
Six = Y = 3 == ,seobtleneelpunto(3,—9 )
Ademds, como 0 = = t3 ox =— 3,larecta normal corta al eje X en (-3, 0).

3

-19-—
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5/3
El 4rea que se pide es A = f[%x +1 - (2x2 — 3x + 1)] dx = [ (%x - sz) dx.
0

5/3

0

2 3 2 3 2 3
Una primitiva es p(x) = 1;) — - 23" = 53x - 2; = ;Zx
2 3
5(-2) — o2 2,3 2
Por la regla de Barrow, A = p(%) - p(0) = (3) - (3) 50 . 20" _ 18215 ~1,54 W’

22.-
/2

(a) Calculala integral [ tcoscost dt
0

Resolucién
/2
I = [ tcostdt.Paraencontrar una primitiva usamos la integracién por partes:
0

[u=tdt dv=costdtv =sent]; [tcostdt =tt — [t dx.Una primitiva es

p(t)=tsent + coscost .

Por la regla de Barrow,

I = p(%)— p(0)=%sen(%)+ coscos(%) — (0sen0 + coscos0)=—-—1 =

m—2
2

—-20-
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X

(b) Sea f: [0, ] - R la funcién definida por f(x) = [ t cos cos t dt.Calcula sus maximos y minimos
0

absolutos, asi como los puntos del intervalo [0, 1] donde se alcanzan dichos extremos.
Resolucién
Al ser la funcidn g(t) = t cos t continua, por el teorema fundamental del calculo integral f es derivable.

Luego,en [0, ], f'(x) = xcoscosx = 0 x=0,x = %

TC U U
03| + | (&
f'(x) + 0

f(x) | creciente | maximo | decreciente

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

Evaluamos f en el maximo absoluto y en los extremos del intervalo (x = 0, x = 1) y entonces el mayor
valor correspondera al maximo absoluto y el menor al minimo absoluto:

0 /2
f(0)= [tcoscostdt =0 ; f(L)= [ tcoscost dt = -2 ~0,57 ;
0

2

f(m)= [tcoscost dt =0
0

Por la regla de Barrow,
f(m)=p(m)— p(0)=msenm + coscosm — (0sen0 + coscos0)=— 2

m—2
2

s s TC so.
El maximo absoluto es =0, 57 y se alcanza en —~ y el minimo absoluto es -2 y se alcanza en .

23.-
(a) Enuncia el teorema de Bolzano.
Resoluci6n
Teorema de Bolzano: Si f(x) es continua en [a, b], y cambia de signo en los extremos de dicho intervalo
entonces existe por lo menos un c € [a, b], tal que f(c) = 0.

(b) ¢(Podemos aplicar el teorema de Bolzano en el intervalo [0, 3] para asegurar que la ecuacion

4+ 1
X x—2

Justifica las respuestas.

= 0 tiene alguna solucién en dicho intervalo? ;Y podemos aplicarlo en el intervalo [-2, 0]?

Resolucién

Sea la funcion f(x) = x4 + 5=

f es continua en R - {2} y, por tanto, no es continua en [0, 3] y no podemos aplicarle el teorema de
Bolzano en [0, 3]. Luego, no podemos asegurar que tenga solucidn.

f es continua en R - {2} y, por tanto, es continua en [-2, 0]

Como f(— 2)= (- 2)4 + ﬁ =%> 0 y f(0)= 0" + ﬁ =% < 0, se puede aplicar el

teorema.

Aplicandolo existe al menos c € (-2,0) tal que f(c) = 0, es decir c es solucién de la ecuacion.

24.- Aplicando la Regla de L'Hépital, calcula lim —= l;lxx
X — 00 e
Resolucién
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xinx +00.(+00 +0o0 . Ny
f(x) =—— = (o) — Indeterminacion.
e +o0 ~+oo
TA . (xInx) Linlnx + x.% 1+ Inin x +00 . .
Regla de L'Hopital: lim > = —_— = > = Indeterminacion.
X— +00 (e x)’ x— 400 2 ™ x— 400 2™ +o0

YT AL . 1+inx) 1 1
Otra vez por L'Hopital, lim % = — — =
X— + (Ze ) X240 4 X2+ 4xe Foo

xInx
o = 0
e

Luego, aplicando la regla de L'Hopital,

OTROS DEL 1999

1.
(a) Determina en qué punto larectay = % es tangente ala curvay = In x.
Resoluci6n
Seaf(x) =Inx; f'(x)= % Si P(a, f(a)) es el punto de tangencia entonces la pendiente de la recta

tangente, % esiguala f'(a) = % Luego,a = e, f(e) =In e = 1. El punto de tangencia que piden es P(e,

D

(b) Calcula el area del recinto rayado en la siguiente figura en la que P representa el punto de tangencia
entre las curvas del apartado (1)

I\4

1.5
Pi
1 :
y=-— e
0.5
y = In(x)
Y
-0.5 1.5 2 2.5 3 3.5
-0.5
Resolucién

e

El 4rea que se pidees A = [ (% — Ininx ) dx. Para encontrar una primitiva de In x usamos la
0

integracion

porpartes:[uzlnlnx %dx dv = dxvzx]; [Ininxdx = xInlnx — [ dx
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2 2
Una primitiva del integrando de la integral inicial es p(x) = %% —xlnlnx + x =—— Ze’dglenx =

Por la regla de Barrow,
2 2 2
A = p(e) _ p(O) _ _e —Zeelr;lene +2ee 0 —29011;1:0 + 2e0 — ;e — % - 1,36 uZI
2.- Sea f'la funcion definida por f(x) = (x - 1)|x - 1].
(a) ¢(Puede aplicarse el teorema de Rolle a f en el intervalo [0, 2]?
Resolucién
Teorema de Rolle: Si f(x) es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por

lo menos un c € (a, b), tal que f'(c) = 0.

x-1<0 e x<1l;x-120o x=21; |x—1={-((x-1),six<1x-—15six>1 =
f(x) ={—(x — 1)2,six <1 (x- 1)2,six21

Six # 1, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = {— 2(x — 1),six < 1 2(x — 1),six > 1

lim f(x)=—(1 — 1)2 =0 = lim+ fx)=f(H)=(1 — 1)2 = 0= fescontinuaenx=1

x—-1 x—-1

lim ff(x)=—21-1)=0= lim+ f'(x)=2(1 —1) = 0> fderivableenx = 1.

x—1 x—1

Como f es continua y derivable en R, en particular es continua en [0, 2] y derivable en (0, 2).
fO)=0-D|0-1|=-1#f(2)=2-1)|2-1|=1.

Luego, f no cumple las hipoétesis del teorema de Rolle en [0, 2] y, por tanto, no puede aplicarse dicho
teorema.

(b) ;Y ala funcio6n f'?

Resolucién
Seag(x)=f'(x) = {— 2(x — 1),six <1 2(x — 1),six=>1 .Six# 1, fes continua y derivable por ser
el resultado de operar con funciones continuas y derivables siendo g'(x) = {— 2,six < 1 2,six > 1

lim g(x)=—2(1-1) =0= lim+ gx)=g(1)=2(1 —-1) = 0=>gescontinuaenx=1

x—1 x—1
lim g'(x) =— 2+ lim+ f'(x) = 2= gNO es derivable en x = 1.

x—-1 x—-1

Luego, f" no cumple las hipotesis del teorema de Rolle en [0, 2] y, por tanto, no puede aplicarse dicho
teorema.

(c) ¢Es simétrica la grafica de f con respecto a algiin punto?
Resolucién
f(l+h)=1+h-1]1+h-1]=h|h] ; f(1-h)=(1-h-1)]1-h-1|=-h|-h|=-h|h]
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Luego, f(1 - h) = -f(1 + h) y, por tanto, f tiene una simetria central con respecto al punto (1, 0).

3.- Sea f'la funcion definida en [0, o) por

f(x)={2x + a, si0<x < 1% + b, si1l<x < 36x + ¢, si3<x
Contesta razonadamente las siguientes preguntas
(a) ¢Es f continua en todo el intervalo [0, ©) paraa=4,b=5 y c=-4?
(b) ¢Es f derivable en todo el intervalo [0, c0) paraa=1,b=2 y c¢=3?
Resolucién
Six # 1, x # 3, fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y

derivables. Ademas, f'(x) = {2, si0<x < 12x, sil<x<36, si3 <x

lim f@)=21+a=2+a; lim f(O)=fD)=1"+b=1+b

x—1 x—1

Para que fsea continuaenx=1debeser2+a=1+b=-a+b=1

lim f'(x)=2 ; lim f'(x)= 2.1 = 2= coinciden las derivadas lateralesenx =1
x->1 x-1"

independientemente de los valores de a, by c.

lim f()=3"+b=9+b; lim f@)=f3)=63+c=18+c

x—3 x—3

Para que f sea continua en x =3 debeser9+b=18+c=>b-c=9

lim f'(x)=23=6 ; lim+ f’(x) = 6 = coinciden las derivadas laterales en x = 3
x—3 x—3

independientemente de los valores de a, by c.
Enel (a),paraa=4,b=5 y c=-4,setiene que
-a+b=-4+5=1=>fescontinuaenx=1 ; b-c=5-(-4) =9 = fescontinuaenx = 3.

Como conclusién, paraa=4,b =5 y c=-4fes continua en todo el intervalo [0, o)

Enel (b),paraa=1,b=2 y c= 3, setiene que:
-a+b=-1+2=1= fescontinua en x =1y como coinciden las derivadas laterales en x = 1
independientemente de los valores de a, b y c entonces f es derivable en x = 1.

b-c=2-3=-1+#9=fNO es continua en x = 3y, por tanto, tampoco es derivable.
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Como conclusion, paraa=1,b=2 y c= 3 fNO es derivable en todo el intervalo [0, o) porque no es
derivable sen x = 3

/ 2 . .
4.-Lacurvay =\1 +t — t representaunrio. En el punto P(2, 0) hay una ciudad desde la que se
desea construir una tuberia rectilinea hasta el rio.

(a) ¢En qué punto Q del rio debe terminar la tuberia para que esta sea lo mas corta posible?
Resolucién

/ 2 . o : :
Sea Q(t, 1+t -t ) un punto de la curva. La funcién a minimizar es el cuadrado de la distancia
2

entre Py Q: f(t) = d’(P, Q)=(t—2)2+(\/1 +t2—t) =(t-2"+14+4t-t=2t—5t+5

ff(t)=4t-5=0&t = % que corresponde al minimo por ser la grafica de f una parabola convexa.

A\

2
Luego, el punto que se pide es Q(% , \/1 + (%) - % ):Q(% ) Ji&)

(b) Comprueba que en dicho punto Q la tuberia es perpendicular al rio.
Resolucién

Seag(x) =1 + x* — x .Habré que ver que la recta normal a la grafica de g en el punto Q pasa por el
punto P(2, 0).

La ecuacién de la recta normal a la grafica de una funcién g en un punto A(x, g(x¢))

esrn:y = Wfi—oy(x — xo) + g(xo). En este caso, x, = % ; g(xo) = # ;g (0) = —2\/121%
X —X

5 6

, S5 201 3 -1 5 V21
I)=9(F) = iy = r - )+ 5
21+ (5) -+ 27 2t

Operando, rn:y = 21 (x — i) + #. Sustituyendo, las coordenadas de P(2, 0)

= 0. Luego, la recta normal pasa por P, como se pretendia.

i(z — i) +

3

"‘ﬁ
N

—[21 21
3 4

3
T+

5.- Sea f'la funcion definida por f(x) = In(1 + x) y sea p(x) el polinomio dado
por p(x) = £(0) + f(0)x + —f”(0)x". Calcula LE=2E
X

Resolucién
’ 1 ,r 0.(1 —1.1 -1
() =In(1+%) 5 f()="7 ;5 [(=" =" ((0)=In(1+0)=0

fO=15=1; [(O=—"==1;p0)= f(0)+ f(0).0 +/"(0).0" = f(0) = 1
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- _Zp(x) = f(o)o_zp(o) = % Indeterminacion. Aplicamos la regla de L"Hopital:
X
1 . ,r 1
— )] () =’ —[f'(0)+f7(0) x] -(1-x)

lim L@ _ iy 2P = lim — = lim —*= = lim
x—0 (xz)' x—0 2x x—0 2x x=0 2x x=0
= lir% 2(1"+ 5 = 2(10+ o = 0. Por la regla de L’'Hopital, el limite que se pide vale 0.

X—

6.- Sean fy g las funciones definidas por f(x) =a+ bx* +x* y gx) =c-x".
Calcula los valores de a, b, c € R de modo que las graficas de fy g se corten en el punto (1, 1) y sean

tangentes en dicho punto.
Resolucién

Como se cortan en (1, 1) entoncesf(1) =1y g(1) =1

Sustituyendo,a+b.12+14=1=>a+b=0 ; c-13=1=¢=2

f'(x) = 2bx + 4x°>, g'(x) = -3x% Como son tangentes en (1, 1) entonces f'(1) = g’(1)

Sustituyendo, 2b.1 + 413=-31 > b = _77.Y, por tanto,a =— b = -

., 7
Conclusioén: debe sera = — b = —— €= 2

7.- Calcula el area del recinto limitado por las curvas cuyas ecuaciones son

x=y2 Xx+2y=3 y=0 X=2

Resoluci6n
La parabola x = y* tiene dos ramas, y =+ \/; y =— \/;

En cuanto alarecta,six=0,0+2y =3,y =%,siy=0,x+2.0=3,x=3.

Larecta cortaalosejesen (3,0)y (0, %)

Puntos de corte de la recta y la parabola: {x = y2 x+ 2y = 3.

Sustituyendo, y* + 2y = 3, y* + 2y - 3 = 0.
- 26—
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= ZEO-ALCY 244 3 x=(-3)’=9, punto(9, -3);y = 1, x = 1" = 1, punto

21 2
(1, 1)

Dibujamos el recinto cuya area se pide:

=3

El 4rea que se pide es A =A1 +A2+A3 +A4

3/2 2 \/xT

=~
3/2 ~ 3

1 1
A = [~ dx = [ x"? dx. Una primitiva es p(x) =
0 0

3 3
Por la regla de Barrow, A, = p(1) — p(0) = 2\?{17 - 2\3(07 = %

2 < )
3—x Sx— 5~ 6X — X
A= =
1

>— dx. Una primitivaes g(x) = ——— = —

2? 61—1°

2 —
4 4

_ 3
T4

Por la regla de Barrow, A, = q(2)— q(1) = °.

3

3
A3 — f(_ \/;) dx = fxl/z dx. La primitiva sabemos que es p(x) =
0 0

2x3

3
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\F 2\3{073:2\5

Por la regla de Barrow, A = p(3)— p(0) =

1= 25 (- )] ax -

6x—x° 2% 18x—3+ 8

r(x)=——+—7—= - . Por laregla de Barrow,

12 12 12 12 - 12

2 3 2 3
4,=7(9) - r(3)= 189 —3.9%48+/9° _ 183-33%48+/3° _ 135 274243 _ 108-24.3 —9-23

_ 2 .3 _ 125
Portanto, A = =+ ——+ 2+/3 + 9 — 2+/3 = =10,42 u’

8.- La grafica de una funcidn f es

1 Y
J 1
| 1
1 1 O
= 1 3 5‘ ) i y
T
! , 0 2 3 X
| 1
l '
|
|
Contesta razonadamente las siguientes preguntas
(a) ¢En qué puntos no es f continua?
Resolucién
lim f(x)=— o ; lim f(x) =4 oo;ademas, f(-2) = fNO es continua enx = -2.

x——2 X — — 2

3 lim f(=/@3) ; 3 lm_fx pero son distintos = f NO es continua en x =3.
x—3 x—3

(b) ¢En qué puntos no es f derivable?

Resolucién
En x = -2, x = 3 no es derivable por no ser continua. Ademas, tampoco es derivable en x = 2 porque la
grafica presenta un “pico”.

(c) ¢Cuales son los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f?
Resolucién
Observando la grafica, f es decreciente en (-o0, -1) - {-2} U (2, + ) y creciente en (-1, 2).

(d) ¢Cudles son los maximos absolutos y relativos de f en [-3, 4]?

Resolucién
Observando la grafica, el maximo relativo se alcanza en x = 2 y el minimo relativo en x = -1. No hay
maximos ni minimos absolutos porque Rec(f) = Rporser lim f(x)=— o ; lim f(x)=+ o
x> -2 x—o-2"

9.- De una funcidén g se sabe que es positiva y tiene derivada positiva en el intervalo (-0, -2);
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que g tiene, tanto por la derecha como por la izquierda, una asintota vertical en x = -2; que el minimo

absoluto de g se alcanza en x = 0 y vale g(0) = 0 pero g no es derivable en dicho punto; que g es creciente

en [0, o) siendo continua en dicho intervalo salvo una discontinuidad de salto en x = 3 y que

cuando x — oo tiene una asintota oblicua. Teniendo en cuenta los datos anteriores, esboza la grafica de g.
Resolucién

Una posible grafica de g es:

A

8
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