PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2013 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

1.- Halla las dimensiones del rectdngulo de drea maxima inscrito en un tridngulo isésceles de 6 metros de
base (el lado desigual) y 4 metros de alto.

Resolucién
E :4-y
i 4 !
: L
i 'y y
I6 = ! X 3-x
Usando la semejanza de triangulos, — Zx = 4;y .Luego,xy =12 -4x -3y +xy; 3y =12 - 4x;

12 — 4x
3

Como las dimensiones del rectangulo son 2x, y, el drea es A = 2x.y

24 3
3 _O@x_m_z

2
Ny .. 12 — 4x 24x — 8x ’ 24 — 16x
Funcién a maximizar: A(x) = 2x———— = 3 ; AA(X) =——F—

. — 16 . . ‘o
A"(x)=—— el area del rectangulo es maxima.

S(3)_ —16 _ 3
<0; A (T)__s. < 0.Parax = >

3
12 -4

La alturaseria y = 3

= 2. Por tanto, las dimensiones del rectdngulo son 3 m x 2 m

2
x+1

2.- Sean fy g las funciones definidas por f(x) =2 —x y g(x) = parax # —1.

a) Calcula los puntos de corte entre las graficas de fy g.
Resolucién

Los puntos de corte son las soluciones del sistema{y = f(x) y = g(x) 22 — x = 2

x+1

Luego, 2-x)(x+1)=2 = 2x42-x"-x=2 = x’-x=x(x-1)=0= x=0,x=1
Six=0,y=2-0=2.ElpuntoesP(0,2) Six=1,y=2-1=1.ElpuntoesQ(1,1)

b) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes.
Resolucién
La grafica de f es una recta que pasa por P(0, 2) y Q(1, 1).

2

En cuanto a la graficade g, g'(x) = ( _1)2 < 0. Luego, g es decreciente.
x+
. _ . o . ) _ 2 2
Ademas, g(x) = 0=gtieneentoolaAH.:y=0 (ejeX) ; Ygrafica ~ Vasintota = x+1 — x41
Six—> + o, y -y > 0. Luego, la grafica estd “por encima” de la asintota en +oo

grafica asintota

Six—> — oo, Y griica ~ Vasntota < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en —co

-1 -
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gx)= §+ =+ o |y g(x)z%z— o = gtieneenx=-1laAV.:x=-1
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c) Halla el area del recinto limitado por las graficas de fy g.
Resolucién

0 1
1 _

El area que se pidees A = | (2 - x —
0
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2

Jdx = 2x — === 2Inin|x+ 1] +k =

4x — x'— 4lnin [x+1]
2

Comof(z—x— + k,una

x+1
primitiva

2
4x — x'— 4lnin [x+1
es p(x) = ————"= 1 Porla regla de Barrow,

A = p(1) - p(0) = 4.1—1—4;1nln|1+1| B 4.0—0—4;1nln|0+1| _ 3—41;1an E0'1137112

3.- Sea fla funcidn definida por f(x) = x e/ parax=-1,x# 0.
a) Calcula los limites laterales de f en x = 0.

Resolucién
lim f(x)= lim xe =0 " =0e"=00=0

x—=0 x—=0

7= im, f,;:f;':ffflndetermmaaon Veamos si se puede aplicar la regla

+

N L - o
de L'Hopital: lim_ l—L lim_ — = = lim e" =e’ =¢ =4 ®

¥
x-0" x-0" xz x—0

Se puede aplicar. Por tanto, llm f(x) =+

x—>0

b) Estudia y determina las asintotas de la grafica de f
Resolucién
Como 11m f(x) =+ oo, ftieneenx=01aAV.:x=0 (eje Y)

x—>0

1 1

. . x oo 0 ; .
lim f(x)= lim xe® =+ ow.e’™ =+ w.e =+ o0.1 =+ . Luego, no hay asintota horizontal en
X — +oo X — 400

00,

Veamos si tiene asintota oblicua en +o, AO: y = mx + n

[ _xe  _ o5 —e™ =1,
X X
- s S 0
[f(x) — mx] = (xe = x) x(e ¥ - 1) ei_ = -~ Indeterminacion

e’ —1 e —L 1 1 0
lim —— = lim —— = lim e’ =e™” =¢ =1
X — 4o (L) xoto0 X — 4o
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Se puede aplicar. Por tanto, n = 1. Luego, la asintota oblicua en +o es la recta de ecuacion AO: y = x + 1

Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota:

1 1

y -y =xex—(x+1):xe7—x—1

grafica asintota

Six—> +o00,y = —y > 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +o0
grafica asintota

4

4.- Calcula [
2 1+

dx (Sugerencia: se puede hacer el cambio de variablet = /e )

Resolucién

dx. Haciendo el cambio t = \/ex ; t2 =¢ 2tdt =e'dx .

Hallemos primero [ = [

e

Nos queda [ = [—2

dt. Expresamos la fraccion en forma mixta

t+1 ’ot4+1

Luego, [ = [2dt — 2[——dt = 2t — 2In|t + 1|+ k = 2"/e' — 2In

e+ 1)

\/e7+1‘+k

Una primitiva es p(x) = 2\e" — 2in

Por la regla de Barrow,

4

J H( x—p(4)—p(2)—[2f—zm

= [Zez— 21n(e2+ 1)]— [2e — 2Inln(e + 1) ] = 2¢’ — 2e + 2Inin S

|- [ -

e+1
e+1

o

=7,7136

5.- (prueba extraordinaria) Un alambre de 10 metros de longitud se divide en dos trozos. Con uno de
ellos se forma un tridngulo equilatero y con el otro un cuadrado. Halla la longitud de dichos trozos para
que la suma de las areas sea minima.

Resolucién
o X . 10 -x o
(10 - x)/4
x/3
XI3 (10 - x)/4 (10 - x)/4
3
X (10 - x)/4
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2
El area de un tridngulo equilatero de lado “a” es iﬁ y el 4rea de un cuadrado de lado “1” es 1%

Como el perimetro del triangulo equilatero es x, entonces a = Tx
2
X ﬁ 2
A(triangulo) = ( 32 = x3f
2 2
Como el perimetro del cuadrado es 10 - x, entonces | = — T = ; A(cuadrado) = ( 104_ - ) = (101; %)
Ny R . _ ., _ xzx/37 (10—x)2
Funcion a minimizar: f(x) = A(triangulo) + A(cuadrado) = ——,~— + e
sron . 2x43 210 —x)(=1) __ 8x+/3 —18(10—x) _ (8+3+18)x—180 __ _ 180
f)= T 16 o 144 o 144 =0ex= 8+/3 + 18
srpon _ _83+18 . per[___180 _ _8+3+18 _ 180 -
f(x)= i >0, f Ty i > (0.Parax = —Sx/37+18 , f(x) alcanza el minimo.
Por tanto, un trozo mide LES, 65m yelotro, 10 - 5,65 =4,35m
843 +18

6.- (prueba extraordinaria)

a) Determina la funcién f: R - R tal que f'(x) = (2x + 1)e™ y su grafica pasa por el origen de coordenadas.
Resolucién

f)=[f(x)dx =[x + l)e_x dx . Usamos el método de integracidn por partes:
=2t 12arav=cav—e"] = f(X)= fudv =uwv — [vdu = — ex(Zx + 1+ 2fe_xdx

f=—e @x+D+2(-e )tk=e(-2x—1-2D+k=e (-2x—-3)+k
Como f(x) pasa por (0, 0), entonces f(0)= 0 =>e0(— 2.0 -3)+k=0>-34+k=0-k=3

Luego, f(x) =e (- 2x — 3)+ 3

b) Calcula la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0.
Resolucién

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xp)) es

rtg: vy = (%) (X - Xo) + f(X,). En este caso, x, = 0. Como f'(x) = (2x + 1)e_x, entonces

f'(x0) =f(0)=(2.0 + 1)e0 = 1;1f(x,) =f(0) =0.Larectatangenteesrtg:y=1(x-0)+0 ; rtg:y=x

7.- (prueba extraordinaria) Sea f: (0, +o) — R la funcién definida por f(x) = MZ(X)
X
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de f (abscisas
donde se obtienen y valores que se alcanzan).
Resolucién
f es derivable en (0, +) por ser el resultado de operar con funciones derivables

—-5—
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2 xz — 2x.2Inln x

f(x)=— X = zx_ziflnl"x = 2(1_113111“) =021 —2lnlnx = 0=2ninx = %@x =e
R e1/2 e1/2 (61/2 o)

Hagamos una tabla de signos de {'(x): ' ) ,

f'(x) + 0 -
f es creciente en (0, 81/2) y decreciente en f(x) | creciente | maximo | decreciente (61/2, +00)

1/2
f tiene un maximo relativo en x = el/z, y=f el/2 — Znine = -1 Punto M el/z,L
(el/z)2 e e

b) Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

Resolucién

2Inin x 2(—00) —00

Como lim — = —— =——=(— ©).— = (— 00)(+ ) =— o, ftieneenx=0laAV.:x=
o0" x 0 0 0

0 (ejeY)

lim f(x)= Ilim zmlr;x = :O; Indeterm. Veamos si se puede aplicar la regla
X = 400 X =+ X
de L'Hopital: lim L@’CL = lim £ = lim — = 0. Se puede aplicar. Por tanto,

x> +oo (x) x - +00 2x x—>+o0o x

lim f(x)=0

X — +oo

y ftiene en +o la A.H.:y =0 (eje X) . Como y

Six—> + o« -
’ ygréfica yasintota

grafica

-y

asintota

2
X X

2

8.- (prueba extraordinaria) Sea g: R — R la funcién definida por g(x) = -x* + 6x - 5.
a) Halla la ecuacion de la recta normal a la grafica de g en el punto de abscisa x = 4.
Resolucién

La ecuacioén de la recta normal a la grafica de la funcién g en un punto A(x, g(x,)) es

2Inin x 2Inln x
= —_ 0 =

> 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oo

miy =<75{x - %)+ o(x) EN este caso, Xg =4 ; g'(x) = -2x + 6, g’(xo) =g (4)=—2.4+6=—2

g(xo): g(4)=—4"+ 6.4 — 5 = 3. Luego, rn: y :%(x — 4+ 33y =5+ 1

b) Esboza el recinto limitado por la grafica de g y la recta x - 2y + 2 = 0. Calcula el area de este recinto.

La grafica de g es una parabola de vértice X =

Resolucién

—6

2.(-1)

Los puntos de corte de la parabola con los ejes de coordenadas son:
eje X: 0=-=x*+6x-5=>x= 1, x=>5.Puntos (1,0) y (5,0)

eje Y: f(0) =-0%+ 6.0 - 5 = -5. Punto (0, -5)

Puntos de corte de la pardbola con la recta:

{y=—x2+6x—5x—2y+2=0—>y=

242
2

2 — — 3.y =
—2x +11x =12 = 0»x =5y =

X+ 2

Larecta es la grafica de f(x) = —;

x4+ 2

2

_ 7
= .Punto(

> -—x +6x—5=

2 )

—-6-—

3 7
——)x=4;y= > = 3.Punto(4, 3) .

x+2
2

442

=3,y =—3"+6.3 - 5 = 4 Vértice V(3,4)

1/2

o -2 +12x — 10 = x + 2
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I\

xr—2y+2=0

A P S
4 '
/ :
-4 -3 -2 — 0 3 6 -
2
-1
4 p 2 x+2 —2+12x—10-x-2
A= [ [gt) - f@)ldx = [ [— x4+ 6x -5 —Z—]dx =[] R

3/2 3/2 3/2

4
A= | %(— 2x° + 11x — 12)dx. Una primitiva de la funcidén integrando es
3/2

3 2 2 3 2 3
1 [ =2x 11x 1 —72x+33x —4x 33x_ —4x —72x
p(x) = T(T Tt T 12x) ~ 2 6 - 12
2 3
2 3 33( 2V — a(2) — 723
3 334 —44 —-724
Por la regla de Barrow, A = p(4) — p(T) = B — ( - ) 1(22 ) 2

-16 —47,25 _ 3125 _ 125 2
A= 12 12— 12 48 =2,6042 u

9.- Sea fla funcién definida por f(x) = lnlix

a) Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.
Resolucién

parax>0,x# 1

. : 0 . ] :
Como lim f(x) = lim ——— =—= = 0,fnotiene enx = 0 asintota vertical.
x-0" x-0"
. . 1 . . .
Como lim = lim L = —— =— o, lim = lim = = =+ oo, f tiene
— Inlnx _ Inln x 0 + Inln x + Inlnx 0+
x—1 x—1 x—1 x—1
enx=1laAV:x=1
. . 400 . .z . . FITA
lim f(x) = Ilim = Indeterminaciéon. Veamos si se puede aplicar la regla de L"Hopital:
X - 4+ X — 400 Ininx +oo
dim 8= lim o= lim x =+ «.Se puede aplicar.

Por tanto, lim f(x)=+ ooy fno tiene en +oo0 A.H.

X = 4o

Veamos si tiene asintota oblicua en +o0, AO: y = mx + n

S0 - amie 1 =9, Luego, no hay AO

x x
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[f(x) — mx] = f(x) =+ oo.Luego, f tiene una rama parabdlica en +oo

b) Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisax =e.
Resolucién

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xg)) es
— f - . — -1 —_
rtg:y = f'(x9) (x - xg) + f(Xo) y la de larectanormalesrn: y = Wx—oy(x xo) + f (xo)

En este caso, Xy, = e.

, , Inlne — 1 0 e
fm:%:%,entoncesf (xo) = f'(e) = e)z = = 0, f(xo) = f(e) = nine €

La ecuacion de la recta tangente serfartg:y =0(x-e) + e ; rtg:y =e.

. -1 -1
Laecuacion delarectanormalesrniy =——(x —e)+e; rmy —e=—(x —e); rmx=e

10.- Sea g: (0, +0) — R la funcion definida por g(x) = +1\f .Determina la primitiva de g cuya grafica
X X
pasa por el punto P(1, 0). Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable t = \/;
Resolucién
Las infinitas primitivas de gson G(x) = [ g(x) dx = [ L dx.
x+ \/;

Haciendo el cambio t = \/; ; t2 =x 2tdt = dx .

Nos queda G(x) = | ZZt dat = [ 2
t

+t t+1

dt = 2Inln|t + 1| + k=2Inln(x + 1) + k

Como G(x) pasa por P(1, 0), entonces G(1)= 0=>21Inin (\/T +1) +k=0=>k=—2Inln2

Luego, G(x) = 21Inin (\/; + 1) — 2Iniln2

11.- Sea fla funcién definida por f(x) = k 5 parax#ay x# %

(x—a)(2x —
a) Halla a y k sabiendo que la grafica de f pasa por el punto (0, 2) y que la recta x = 2 es una asintota de
dicha grafica.
Resolucién

Debe ser a = 2 porque si fuese distinto entonces lim f(x) seria finito y la recta x = 2 no seria asintota.
xXxX—a

k

Y S S _
(EDE 2=—- = 2.Dedonde, k=4

Por otra parte, como f pasa por (0, 2) entonces f(0) = 2=

Conclusién: debesera=2,k=4

b) Parak =4 y a =2, hallalos extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan) y sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Resolucién
4 _ 4
(x=2)(2x—1) 26" —5x+2

-8-—

Parak=4,a=2,f(x)=
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Parax # 2, x;tzL f es derivable por ser el resultado de operar con funciones derivables.

soon 026" —5x+2)—4(4x—5) _  20—16x 20 5
f)= = r=0ex ===

(2x2 —5x+ 2)2 (2x2 — 5x+2) 16

Hagamos una tabla de signos de {"(x):

(-»,1/2) [1/2 [ (1/2,5/4) | 5/4 (5/4,2) 12| (2,+x)
f'(x) + A + 0 - 4 -
f(x) | creciente creciente | maximo | decreciente decreciente
fes creciente en (-, 5/4) - {1/2} y decreciente en (5/4, +) - {2}
. . . _ _ (5 — 4 _ 4 _ =32 5 32
f tiene un maximo relativoenx=5/4, y = f(4) (%_2)(2%_1) = 5 .PuntoM(4, 5 )
f no tiene minimo relativo
/2
12.- Calcula [ x sen(2x) dx
0
Resolucién

Hallemos primero I = [ x sen(2x) dx. Usemos el método de integracién por partes:

—xcoscos (2x)

1
> +7fcoscos(

[u = xdx dv = sen(2x) dxv =_Tlcoscos(2x) ]I =fudv=u — [vdu =

| = —xcosczos (2x) + ; senéZx) + k= sen(2x) —42xcos(2x) + k.Una primitiva es p(x) — sen(2x) —42xcos(2x) .

Por la regla de Barrow,

2 sen(Z %) -2 %COS(Z %) sen(2.0) — 2.0coscos (2.0) —m(—1) s
{ x sen(2x) dx = p(m/2) — p(0) = 2 — . =— =

13.- Un rectangulo esta inscrito en un semicirculo de \/E cm de radio, de forma que uno de sus lados esta
contenido en el didmetro del semicirculo y el lado opuesto tiene sus vértices sobre la semicircunferencia.
Calcula las dimensiones del rectangulo sabiendo que es el de mayor perimetro posible.

Resolucién

V5, y

X

Usando el teorema de Pitagoras, X+ y2 = 5=y =15 — X
—-9-—
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Funcién a maximizar: perimetro = p(x) = 4x + 2y = 4x + 2|5 — X

2
1 - 20=4— % 2x 4x

Z\/S—xz 5—x 5—x2 5—x

p(x)=4+ 2.

Luego, 4x* =80 - 16x° = 20x* =80 = x* = 4. Dado que x es positivo, resulta que x = 2

—24/5 =% —(=2%). — L (~2%)

. Js— —2.(5—x) — (=2x). (= —10
P () = o B : :
S5-x BG-x)V5—x (5—x) 5—x

p’(2)= 10 =— 10 < 0. Parax =2 el perimetro del rectangulo es maximo.

(5-2")/5-2°

2 . . ,
En este caso,y =\/5 — 2 = 1. Por tanto, las dimensiones del rectdngulo son 4 cm x 1 cm

14.- Hallar f;;j’dx' Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable t = \/;
X
Resolucién
1+ 2 1+t9)2t 2t° 42t
I = f#dx; t = \/; ; 6t =x 2tdt = dx;queda I = f—(1—+2—dt = ft—i-—ldt'
3
Expresamos en forma mixta,% =260 -2t + 4 + ;41

1
t+1

3
Luego,lzf(2t2—2t+4)dt—4f dt =2 — " + 4t — 4lnjt + 1|+ k

Deshaciendo el cambio, I = 24963@ - x + 4\/; — 4ln(\/; +1) + k

15.- Considera la funcién f: R - R dada por f(x) = x® + ax” 4+ bx + c. Determina a, b y ¢ sabiendo que la
recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0 es y + x = -3 y que el punto de inflexion tiene
abscisax = 1.
Resolucién
f(x) =3x*+2ax+b ; f’(x)=6x+2a
La recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0 es rn: y = -x - 3, entonces la pendiente de la
recta tangente a la grafica de f dicho punto es % = 1.Luego, f'(0)=1= 3.0°+2a0+b=1;b=1

Al tener un punto de inflexionenx = 1, f”(1) = 0. Luego, 6.1 + 2a = 0=>a =— 3
Como la recta normal y la grafica coinciden en x = 0, entonces f(0) =0 - 3 = -3.

Luego, 0%+ a.0°4+b.0 + c=-3 = ¢ =-3. Conclusién: debe ser a = -3,b=1,c=-3

16.- Sea g: (0, +0) — Rla funcion definida por g(x) = | Inx |

a) Esboza el recinto limitado por la grafica de g y la recta y = 1. Calcula los puntos de corte entre ellas.
b) Calcula el area del recinto anterior.

Resolucién
Inlnx =0ex=1; 0<x<11x>1Inlnx — 0 + g =|lnlnx| —Inlnx 0 Inlnx .
Luego, g(x) = |Inlnx| = {— Inlnx,si0 < x < 1 Inlnx,six>1

-10-
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Puntos de corte de la grafica de g con los ejes de coordenadas:

ejeX: Inlnx|=0=>Inlnx = 0=x = 1.Punto (1,0) ; ejeY: g(0) =1n0, que A. Luego, no corta al
ejeY

Puntos de corte de la grafica de g con la recta:

{y =|lInlnx|y=1=|lnlnx|=1=2lnlnx =1lnlnx =—1 -x = ex=¢ =-+

A

=>x=¢y=1Pu

N\

\

L

Z. X
0 1 1 2 e 3
e
El area es
1 e 1 e
A=A +A=[[1-(Inlnx)ldx + [(1 =Inlnx)dx = [ (1 + Inlnx)dx + [(1 — Ininx)dx
1/e 1 1/e 1

Hallemos primero, [ In In x dx. Usamos el método de integracién por partes:

[u=lnlnxdedv=dxv=x]:flnlnxdx =fudv=w — [vdu=xlnx — [dx = xInlnx — x + k

11=f(1 + Inlnx)dx = [1dx + [Inlnxdx = x + xInlnx — x + k = xInlnx + k

Una primitiva es p(x) = x [n x. Por la regla de Barrow,

A =p@)—p() =1lnl-—In—=—

e

12=f(1 —Ininx)dx = [1dx — [Inlnxdx = x — (xInlnx — x) + k = 2x — xInlnx + k

Una primitiva es q(x) = 2x — x Inx.

Por la regla de Barrow, A2 =qle)— q(1)=(2e —elne)— (2.1 —1lnl)=¢e — 2
-1M1-
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Luego, A =A + A =——+ e — 21,086 u°

3
17.- Sea g la funcion definida por g(x) = ( o ; parax # n.
XxX—n
a) Halla m y n sabiendo que la recta y = 2x - 4 es una asintota de la grafica de g.
Resolucién
Como es una asintota, obviamente debe ser al asintota oblicua, AO.:y=ax+boa=2,b=-4
2
2=a= 909 _ _mx > =%= m. Es decir m = 2
x (x—n)

3 3 3 2 2
[g(x)_ax] =( 2x —Zx) 2x —2x +4nx —2n x =4n$m=2’n=_1

(c-n’ (-’

b) Determina si la grafica de g es simétrica respecto al origen.

Resolucién
3
Comom=2,n=-1,g(x) = ( le)z . Para que sea simétrica respecto al origen debe ser g(-x) = -g(x).
x +
R 2 . .
g(—x)= — = —+ — g(x) = — . Luego, g no es simétrica respecto al origen
(=x+1) (=x+1) (x+1)

18.- De la funcién f: R — R definida por f(x) = ax® + bx? + cx + d se sabe que alcanza un maximo relativo
1

enx = 1, que la grafica tiene un punto de inflexién en (0, 0) y que [ f(x)dx = % .Calculaa,b,cyd
0
Resolucién

f'(x) =3ax*+2bx+c ; f’(x)=6ax+2b
Al tener un punto de inflexién en x =0, f"(0) = 0. Luego, 6a.0 + 2b=0=b =0

Ademads, como la grafica pasa por (0, 0), f(0) =0 = 2.0+ b.0°+c04+d=0=d=0

Al tener un extremo relativo en x = 1, f'(1) = 0. Luego, 3a.1°+ 2b.1 + c=0=3a+ 2b + c = 0.

Y como b = 0, tenemos 3a + ¢ = 0 = ¢ = -3a. Queda f(x) = ax’ - 3ax.

4 2 4 2
Una primitiva de fes F(x) = ff(x) dx = a4x - 362” == 16%

Luego, por la regla de Barrow

1 ) 2 4 2
S = [f()dx = F(1) - F(0) = 2l=tal _ a0 —6a0 _ —Sa
0

4 - 4

4

Por tanto,a=-1,b=0,c=3,d=0 y lafuncion seria f(x) = x>+ 3x

19.- Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x> + ax* + bx + c. Se sabe que un punto de inflexién de la
grafica de f tiene abscisa x = 1 y que f tiene un minimo relativo en x = 2 de valor -9. Calculaa, b yc.
Resolucién

f'(x) =3x*+2ax+b ; f’(x)=6x+2a

Al tener un punto de inflexiéon enx =1, f(1) = 0. Luego, 6.1+ 2a=0=>a=-3

Como tiene un minimo relativo en x = 2, entonces, f'(2) =0 = 3.2°4+2a2+b=0 = 4a+b=-12.

-12 -
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Y como a = -3, entonces b = 0. Nos quedaria f(x) = x> - 3x* + ¢

Ademas, como la grafica pasa por (2,-9),f(2) =-9=22°-32*4+c=-9=>c=-5

Conclusién: debe sera=-3,b =0, c = -5 y quedaria la funcién f(x) = x> - 3x* -5

4 2
20.- Calcula [ ———adx.
g X —6x+5
Resolucién
2
Seal = fﬁdx. Factoricemos el denominador: x = 6§4 >x=1x=5;x*-6x+5=(x-1&
x —6x+

_5)

Haciendo la division obtenemos la forma mixta de la fraccion:
2 2

2l = X — 6x—5
¥ —6x+s  @-DGE-5 L+ oG5 - Luego,
I
1
= —_6x—-5 _ 6x — 5 -
I=[1dx+ [ G-D&E-5) dx = x + f—(x_l)(x_s) dx
Para calcular I; descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples: = _61‘);(5_ 5 = x‘_‘ll + xfs _

Multiplicando los dos miembros por (x — 1)(x — 5),tenemos 6x-5=A(x-5)+B(x-1)

parax = 1, sustituyendo, 1 =-4A= A = % ; parax = 5, sustituyendo, 25=4B= B = ZTrS

25
4

L= J(54+ ““)Mn:{}mhnx—1|+

P In In|x — 5]|.Luego, una primitiva de la funcion a

integrar es

4x + 25Inin |[x = 5] — In|x — 1|

-1 25
p(x)=x +——Inin|x — 1| +—=—Inin|x — 5| =

4
Por la regla de Barrow,
4 2
X 16 —Inin 3 8 + 25Inin 3 8—26lnin3
[——E—dx = p(4) - p(2) = Lo=d— — AEunS - SRS 51
9 X —6x+5
o . . + b .. ;.
21.- (prueba ordinaria) Sabiendo que lim —=>% *L es finito, calcula b y el valor del limite.
q 3 y
x—0 x
Resolucién
. . +b 0cos0+bsen0 0 .
Vamos a hallar el limite: lim ————"— = —= e ~z = -~ Indeterminacion
x—0 X

-13-
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Aplicamos L'Hopital:

lim (xcosx+bsenx) _ lim coscos x — x senx + bcoscosx __ coscos 0 —0sen0+ bcoscosO0 _ 1+b

x—0 (x3)' x—0 3% 3.0° 0

1+b
0

Por tanto, por la regla de L"Hopital, el limite que se pide es

Como queremos que el limite sea finito, debe ser 1 + b = 0 porque de lo contrario el limite
valdria +oo. Luego, 1 +b=0=>b=-1

s . . COSCOS X —x sen x — Coscos x . —senx 0 . e
Para b = -1, hallemos el limite, lim - == lim — = Indeterminacion
x=0 3x x=0 x
. . I A . —senx)’ . X -1
Veamos si se puede aplicar de nuevo la regla de L'Hopital: lim s )iy A= =
x—0 (3% x-0 3 3

Se puede aplicar. Por tanto, para b = -1 el limite del enunciado vale %

22.- (prueba ordinaria) Sean f: R - R y g: R — Rlas funciones definidas por f(x) = | x (x - 2) |
y g(x)=x+4.
a) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes. Calcula el punto de corte entre ambas graficas.
b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.
Resolucién
Expresemos f como funcion definida a trozos:
x(x—2D)=00x=0x=2 3x<000<x<22x>2x —2x +0 — 0 + fO = |x" — 2x|x" — 2

f(x) = |x(x — 2)| = {x2 — 2x,5ix<06x=>2 — X+ 2x,5i0 < x < 2 ; y=x-2x. Vértice

2 .
x = — = 1¢ al dominio
v 21

-2

2 7 -
oo = L y,==1 + 2.1 = 1Elvérticees V(1, 1)

y = -x* + 2x. Vértice x =

Los puntos de corte de f con los ejes de coordenadas son:

ejeX: x*-2x=0, x*+2x=0—-x=0, x=2.Puntos (0,0) y (2,0)
eje Y: f(0) = 0%- 2.0 = 0. Punto (0, 0)

Puntos de corte de fy g:
{y=|x2—2x|y=x+4 :>|x2—2x|=x+4:>x2—2x=x+4x2—2x=—x—4 =>x —3x— 4 =1

x=4y=4+4=8Punto(4 8)x=—1y=—1+4 =3 Punto(- 1, 3)x=£—fz‘15 2

—-14 -
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El drea que se pidees A = A1 + A2 + A3
0 0

Alzf [x+4—(x2—2x)]dx=f (—x2+3x+4)dx.
-1 -1

—x 3x° 24x +9x° — 2x°
Una primitiva de la funcién integrandoes p(x) = —— + S~ + 4x =——— ——
Por la regla de Barrow,
2 3 2 3
_ _ 24049.0°-20 24(—1)+9(-1)" —2(-1)" _ -13 13
Al—p(O)—p(—l)— 6 - 6 =0 - 6 - 6

2 2
A2=f[x+4—(—x2+2x)]dx=f(xz—x+4)dx.
0 0

¥ 2 22 — 3x° + 24x

Una primitiva de la funcion integrando es q(x) = ; — ’ZC + 4x = .
Por la regla de Barrow,
3 2 3 2
22 —32 +24.2 2.0 —3.0 +24.0 52 52
A, =q(2)— q(0)= A - 3 =———0=—"
. 2 p 2
A3=f [x+4—(x —Zx)]dxzf (—x + 3x + 4) dx.
2 2
—x’ 3x 24x + 9x” — 2x°
Una primitiva de la funcion integrandoes r(x) = ——+ —— + 4x = —————
2 3 2 3
_ _ _ _244+494"-24"  242+492°-22" _ 112 68 _ _44
Por la regla de Barrow, A3 =1r(4)—1(2)= . . = i
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Luego, el area que se pidees A = A1 + A2 + A3 = 163 + 562 + 464 = 129 =18,17 W

23.- (prueba ordinaria) Sea f: (-, 1) — R la funcién definida por

f(x) = {x + 2¢ ,six<0a\b — x,5i0 < x < 1
(a) Determina a y b sabiendo que f es derivable en todo su dominio.

Resolucién
Al ser derivable, en particular es derivable en x = 0. Para x # 0, f es continua y derivable
independientemente de los valores de a y b por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables.

Como debe ser continuaenx =0, f(x) = f(x) = 0 + 2¢° = a\b — 02 = a\/E

Six <0, f(x)=[x + 2e‘x]/= 1-2 " ; Six>0, f()=[ab—x ]/:%

Como debe ser derivable en x = 0:

F)=f(x) > 1-2e = ZV% = —-1= 2;% =a = 2+/b .Nosqueda{a+b =22+b = a .

Sustituyendo “a” en la 12 ecuacién, 2+/b. /b = 2=b = 1.Portanto,a = 2+/b = 2+/1 = 2
Conclusion: debe ser a =2, b = 1. En este caso, f'(0) = -1

(b) Halla la ecuacidn de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisax = 0.
Resolucién

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xg)) es
— — . —_ _1 —
rtg:y = f'(x9) (X - X¢) + f(X9) yladelarectanormalesrn:y = Wx—oy(x xo) + f(xo)

En este caso, xy =0; f’(xo)z ff0)=—1 ; f(xo)z f(0)=0 + 2. e’ =2

rtgry=-1x-0)+2=>rtgy=-x+2 m:y =:—1(x —0)+ 2=ty = x + 2

24.- (prueba ordinaria) Sea g: R - R definida por g(x) = In(x* + 1). Calcula la primitiva de g cuya grafica
pasa por el origen de coordenadas.
Resolucién

Sea una primitivade g, G(x) = [ g(x) dx = fln(xz + 1) dx .

Usamos el método de integracidn por partes:

[u=ln(x2+1) 2 dxdv=dxv=x]=>

x +1
2

G(x)=fudv=uv—fvdu=xln(x2+ 1)—2f *— dx

x2+1

2 2
[Z—dx = [2 L dx = [1dx — [——dx = x — arctgx
x +1 x +1 x +1
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G(x)= xln(x2 + 1)— 2x + 2arctgx + k
Como G(x) pasa por (0, 0), entonces G(0)=0=0 ln(O2 + 1) — 2.0 + 2arctg0 + k =0k =0

Luego, la primitiva que se busca es G(x) = x ln(x2 + 1) — 2x + 2arctg x

-17 -



