PAU — MATEMATICAS Il - GEOMETRIA — ANDALUCIA — MODELOS DE 2003 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

1.- (prueba extraordinaria) Se sabe que los puntos A(1,0,-1),B(3,2,1) y C(-7,1,5) son vértices
consecutivos de un paralelogramo ABCD.
(a) Calcula las coordenadas del punto D.

Resolucién

[/

Sea D(X, y, z) el cuarto vértice. Entonces, A_é = D_&' =(2,2,2)=(-7-%x1-y,5-2)

Luego,2=-7-x; x=-9 ; 2=1-y;y=-1 ; 2=5-z; z=3.Portanto, D(-9, -1, 3)

(b) Halla el area del paralelogramo
Resolucién

-

AD = (— 10, — 1, 4).Sabemos que A(paralelogramo) = |A_l§ x AD |

>
l

AB xAD =i j k222 =10 — 14]= (10, - 28, 18)

A(paralelogramo) = \[10> + (= 28)° + 18° = 1208 34,76 °

2.- (prueba extraordinaria) Los puntos A(1, 1, 0) y B(2, 2, 1) son vértices consecutivos de un rectangulo
ABCD. Ademas, se sabe que los vértices C y D estan contenidos en una recta que pasa por el origen de
coordenadas. Halla Cy D.

Resoluci6n

A B

Sir eslarecta que pasa por Cy D, un vector directorderes DC = AB = (1, 1, 1)

Y como r pasa por 0(0, 0, 0), entoncesr: {x = ky = kz = k . Luego, C(k k, k), D(k’, k’, k")

—

DC =(k -k, k—ki, k—k)=(1,1 1)=>k"'=k-1 y Ckkk), D(k-1,k-1,k-1)
Por otra parte, como A_i? 1 A_b

AB. AD = 0= (1,1,1).(k-2k-2,k-1)=0=k-2+k-2+k-1=3k-5=0=k = =

3’ 3’ 3 3’
3.- Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, 1, -1), es paralela al plano 3x -y + z =4y corta
alarectainterseccion delos planosx+z=4 y x-2y+z=1.
Resolucién
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A(3,1,-1) € m: 3x -y + z =4 porque no cumple su ecuacion,3.3-1-1=7 # 4.

rr{x+z=4x—-2y+z=1;six=0; z=4,; -2y+4=1y =%.Luego,P(O,%, 4)Er

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

- 5 5

definen: d = (1,0, Dx (1, — 2, 1)=|ij k1011 —21|=(2,0, -2)// (@10 —-1) vy
3
r{x=ky=—-z=4—-k

Como el vector directorder, d = (1, 0, — 1)yelvectornormaldem, n = (1, — 2, 1) son
ortogonales ya

qued.n =1-1=01y P(O, %, 4) €r, P &  porque no cumple su ecuaciéon deducimos query m

son paralelos.

Sea s la recta que buscamos y Q(k 4 — k) un punto genérico de r.

A Q"
/

e

—

Por sers // m, tenemos que AQ L n .Luego,AQ . n = 0= (k — 3,%, 5— k).(l, 2, —1)=0

Operando,k-3+1+k-5=0-2k-7 =0=>k =% y Q(%,%, %)

La recta que buscamos, s, pasa por A(3, 1, -1) y tiene vector director
e 1

d =40 = (5 + /113

Luego, unas ecuaciones paramétricasdessons:{x =3 + ky =1+ kz =— 1 + 3k

4.- Consideralarectar:{x + y —z =1y =2 yelplanom:x-2y+z=0.
(a) Calcula el haz de planos que contienen a la rectar.
Resolucién

Suecuacidnesm,:a(x+y-z-1)+b(y-2)=0=>m,,:ax+(a+b)y-az-a-2b=0,cona,b€R

(b) Halla el plano que contiene a la recta r y corta al plano 1 en una recta paralela al plano z = 0.
Resolucién

La recta paralela al plano z = 0 de vector normal n = (0, 0, 1) es

sifax + (a + b)y-az-a-2b = 0x -2y +2z=0

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la
definen:

- - 5 -5

d =(aa+b —ax(l, —2,1)=|ij kaa+b —al —21|=(b—a, — 2a, — 3a — b)

d . n=0s-3a-b=0=b=3zLuego, max-2ay-az+5a=0=>mx-2y-z+5=0
5.- Considera el punto P(-2,3,0)ylarectar:{x + y+z+ 2=02x -2y +z+ 1 =0
(a) Halla la ecuacidn del plano que pasa por P y contiene a larectar.

Resolucién
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Observamos que P(-2, 3, 0) € r porque no cumple sus ecuaciones:
{(-24+34+40+2=3#02(—2)—-234+0+1==9%0

3 r_-—'-'—

e
A P T

r{x+y+z+2=02x—-2y+z+1=0=>{2x+2y+2z+4=02x — 2y + z+ 1 =0 .Sumando,
4x+3z2+4+5=0.Siz=-3, 4x-4=0,x=1.

Sustituyendo, 1 +y -3+ 2 =0,y =0.Luego,A(1,0,-3) €Er

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que

- -5 >

definen a la recta r: Jr=(1, 1, )x(2 -2 1):|i j k1112 —21|=(3, 1, —4)

El plano 1 que nos piden pasa por P(-2, 3, 0) y tiene como vectores

directores d = (3, —1,4) y AP = (= 3,3,3) // (- 1, 1, 1).

Luego, un vector normal de 1 es r?ﬂ =0?T x AP = |_l)7 Z 31 — 4 — 111|= (5,1, 4
m5x+2)+1(y-3)+4(z-0)=0>m:5x+y+4z+7=0
(b) Determina el punto de r mas proximo a P.

Resolucién
Usando el (a) unas ecuaciones paramétricasdersonr:{x = 1 + 3ky = kz =— 3 — 4k

r

El punto que buscamos de r es de la forma R(1 + 3k, k, -3 - 4k) de forma que dr 1 PR

ComoP(-2,3,0),d . PR=(3,1, —4).(3 +3k k-3, —3—4k)=0

-9

Desarrollando, 9 + 9k + k-3 4+ 12+ 16k=26k+ 18=0=k =]

-9 -9 -9
R(1+3T’T_3’ —3—47)
Operando, el punto R que buscamos es R( _1134 ) _13 ) _1§ )

6.- Considera una recta r y un plano T cuyas ecuaciones son, respectivamente,
ri{ix=ty=tz=0 (teR) m{x=ay=az =03 (« BER)
(a) Estudia la posicién relativa de la recta r y el plano .
-3-
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Resolucién

A(0,0,0)€r y dr =(1, 1, 0)
Al ser 1:1 =(1,1,0) y = (0, 0, 1) vectores directores del plano m, un vector normal de T es

=w xw =|ijk110001]=(1, - 1,0)

N
u
2
>
n
1

—

Comodr. n=1-1=0,A(00,00)€r,ntsededucequercm

(b) Dados los puntos B(4, 4, 4) y C(0, 0, 0), halla un punto A en la recta r de manera que el triangulo
formado por los puntos A, By C sea rectdngulo en B.
Resolucién
A

C

A(t,t,0) €. Por ser el tridngulo rectdnguloen B, BA = (t — 4, t — 4, —4) y CB = (4, 4, 4)son
perpendiculares = BA . C_é =04t — 16 + 4t — 16 — 16 =8t —48=0; t=6y A(6,6,0)
7.- (prueba ordinaria) Sabiendo que lasrectasr:x=y=z y si{x =1+ py =3+ pz =— pu,se
cruzan, halla los puntos Ay B, de r y s respectivamente que estdn a minima distancia

Resoluci6n
Los puntos A y B que estdn a minima distancia son los puntos que estan en la interseccién de r y s con su

perpendicular comun.
B
s 8T

r\ :\

A

Ak K) yB(1+K,3+K,-k).Elvector AB = (1 + k' — k,3 + k' — k,— k' — k)

es ortogonal a dr y a ds y, por tanto, paralelo a

- o o

d xd=|ij k11111 —1|=(=2,20) // (-1,1,0)

-1 1 0
TTr % = 33 -5 — —%_r -Operando,

(K +k=014+k —k=—3—k +k =>{k +k=02 -2k =—4

Simplificando, {k" + k = 0 k" — k =— 2.Sumando, 2k’'=-2, k’=-1; restando, 2k=2, k=1.

Luego,A(1,1,1) y B(0,2,1)

8.- (prueba ordinaria) Determina el punto P de la recta r: x; L - Jlr L= % que equidista de los
planos
mpx+y+z+3=0 y mi{x=—3+Ay=—A+uz=-—6+u

Resolucién
El punto P de r que se busca es de la forma P(1 + 2k, -1 + k, 3k)

—4 -
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El plano m, pasa por A(-3,0,-6) y al ser 1:1 =(1, —1,0) y 1:2 = (0, 1, 1) vectores directores, un

- - - 5 -

vector normaldem,es n = u o x ou, =|i j k1 —10011|=(— 1, -1,1)// (4,1, =1

Entonces, my: 1(x+3) + 1(y-0)-1(z+6)=0 = my:x+y-z-3=0

|1+2k—1+k+3k+3] _  [142k—1+k—3k—3]|

NP +17 41 1P+ 17+ (-1’

Luego, 6k +3=3,k=0 y P(1+2.0,-1+0,3.0) 6 6k+3=-3,k=-1y P(1+2.(-1),-1-1,3.(-1))

dist (P, ;) = dist (P, m,) = = |6k + 3| =3.

Por tanto, hay dos soluciones: P{(1,-1,0) y P,(-1,-2,-3)

Hemos usado la formula de la distancia de un punto a un plano.

9.- Se sabe que el plano T corta a los semiejes positivos de coordenadas en los puntos A, B y C, siendo las
longitudes de los segmentos OA, OB y OC de 4 unidades, donde O es el origen de coordenadas.
(a) Halla la ecuacién del plano .

Resolucién

Punto de corte ‘Z
conelejez T

Punto de corte
con el eje y

=

Punto de corte y
conelejex T

X

Por ser los segmentos OA, OB y OC de 4 unidades, A(4, 0, 0), B(0, 4, 0) y C(0, 0, 4)

Al ser A_L)? =(—4,40) y A% = (— 4, 0, 4) vectores directores del plano 1 que se pide, un vector
normal

5
[

demesn =AB x AC =|i j k — 440 — 404|=(16,16,16) // (1,1, 1)

Y como 1 pasa por A(4,0,0),entoncesm: 1(x-4)+1(y-0)+1(z-0)=0 > m:x+y+z-4=0

(b) Calcula el area del triangulo ABC.
Resolucién

Atriangulo) = —| AB x AC |=5-161(1, 1, 1)| = 812 + 12+ 1% = 8.3 213,86

(c) Obtén un plano paralelo al plano 1 que diste 4 unidades del origen de coordenadas.
Resolucién
Por ser el plano a que se busca paralelo amseradelaformaoa:x+y+z+k=0

—-5—
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[0+0+0+Kk]|

P+t 41t

dist (0, a) =4 = = 4=|k| = 4+/3 .Luego, k = 4+/3 6 k =— 443

Haydosplanossolucién:alzx+y+z+4\/§=0 y a:x+y+z—4ﬁ=0

1

Hemos usado la férmula de la distancia de un punto a un plano.

10.- Halla la perpendicular cominalasrectas{x =1 + ay = az=—a y
{x=By=2+2z=0

Resolucién
Seanry slasrectas dadasy P(1 + k, k, -k) y Q(k’, 2 + 2k’, 0) puntos genéricos de r y s, respectivamente.

s A

T\
PD\
El vector PﬁQ =(k' —1—-k 2+ 2k —k, k)es ortogonalac?r y a (IS y, por tanto, paralelo a

c;xc?:|i

r N

- - , 2 -1 1
j k11 =1120|=@2 -1, 1) Al == = 555 =

Operando,{— k =2 + 2k’ — k2k=— k' + 1+ k =2{k"=—1k =1 — k’ .Portanto, k'=-1,k=2
y P(B, 2; _2) y Q(_ll 0; 0)

La recta t que se pide es la que pasa por Py Q, c?t =((2,-11)

Luego, unas ecuaciones paramétricasdetsont: {x =— 1 + 2ky =— kz =k
11.- Considerael planom:x-2y+1=0ylarecta{fx — 3y + z=0x -y +az+ 2 =0
(a) Halla el valor de a sabiendo que la recta esta contenida en el plano.

Resolucién

Un vector normaldemtes n = (1, — 2, 0)

ri{x—3y+z=0x—-—y+az+ 2 =0 .Haciendoz=0,{x — 3y =0x —y + 2 = 0 .Restando,
2y+2=0,y=-1;x=3(-1) =-3.

Luego, A(-3, -1, 0) € . Observamos que también A €  porque cumple su ecuacion.

Por otra parte, un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los

—-6-—
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planos que la definen:

- 5 -

d =1, -3 1)x(, -1La=|ijk1-311-1a|=(1-3a¢1-aq?2)

[

——

—

/”"/ T

—

Por tanto, r esta contenidaenm & d . n = 0.0perando,1-3a-2+2a=0, a=-1

(b) Calcula el angulo formado porelplanomylarecta{x =3y + z=0x -y + 2+ 2 =0

Resoluciéon
n =@ —-20);4d =|ij k1 —311 —11|=(— 2,0,2)//(— 1,0, 1); como
d . n =— 1#0, son secantes.
I
i | 2o

7

- o
d.n

sena = COS(900 — CX):T
[d [ [n]

a= (r ,AT[)= arsenl d.n |- arcsen——=18,435° = 18226’ 6"
NEINE

V2 A5

12.- Halla la ecuacion de una circunferencia que pase por el punto (-1, -8) y sea tangente a los ejes

coordenados.
Resolucién
2

Si el centro es C(a, b) y el radio es 1, la ecuacién serfa Ci: (x - a)* + (y - b)* =2
Las ecuaciones del eje X y del eje Ysonr:y =0, s: x = 0, respectivamente.
Por ser tangente a los dos ejes de coordenadas, dist(C, r) = dist(C,s) =r=|b|=|a|l=r=>b=a 6 b=-a
-Sib=1a,C(a, a), Ci: (x-a)*+ (y-a)? = a’. Y como tiene que pasar por (-1, -8), entonces

2 2_ 2 2 2 _ .2 2 —
(-1-a)*+(-8-a)"=a”" = a"+2a+1+a"+16a+64=a" = a"+18a+65=0

—18 +/324 — 4.1.65 -18+8
= ; a=—13, a= -5

21 2 '
-7-
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Obtenemos entonces dos circunferencias,
Ci:(x+13)%+ (y+13)°=169 y Cp: (x+5)°+ (y+5)*=25

-Sib=-3,(C(a, -a), Ci: (x- a)2 +(y+ a)2 =a’. Y como tiene que pasar por (-1, -8), entonces

(-1-a)’+ (-8+a)’=a” 2a’+2a+1+a°-16a+64=a’=a’-14a+65=0

1444196 —4.165 14 +/—64
- 2

(no tiene solucion)

2.1
Conclusion:
Hay 2 circunferencias. Una de centro C(-13, -13) y radio 13 y otra de centro C(-5, -5) y radio 5
6 AY
4
2

-32-30-28-26-24-22-20

2 4 6 8 10 12 14

13.- (prueba ordinaria) Consideralosvectores u = (1,1, 1), v = (2,2, a) y w = (2,0, 0)

(a) Halla los valores de a para que los vectores u , v y w sean linealmente independientes.
Resolucién

u, vy Wsonl.d.@detdet(z,v,w) =0]11122a200|=0&e2(@-2)=0 a=2

—

Luego, u, v y w sonlinealmente independientes & a # 2

N

(b) Determina los valores de a para que los vectores u + v y u — w sean ortogonales.
Resolucién
+ v =(3,3 a+1)y u —w =(-1,1, 1) sonortogonales &

u
(1:+v).(u—w)=0

-8-—
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Desarrollando,— 3 + 3+ a+ 1 =0, a =— 1.



