EXERCICE 1

1 0 0 1 0 O
A=]16 -5 6 H=|3 -3 3 I =10 1
Soient les matrices carrées 2 -2 3 I -1 1 00
2
1. (a) Montrer que 4

-1
=31 - 24 Ep déduire que A est inversible et détailler la matrice 4 .

(b) Montrer qu'il existe un réel a tel que AH = afl

(©) Montrer qu'il existe un réel b tel que A =1+bH

{ by=0
P i 1 = — 2.
On considére la suite Gnen définie par : our tout entier naturel 7, b, . 3by *
. : A" =1+bH
2. (a) Sans calculer ” , montrer par récurrence que pour tout entier naturel » e
1 1
A" 3 |={3p, +3
(b)  Endéduire by +3
1
3b, +3
n

b . . . . b +3 .
(©) Calculer 7 en fonction de n , puis exprimer la matrice colonne n en fonction de # .

. . . u v s
On considére maintenant les suites A et Cwhnen définies par :

Ug=vy = 3
Pour tout entier naturel n , u =6-5u_+6v etv =2-2u +3v .
n+l n n n+l n n

1
X =|u
n n
On note, pour tout entier naturel 7 , Vn
. X = AX
3. (a) Montrer que pour tout entier naturel n, =~ 7+1 n

. . X =A4"X
(b) En déduire que pour tout entier naturel n, 7 0,

u v .
(©) Calculer finalement 7 et " en fonctionde »n.



EXERCICE 2

On considére une constante réelle A4 strictement supérieure a 1.

1 i <t <
f(z):{rlnA St I<t<d
On note alors f la fonction définie sur R par : 0 sit<lout>4
1. (a) Justifier que pour tout réel ¢ , f = 0
(b) Calculer /) dans les trois cas suivants : ¢ <1 - 1<t<d , t>4

Quel est le sens de variation de f sur l'intervalle 1AL

1 14
(©) Dans cette question uniquement on suppose que 4 =2 . On donne 1n2 o
Tracer I' allure de la courbe de f dans un repére orthonormé d'unité Scm .

Fo = [" f@ode

On note F la fonction définie sur R par

2. (2) Calculer ©®) dans le cas on ¥ <1,
In x
Fix) =
(b) Montrer que si I<x< 4 @) In 4  Donner F4) .

(©) Montrer que pour tout réel >4, F@) =1

On dit qu'une variable aléatoire 7 suit la loi de Benford de paramétre 4 lorsque cette variable aléatoire 7
est une variable a densité, de densité f et de fonction de répartition F .

On suppose dans toute la suite que X suit une loi de Benford de paramétre 10 et on remplace donc
le réel A par 10 dans les expressions de f etde F'.

E(X) =
3. (a) Montrer que I'espérance de X vaut In10

(b) Soient a, b et c trois réels tels que :

1<a<b<10
1<ac <bc <10

Calculer en fonction de a et b les probabilités : Pla <X <b) et ¥ (ac < X < be) .

Montrer qu’elles sont égales. ( On dit que la loi de Benford est invariante par changement d’échelle ).

2
4.Onnote Y la variable aléatoire définie par ¥ = X~ .

(a) Soit y un réel strictement inférieur a 1. Justifier que PY <)) .

(b) Soit y un réel strictement supérieur & 100 | Justifier que PY <y =1
P(Y <64) = P(X <8 _3In2

(c) Montrer que ( ) ( ) In10

(d) Plus généralement , soit y un réel appartenant a [1:100] .
P(Y < y) = Y

Montrer que 2In10



(e) Déterminer une densité de Y et montrer que Y suit une loi de Benford de paramétre 100.



EXERCICE 3

Les parties B et C sont indépendantes

s . U . . U .
On consideére trois urnes : 'urne | contient deux boules rouges et trois boules bleues, I'urne 2 contient une
U
boule rouge et aucune boule bleue et I'urne 3 contient une boule bleue et aucune boule rouge.
On choisit d'abord une de ces trois urnes au hasard avec équiprobabilité. Une fois cette urne choisie, on effectue
dans cette urne et sans jamais en changer une série illimitée de tirages d'une boule, avec remise dans cette urne.

ilV

Pour i=1,2,3 onnote ! I'événement : " l'urne choisie pour les tirages est I'urne

P i 1 1 k Rk"’l k-iéme ti ¢ une boul "
our tout entier naturel non nu , On note € k-1eme tirage a amence une boule rouge .

Partie A
: s Uu,,Uu,,U . o
1. Justifier que les événements (1’2’73 ) forment un systéme complet d'événements.
P,(R,) P,R) B, R)
Soit ¥ € IN* Donner les probabilités conditionnelles Utk , Uy k , Uk .En déduire

2. Soit #n un entler naturel non nul.

B

y RN R, Nl NAR) = (%)n

(a) Justifier que !

P, (RNR, "l NR) P,(RNR, Nl NR)
(b)  Préciser les valeurs de vt 2 " et vr 2 "

PR, ARy Al A R)=1(2) 4

1
En déduire par formule des probabilités totales que 5 3.

R R .
3. Montrer que les événements ~ | et ~ 2 ne sont pas indépendants .
Partie B
k
1+ (2
2

(;)k -1
1. Montrer que pour tout entier k=2
2.Onnote Z la variable aléatoire egale au rang ou une boule bleue apparait pour la premiere fois,
et égale a 0 si aucune boule bleue n apparalt jamais.

PZ =1) =3
(a) Justifier que 15 .

P, R) =
R NR,NN mRk_l( k)

P R
(b) Soitunentier k¥ = 2 Montrer que PZ =k = PROR Ol AR ) TRkl mR’H( 2 :

P(Z=k)= l(i)k_1

En déduire grace aux questions précédentes que pour tout entier k=22 5°%5
+00
PZ =1+ Y P(Z =k)
(c) Calculer k=2 et en déduire £ =0)

Partie C
Dans cette partie on s'intéresse a la variable aléatoire X égale au nombre de tirages ayant amené une boule rouge
au cours des 200 premiers tirages.

1. (a) Donner X(Q).

PoX =) = (200](2)1((3)200—/(
> (X = k) = 2)4(3
(b)  Soit k£ un entier de 10,0,200} . Justifier que : k)RS s .

1
PX =k =%B,X =k
(c) Montrer que pour tout entier k tel que ! < & <199 374 .



B (200,2)
2. On approchera toute variable 7 de loi binomiale 5" par une variable N de loi normale

N(80,48) .

(9]

P(60< T<100) ~ P(— > < V=80 < 5
(a) Montrer que ( ) ( 12 48 12 ) .

(b)  Utiliser cette approximation pour montrer que P(60< X'<100) ~ 0,11 .

@%zmw,

( On donne : ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.)



