MINES-PONTS 99 - PSI - 2éme épreuve

Premiére partie

1) La propriété demandée est trivialement vérifiée pour n = 0 avec Py = 1. Si W(n)(x) = Pn(x)w(x)ofl P,
est un polynome de degré n, on obtient par dérivation
W(n+1)(x) = Pn'(x)w(x) — 2xPn(x)W(x) = Pn+1(x)w(x) ou Pn+1 est un polynome  vérifiant

de g(PnH) =1+ de g(Pn)ce qui prouve le résultat pour tout » par récurrence.
Les théorémes de croissance comparée des fonctions polyndmes et exponentielles prouvent alors que

lim £w® (x) = 0, donc que w est une fonction de 9.

x> +¥

2) a. Si fest dans §, /" est de classe ¢’ et lim xpf’(q)(x) = lim xpf(q+1)(x) = 0.

x> +¥ x> +¥

¥ . .
2)b.  Comme fest de classe C , Pf l'est aussi et c'est une fonction de § car

lim *"(P.HPx) = lim § c;xpp(”(x)f(q‘”(x) = 0.

x> +¥ X +¥ r=0
2) c. Comme f'et g sont de classe C¥, f.g l'est aussi et c'est une fonction de § car
P @y o e P @)
lim x(f.g) (x) = lim Y Cx f "(x)g (x) = 0.
x> +¥ x> ¥ r=0 1

2)d.  Une fonction continue sur /R vérifiant lim x f(x) = 0 est intégrable sur /R.
x—>1¥

2) e. Si fest dans S, 7 aussi et ?f est donc intégrable sur /R.

3)a. Il est immédiat que w, est de classe C, et comme la dérivation commute a la translation,

k
lim x’w @) = lim xpw(q)(x — k) = 0. Donc w, est dans § pour tout entier naturel k.
oy K X0 +¥
n
3)b.  Supposons Il'existence de scalaires a s tels que ) aw, = 0. En particulier,
k=0

n n _(j_k)z

> akwk(j) = 0jIN\[ \[0,n\] \]}{ clest a dire > ae = 0jI\[ \[0,n\] \]}}{ ou encore
k=0 k=0

z —i’ —2kj . -1 —n’
> ae e T = 0;I\[ \[ 0,n\] \] }} {. Ceci s'interpréte comme un systéme d'inconnues apae ,..,ae
k=0
dont le déterminant est un déterminant de Vandermonde associé aux scalaires deux a deux distincts 1,e2, ... e
Il en résulte que a, = OkI\[ \[0,n\] \] } {, donc que la famille(w est libre. Par suite, I'espace vectoriel
KIIN

S est de dimension infinie.

Ha  H) =1 H@()=2x  H) =4 -2 H,(x) = 8x — 12x.
4)b.  w satisfait 'équation différentielle y+2xy =0, d'ou w =— 2(xw™ + nw(n_l)) et
H =2xH — 2nH R).

n+1 n n—1
4) c. Supposons que le terme de plus haut degré de H, soit 2"x" (ce qui est vrai pour n = 0). Il résulte de (R)
que celui de H,,, est 2" x"*! d'ou le résultat par récurrence.
4) d. En dérivant ( | ), on obtient
w(n+1)(x) = (- 1)n+1Hn+1(x)w(x) = (- 1)n(H’n(x)w(x) - Zan(x)w(x)) d'ou

H =—H + 2xH (S).
n n

n+1



On en déduit H' = 2nH .
n n—1

5)a. Hn(x) = 2n(x - ocl)(x - 0(2)... (x — ocn).

D'aprés le théoréme de Rolle (puisqu'une fonction polyndme est dérivable), le polyndme H', s'annule au
moins une fois sur tout intervalle ]ak, a [,1<k<n-— 1 Comme H', ne peut avoir plus de n - 1 racines, il

1<k<n-1. Dou

k+1
existe une racine unique Bk dans chacun des intervalles Ja ,a

k k+1[’
H (x) = n2"(x = B)(x = B (x —B__).
En utilisant ( R ), Hn+1(ak) =— nZn(ak - 81)"' (ak - Bn—1)' Tous les facteurs de Hn+1(a1) étant
négatifs, Hn+1(a1) est du signe de (-1)" et plus généralement, celui de Hn+1(ak) est (-1)"**!. Le théoréme des
valeurs intermédiaires prouve alors (puisqu'une fonction polyndéme est continue) l'existence de n — 1 racines 9,

vérifiant o, < 9, < (xk+1k =12,..,n—1.

- n+1 B ~~ —~
Hn“(x) x—> — ¥(— 1) ¥ On peut donc trouver un réel a, tel que Hnﬂ(o&0 ) et H

(@)

soient de signe contraire, et le théoréme des valeurs intermédiaires sur [(xo , (xl] donne 1'existence d'une racine

n+1

supplémentaire g, <. De méme, HnH(x) x —>_)+ ¥ 4+ ¥, tandis que HnH(ocn) < 0; on prouve donc de
maniére analogue l'existence d'une racine g,>a. Au total, on a donc trouvé au moins » + 1 racines réelles pour
Hn+1 et comme le degré de ce polyndme est égal a n + 1, il ne peut en exister d'autres.

5)b.  Le résultat demandé est prouvé par récurrence: il est évidemment satisfait au rang 1 car H 1(x) = 2xet

I'hérédité de la propriété a été démontrée dans a. On a montré de plus que les # racines de H, sont intercalées
entre les n + 1 racines de H,.,.

Seconde partie

1)a. xaf (x)e_m est continue sur /R et de méme module que /. Comme f est intégrable sur /R, la fonction

F(f) est bien définie sur IR. Elle est de plus continue sur IR car (x, \)af (x)e_i}‘x est continue sur IR'IR et cette
fonction est de méme module que — donc majorée par — la fonction intégrable f{x). Enfin, elle est bornée et,

plus précisément, | F(HQ) | [ |f (x)|dxAl ital IR} {.
IR

1)b. La fonction (x,A)af (x)e_m admet une dérivée partielle par rapport a A qui s'écrit
(x,N)a — ixf (x)e_m. Comme xa — ixf(x) est, d'aprés I 2) b. une fonction de .5, cette dérivée partielle est
elle aussi majorée indépendamment de A par une fonction intégrable sur IR et F(f) est donc dérivable sur IR et
vérifie F{(f) ' = -i Flxfx)]. Plus généralement, xax’f(x) est, d'aprés I 2) b. une fonction de .S pour tout p; on
peut donc itérer le raisonnement et en déduire que F{(f) est de classe C" pour tout # donc de classe ¥ et vérifie

F " = iy Hafx)).

e Par intégration par parties,

Fryn = lim [ (e Vdx = lim [f(x)e_m]a_a + lim iAf e Ydx = ix FHO).

a— +¥ a— +¥ a—+¥

Comme, d'aprés I 1) a. toutes les dérivées d'une fonction de .§'y sont aussi, on peut itérer le raisonnement et en

déduire que Fr ) = 0* FHQ).
q dP
Dd. 9@ =L Fpe = - O vl = (- ' 0 f[ ~(x'f (x))];
dx
d'ou h=(- i)p+qdd—i,(xqf (x)) qui est bien une fonction de .§ d'aprés I 2) a. et b..

On sait déja que la transformée de Fourier d'une fonction de .§ est indéfiniment dérivable. Si on montre
qu'elle tend vers 0 en + ¥, on déduira de ce qui précéde que g tend vers 0 en + ¥ pour tout p et tout ¢ donc que
F(f) est dans §. Or, pour toute fonction f de , et pour A*0, F(f )(N)= %T(f "(A). Comme F(f ') est bornée

d'apres 1) a., le résultat cherché en résulte.



Enfin, la linéarité de l'intégrale implique la linéarité de F qui est donc bien un endomorphisme de .

(@

2
2) (jpqu) = pr(x)Hq(x)e_x dx = lim pr(x)w (x)dx. Intégrons p fois par parties (en dérivant
IR

a—+¥
successivement /, ). Les termes intégrés contiennent le produit d'un polyndéme par une dérivée de w et tendent

donc vers 0 lorsque a tend vers £ ¥. On obtient (jp |jq) = (- 1)p+q f 2pp! w P ()dx = {.
IR

3)a.  La fonction jo: xae_x22 vérifie I'équation différentielle y' + xy = 0(F).

joest indéfiniment dérivable et ses dérivées sont le produit d'un polyndéme et de jo' Comme la fonction
w de la premiére partie, j o ost donc une fonction de .5, et admet par conséquent une transformée de Fourier j* 0
qui est aussi dans § d'apres 1) d..

Appliquons I'endomorphisme F a la relation j'O(x) + xjo(x) = 0. En utilisant 1) b. et c., il vient

iy @A) = %j"O'O\) = 0. Donc j* estaussi solution de (F).

2 2
Orj (0) = letj* (0) = [ e dx = [ e ~[2dy =2p . 1l en résulte que j~ = \/gjo.
IR IR

n

3)b. Comme jn(x) = Hn(x)jo(x) =y Ckxkjo(x), on obtient, en appliquant F et en utilisant 1) b.,
k=0

n n 2
j"n(A) =Yy ckikj"o(k) =y ckikw/ijO(k) qui est bien le produit d'un polynome et de la fonction jo:xae_x ?
k=0 k=0
puisque c'est le cas de chacune des fonctions j Ao(k) (méme démonstration que pour la fonction w au I 1)).
3)ec. De la relation de récurrence ( R) prouvée en I 4) b., on déduit jn+1(x) = 2xjn(x) - 2njn_1(x).

D'autre part, en dérivant la relation de définition de jn et compte tenu de I 4) d., on obtient

- N X2 ) -x"2 . . :
j@) =H'e “—xj () =2nH (e —xj (x) =20 _ (%) —xj (%),
La combinaison de ces deux relations éliminant les termes xjn(x) donne jn+1(x) == 2 jn'(x) + ann_l(x).

3)ec. On a déja vu quej"0 = \/ﬁjo.
De Iégalité j, =— 2j ', on déduit j*, (A) =— 24" (A) == 2i2pAj () =— in/2pj (V).

De méme, j, =— 2j ' + 2j, donne j~ (A) =— 2" ) + 2j* (D) = 2./2p(1 - 2A2)j0(x) =—2pj, M.

Plus généralement, jn+1 =— Zjn' + 2njn_1 donne j"n+1(7\) =— 2i7\j"n(7\) + 2nj"n_1(7\), d'ou
QnH(?\) =— ZiAQn(l) + ZnQn_lO\). En  multipliant cette relation par ' , on obtient
in+1Qn+1(7\) = ZinAQnO\) - Znin_lQn_lO\) ce qui montre que les polyndémes i"Q, satisfont la relation de

récurrence ( R ). Or Qo = @HO et in = @Hl. Donc inQn = @Hﬂnf ital €}{ etj"n = ﬁ'nnf ital €}{

n
2

L'endomorphisme F admet donc au moins 4 valeurs propres qui sont & ~/2p et + ir/2p, chacune d'elles

étant associée a un sous-espace propre de dimension infinie. Ces sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux.
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