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INTRODUCTION 

Le problème de prédiction ou d’explication d’une variable Y à l’aide d’une variable X est 
souvent rencontré en pratique. La fonction qui fournit la meilleure prévision (en 
moyenne quadratique) de Y en fonction de X est l’espérance conditionnelle.  

f(x) = E [Y l X=x] 

Cette fonction est appelée fonction de régression et son estimation à partir de n copies 
indépendantes du couple (X,Y) est un problème fondamental en statistique. 

On considère le cas où X est un vecteur de Rd et Y R. Si l’on ne connaît pas de forme ∈
paramétrique spécifique pour la fonction f alors les méthodes d’estimation classiques 
(moindres carrés, maximum de vraisemblance, ..) ne peuvent être utilisés directement. 

On parle de problème d’estimation non-paramétrique. 

La statistique non-paramétrique s'intéresse à l'estimation, à partir d'un nombre �n 
d'observations, d'une fonction inconnue f ∈ Θ, où Θ est un espace fonctionnel assez 
large. Ces 30 dernières années, la théorie de l'estimation non-paramétrique s'est 
développée autour des thèmes suivants : 

1. Méthodes de constructions des estimateurs,  

2. Propriétés statistiques de ces estimateurs,  

3. Optimalité de ces estimateurs, 

4. Estimation adaptative.  

On se place dans le cadre d’un modèle de régression : 
Yi = ƒ (Xi ) + i, avec  i=1,...,n. ξ

Hypothèses :  
Les Xi sont déterministes, les variables i  sont i.i.d. centrées et de variance σ². ξ
Les Yi sont aléatoires, on supposera les variables i  indépendantes des Yi i.i.d. centrées et ξ
de variance σ². 
En l’absence de toute hypothèse sur la fonction de régression ƒ, nous sommes dans un 
cadre non paramétrique. Nous avons plusieurs types de méthodes d’apprentissage pour 
la fonction ƒ : l’estimation par des splines, les estimateurs à noyaux et les estimateurs par 
projection sur des bases orthonormées. 
Nous allons étudier la méthode de l’estimateur par projection : 

ESTIMATEUR PAR PROJECTION  

On joint les calculs manuscrits pour cette première partie :  
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SIMULATION  

On codera cette partie en Python.  

Dans un premier temps, on importe toutes les bibliothèques dont on aura besoin pour 

travailler en Python :  

from math import sin​

from math import cos​

from math import pi​

from random import random​

from random import gauss​

import matplotlib.pyplot as plt​

import numpy as np 

On se place désormais dans le cas unidimensionnel (d=1) et on choisit comme base 

orthonormée de L2([0,1]) la base trigonométrique et : ϕ1(𝑥) =  1

 ϕ𝑗(𝑥) =  2𝑐𝑜𝑠(2𝑘π𝑥) 𝑠𝑖 𝑘 = (𝑗 + 1)/2 ∈  𝑍 ,  2𝑠𝑖𝑛(2𝑘π𝑥) 𝑠𝑖 𝑘 = 𝑗/2 ∈  𝑍{ } 𝑗 = 1, 2,...

On veut vérifier que la méthode de sélection automatique du niveau de troncature donne 

des résultats satisfaisants. 

Pour cela, on pose n=100 et on génère n variables iid X1, …, Xn de loi uniforme sur [0,1] 

def vecteur_uniforme_0_1(n):​

    X =[]​

    for i in range (n):​

        x = random()​

        X.append(x)​

    return X 

On choisit f(x) = (x22(x-1) - (x - 0.5)3).sin(10.x), . On code la fonction f telle que :  σ = 0. 2
def f(x):​

    a = x**2​

    b = 2**(x-1)​

    c = (x-0.5)**3​

    y = (a*b-c)*sin(10*x)​

    return y 

On veut maintenant calculer le vecteur Y = (f(X1, …, f(Xn))t  où est un vecteur +  σ. ξ ξ
gaussien N(0, In.n).  
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def graphe_f(xmin, xmax, ymin, ymax, n):​

    x=np.linspace(xmin, xmax, n)​

    y=[]​

    for i in range (n):​

        y.append(f(x[i]))​

    plt.plot(x, y, label='y=f(x)')​

    plt.legend(loc='upper left')​

    plt.xlabel('x')​

    plt.ylabel('y')​

    plt.axis([xmin ,xmax, ymin, ymax])​

​

def vecteur_gaussien(m, sigma, n):​

    X=[]​

    for i in range (n):​

        X.append(gauss(m, sigma))​

    return X​

​

def vecteur_Y(X, m, sigma, n):​

    Y1 = []​

    for i in range (n):​

        Y1.append(f(X[i]))​

    Y2 = vecteur_gaussien(m, sigma, n)​

    Y=[]​

    for i in range (n):​

       Y.append(Y1[i]+Y2[i])​

    return Y 

On trace maintenant le nuage des points (Xi, Yi), i = 1, 2, …, n avec la courbe de f dans le 

même repère orthogonal :  

def graphe_X_Y_f(X, Y, xmin, xmax, ymin, ymax, n):​

    graphe_f(xmin, xmax, ymin, ymax, n)​

    plt.scatter(X, Y) 

 

On obtient le graphe ci-dessous :  
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Maintenant, on calcule l’estimateur f*n,N de f pour N = 5, 10, 15, 20, ... , 50 et on trace la 

courbe superposée de f et du nuage des points {(Xi, Yi)}. 

On détermine  visuellement la valeur de N qui correspond au meilleur estimateur. 

Pour N = 30, 35, 40, 45, 50 : 
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Pour N = 5, 10, 15, 25 :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pour N = 5, 20, 35, 50 : 
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En effectuant les simulations pour les N allant de 5 à 50, on obtient :  
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Pour les graphiques ci-dessus, on a utilisé le code :  

def phi(j, x):​
    r = 0​
    if j==0:​
        r = 1​
    else:​
        if j%2 == 1:​
            r = 2**(1/2)*cos((j+1)*pi*x)​
        else:​
            r = 2**(1/2)*sin(j*pi*x)​
    return r​
        ​
def coef_vj(j, X, Y, n):​
    vj = 0​
    for i in range (n):​
        vj += Y[i]*phi(j, X[i])​
    vj /= n​

17   



    return vj​
    ​
    ​
def graphe_f_tild(N, xmin, xmax, X, Y, n):​
    x=np.linspace(xmin, xmax, n)​
    y=[]​
    for i in range (n):​
        f_tild = 0​
        for j in range (N):​
            f_tild += coef_vj(j, X, Y, n)*phi(j, x[i])​
        y.append(f_tild)​
    plt.plot(x, y, label="N= "+ str(N))​
    plt.legend(loc='upper left')​
    plt.savefig("/Users/IsBismuth/Google 
Drive/projet_apprentissage/f_tild_Nrt="+str(N))​
​

Visuellement, le N qui correspond au meilleur estimateur est N = 10.  

On calcule maintenant l’estimateur 2 
N0 pour N0 = 50 : σ^

def matrice_phi(X, N, n):​

    Phi=np.zeros((n, N), dtype='f')​

    for i in range (n):​

        for j in range (N):​

            Phi[i][j] = phi(j, X[i])​

    return Phi​

    ​

def matrice_A(X, N, n):​

    Phi = matrice_phi(X, N, n)​

    Phi_t = Phi.T​

    A = np.dot(Phi_t, Phi)​

    A = np.linalg.inv(A)​

    A = np.dot (Phi, A)​

    A = np.dot (A, Phi_t)​

    return A​

​

def estimateur_sigma(X, Y, N0, n):​

    A = matrice_A(X, N0, n)​

    I = np.eye(n, n)​

    A = I - A​

    A = np.dot(A, Y)​

    x = np.linalg.norm(A, 2)​

    x /= (n-N0)​

    return x​
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    ​

def estimateur_N(X, Y, N0, n):​

    sigma=estimateur_sigma(X, Y, N0, n)​

    MyList=[]​

    MyList​

    for i in range (50):​

        A = matrice_A(X, i+1, n)​

        I = np.eye(n, n)​

        A = I - A​

        A = np.dot(A, Y)​

        x = np.linalg.norm(A, 2)​

        x -= (n-2*(i+1))*sigma​

        MyList.append(x)​

    r = MyList.index(min(MyList))​

    print( "l’estimateur de N est " + str((r+1)))​

    return r+1​

 

Si on simule 100 fois le code, on a une moyenne de 0.04 pour 2 
N0 . σ^

On trouve un ^N moyen autour de 10 ce qui correspond à la valeur trouvée visuellement.  

 

On trace la courbe de l’estimateur f*n,N superposée sur la courbe de f et on obtient :   

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
On peut voir que la courbe rouge - courbe de f*n,N - est plutôt  proche de la courbe noire - 
courbe de f. 
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Pour vérifier que la valeur de ^N est bien celle estimée, on réitère la simulation 100 fois 
et on obtient l’histogramme suivant avec le code :  
def save_vector(mylovelyfile, X, n):​
    myfile = open(mylovelyfile, "wb")​
    for i in range (n):​
        myfile.write(str(X[i]))​
        myfile.write("\r\n")​
    myfile.close()​
def repartition_estimateur_N(nb_simulation, dossier):​
    MyList=[]​
    ListAbs=[]​
    ListOrd=[]​
    for i in range (nb_simulation):​
        X = vecteur_uniforme_0_1(100)​
        save_vector(dossier + "X"+ str(i), X, 100)​
        Y = vecteur_Y(X, 0, 0.2, 100)​
        save_vector(dossier + "Y"+ str(i), Y, 100)​
        n_chapeau = estimateur_N(X, Y, 50, 100)​
        MyList.append(n_chapeau)​
        ListAbs.append(i+1)​
    for i in range (1,nb_simulation+1):​
        x = MyList.count(i)​
        ListOrd.append(x)​
    plt.bar(ListAbs, ListOrd, label = 'simulation 500')​
    plt.legend(loc='upper right')​
    return MyList 
 
                    N = 500                                                                     N = 100 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nous pouvons voir sur l’histogramme que le N optimal est approximativement 8. 

20   


	-​Projet 1 - 
	 Apprentissage Statistique 
	 
	INTRODUCTION 
	ESTIMATEUR PAR PROJECTION  
	SIMULATION  

