PUNTOS Y VECTORES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Sistema de referencia

Un sistema de referencia en el espacio es un conjunto formado por un punto de referencia O y la base
N e
B:{l,J,k} ﬂi:{o;(l,J,k)}

ortonormal canénica . Se representa asi:

[AVAVZN

OP =(x,y,

En un sistema de referencia, a cada punto P del espacio se le asigna el vector 2) , llamado vector

de posiciéon del punto P.

JAVAVA\

Se definen las coordenadas del punto P como las componentes del vector oP (se suele simplificar

AV}

escribiendo simplemente P

Es decir: “las componentes del vector de posicidn de P coinciden con las coordenadas del punto P”.
Se representa asi: P(x,y, z)

Z

1 e

-

X

Por ejemplo, el vector de posicion del punto P(3,-2,1) es OP=p =@3-21)

Vector determinado por dos puntos

Sean dos puntos del espacio A(a;, a, az) y B(by, by, bs)

AEB

OA
OB

O

KXW A XX KX DN IR
OA +AB=0B = AB=0B-0A=> ABZ(b-I —ay, bz—az, b3—a3)

Observa que:

Luego, para hallar AB restamos las coordenadas de B menos las de A

Por ejemplo, si A(5,-1,3)y B(-2, 4, 1) entonces AB=(-2-5, 4+1,1-3)=(-7,5-2)
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Si A(2,-1,3) y B(5,4,-4), entonces 4B =(3,5,-7)
SiC(3,0,5) y D(6,5,-2), entonces CD =(3,5,-7)

Por tanto, los vectores 4B y CD son equipolentes

Punto medio de un segmento y divisién de un segmento en partes proporcionales a numeros dados.

Sean dos puntos del espacio A(a;, a, az) y B(by, by, bs)

A

INAAN INANR NAINN NN INAINE INAINRKI NAIAN NN

AB =2 AM = OB —0A = 2(0M OA) 20M -2 OA = OA +0B =2 OM
Observa que

T OA +0B b b b
Por tanto, OM—u M(a1; 1 32; 2 a3; 3)

’ ’

Luego, las coordenadas del punto medio M son la semisuma de las coordenadas de Ay B

Por ejemplo, si A(5,-1,3)y B(-2, 4, 1) entonces el punto medio es

M(S—Z'—‘I +4'3+1j:>M(§'§'2]
2 2 2 22

Ol b .c')

Por un procedimiento similar se pueden obtener los puntos que dividen a un segmento
en 3,4, 5, ..., n partes iguales.
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Simétrico de un punto respecto de otro

[AVAVAVZ'Y [AVAVA"NY

El punto simétrico de un punto A respecto de un punto M es el punto A" que cumple AA" =2 AM

Veamos una forma sencilla de obtener el punto simétrico mencionado:

Sean A(aj, ay), M(my, m,)y A'(x,y)

X+a
my = L5 x=2m, —a
+a
— m, =212 y-2m,-a,
Como M es el punto medio del segmento AA”, 2

Puntos alineados

Tres o mas puntos del espacio estdn alineados si estan contenidos en la misma recta.

r

[AVAVI'AY JAVAVAIA VNAVEN [AVAY

A, By C estan alineados < AB Il AC «>AB =k Aéﬂ. dondek eR

Puntos Coplanarios

Cuatro o mas puntos del espacio son coplanarios si estan contenidos en el mismo plano.
B
A< C
D

AN AN WY ANAAN  WAMN INNAN
AB,AC y AD son Id. _ det(AB,AC,AD)=0

A, B, Cy D son coplanarios «»
Actividades
Representa los siguientes puntos del espacio:

P(523) 0(3,-2,5) R(1,40) 5(0,04) 7(0,6,3)
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Q.'-. ] T

L =]

Sk sk 3k sk ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok >k ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok sk

Calcula las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(2,5,-3) y B(-2,5,9)
skesk sk skosk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Siendo A(2,1,4) y B(5,6,2), halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen al segmento AB en
810 138
tres partes iguales. Solucion. P(3, 3 , 3 ), Q(4, 3 , 3 )

Sk >k ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk koke ok sk kk ok sk sk ok

Dado un tetraedro ABCD, comprueba vectorialmente que los puntos medios de las aristas AB, AC, BD y CD

estan en un mismo plano.
Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok

Averiguar si 5 puntos dados son o no coplanarios
Seskeskoskesk sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

Del paralelogramo ABCD se conocen los vértices A(—1, 0, 3), B(2,—1, 1) y C(3, 2,—3).

Calcula las coordenadas del vértice D.
Sk 3k ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Halla los puntos que dividen al segmento A(7,-5,1), B(-1, 0, 4) en tres partes iguales
Skskskokesk sk ko sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skskoke sk sk sk sk sk sk ksk sk

Dados los puntos A(1, 2, 3) y B(—1, 5, 7). Calcula las coordenadas de los puntos que dividen al segmento

Sol. P[; 3 f’j Q[_;, 4, IZJ
AB en tres partes iguales.

skokeskosk sk sk sk sk sk sksk skok sk skosk sk sk sk sksk sksk skok skok sk ok

Calcula el simétrico de A(2, 0, 1) respecto del punto P(4, 2, 3)

skokeskookskosk sk sk sk skosk sksk sksk sk skok sk sk sk sk sk

Calcula el simétrico del punto A(3, -9, 2) respecto del punto B(0, -1, 7)

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ke sk kok ok

Sol.: P(0, -1, 7
Calcula el simétrico del punto P(2, -5, 1) respecto del punto Q(1, -3, 4) o ( n )

Sk sk ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk ke sk kk sk
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;Cual es el trabajo que realiza una fuerza F=1(25,7) sobre un cuerpo que se desplaza desde un punto A
= (2,-1,5) hastaun punto B=(-3,2,7)? a)W=6] b) W=35] )W=19]
Skskskokesk sk skokesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk skosksk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk kok

Dados los puntos A = (6,3,2) y B = (1,5,-2), ;cudles son las coordenadas de los puntos M, N y P que

dividen el segmento AB en cuatro partes iguales?
Seskesk sk ok sk ke ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok

Determina a y b para que los puntos A(-1, 3, 2), B(2,-1,-1) y C(a - 2, 7, b) estén alineados.

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk k ok ok sk ko

Calcula los valores de “m” y “n” para que los puntos: P(7,—1,m) , Q(8’6’3) , R(l 0’"’9) estén alineados.

Skokeskoskskosk sk sk sk skok sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk skok skk sk ok

Halla m y n para que A(-1, 3, 2), B(2, -1, -1) y C(m - 2, 7, n) estén en la misma recta S0L: m=-2, n=>5

3k ok 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok 3k sk ok ok ok sk ok sk ok sk kk sk k-

Dados los puntos A(1, 2, 3), B(0, 1,-2),C(3,1,0) y D(m, -1, 4). Se pide:

a) ;Existe algin valor de m para el que los cuatro puntos estan sobre una linea? En caso afirmativo,
determina dicha recta; en caso negativo, di por qué no estan alineados.

b) ;Existe algun valor de m para el que los cuatro puntos estan sobre un plano? En caso afirmativo,
determina dicho plano; en caso negativo, di por qué no son coplanarios.

Sksksk sk sk sk sk ok sk sk ko sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Halla m para que los puntos A(0, 0, 1), B(0, 1, 2), C(-2, 1, 3) y D(m, m - 1, 2) sean coplanarios.

Skok sk skok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk

Calcula el valor de k para que los puntos A(1, 1, 1), B(—1, 2,0), C(2, 1, 2) y D(k, —2, 2) sean coplanarios
Sol.: k=5

Skskskokesk sk skokesk sk skoksk sk skosk sk sk skosk ke sk sk skske sk sk sksksk sk skok sk
Determina la relacion que debe existir entre a y b para que los puntos (1,0, 0); (a,b,0); (a,0,b) y (0, 3,

) . a2 2
b) sean coplanarios. S0k a’b+ab*=ab
skskoskokesk sk skokesk sk skskok sk skosk sk sk skoskoske sk sk skok sk sk skskok sk sksk sk sk sk kok

Dados los puntos A(0, 2,2),B(2,0,-1)y C(3,4,0):
a) Halla los vectores AB, BCy AC.

b) El perimetro del triangulo.

c) El &rea del tridngulo.

d) Los angulos internos del triangulo.

e) La proyeccion escalar de AB en BC.

f) La proyeccion vectorial de AB en BC.

g) Un vector paralelo al vector AC y de magnitud 7.
h) La altura del triangulo.

i) Halla los cosenos directores y los angulos directores del vector BC.
Skskoskokesk sk skokesk sk skok sk sk skosk sk sk skosksk sk skosk sk sk sksk sk sk sk kok

Dados los puntos A (-1, 5, 3) y B (6, -1, 4). Halla:

Los angulos directores del vector 48

UMY

El 4ngulo entre los vectores de posicién 4 y B
La distancia entre los puntos A y B.

(Forman los puntos A, By el origen un tridngulo rectangulo? Compruébalo
Skskok ok sk sk sk ok ok ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
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Sean A,B C tres puntos del espacio tridimensional que verifican CB = -3-CA
a) Calcular el valor de ken AC =k- AB
b) SiA(1, 2,-1) B(3,6,9) hallar Cen a)

Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ke ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok skok skok skoke sk sk sk ko

(A [A] [AY (A} (A}
;Cuanto vale la suma: AB + BC + CA 2 solucién. AA= 0,
skesk sk skosk sk sk sk ok sk sk ke sk sk skesk sk sk ke sk sk skosk sk sk skok

0 N A

SiendoF={k-u / U# 0 y k€[0,1]} y un punto fijo O del espacio. ;Qué figura forman los extremos de
A

los representantes de origen 0? Solucién. Segmento OX siendo OX= U .

skskoskokesk sk sk sk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskske sk sksk sk sk

Siendo F = { OX =0A 4t AB/ OA y AB linealmente independientes, tER}. ;Qué figura forman

los extremos de los vectores del conjunto F? Solucion. Recta AB.
Skeske sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ke sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

A [AY A A
;Cudl es el conjunto de puntos del espacio determinado por el conjunto F? F={X =a- U +b-V / U
A

(A}
V linealmente independientes y a,b&[0,1]} Solucidn. Los puntos del paralelogramo que determinan U
[AY
y Vv
Skskoskokesk sk skokesk sk skoskok sk sk skskesk sk skoskok sk skosk sk sk sk kok

Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del tridangulo cuyos vértices son: A(2,3,4),
B(2,5,0), C(6,-1,8).

skskskokesk sk skokesk sk skokesk sk skosksk sk skosksk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk kok

SiAL(2,1,0),B,(3,3,2), CL(6,2,4) son los puntos medios de los lados de un tridngulo, calcula las
coordenadas de los vértices del triangulo.

Skskskokesk sk skok sk sk skokeok sk skosksk sk skosksk sk sk skoke sk sk skoskok sk kok sk

Las coordenadas de dos vértices consecutivos del paralelogramo ABCD son A(1,0,0) y B(0,1,0). Las del
centro son M(0,0,1). Halla las coordenadas de los vértices C y D. Solucion. C(-1,0,2), D(0,-1,2).

skokeskokskosk sk sk sk skosk skosk skok skok skok sk sk sk sk sk

;Son equipolentes los vectores AB y CD ,siendo A(1,0,0), B(2,-1,0), C(0,0,1) y D(1,-1,1)? Solucidn. Si.
sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

[AY

El vector PQ es equipolente al vector MN ,siendo P(1,0,1), Q(5,7,3) y M(0,1,6). Halla las coordenadas
del punto N. Solucién. N(4,8,8).

Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sksk sk ok sk sk sk sk sk sk sk skk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk skk

Calcula la suma de los vectores AB y CD ,siendo A(1,1,1), B(0,2,1), C(-2,1,1) y D(4,7,1). Solucién.
(5,7,0).

stk sk sk sk ok ko ko ok
Sean A, By C tres puntos del espacio tridimensional que verifican la relacién
CB =-3CA
a) Calcular el valor que toma k en la expresion
AC =kAB

b) Si A(l,2,—1) y 3(3’6’9) , hallar las coordenadas del punto C que cumple la relacién de partida.
Skskskokesk sk skskesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk skosksk sk skosk sk sk sk skok sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk
2013-10 Considera los puntos A(1, 2,3) y B(—1, 0, 4).
Calcula las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en tres partes
iguales.
Sk sk sk sk ok sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
2010-9 Considera los puntos A(1,2,1) y B(—1,0, 3).
Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el segmento AB en tres partes iguales.
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Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sk skoke sk skok sk ok sk sk sk

2007-1 Halla los dos puntos que dividen al segmento de extremos A(1, 2, 1) y B(—1, 0, 3) en tres partes
iguales.

Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk skosksk sk skoskskesk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk

2006-4 Considera los puntos A(1, 0, —2) yB(—2, 3, 1).

Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en tres partes iguales.

Skskskokesk sk skoke sk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk sksksk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk

Halla los puntos que dividen al segmento A(7,-5,1), B(-1, 0, 4) en tres partes iguales

3k >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok 3k >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok sk >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ke sk sk >k

Dados los puntos A(1, 2, 3) y B(—1, 5, 7). Calcula las coordenadas de los puntos que dividen al segmento

Sol.: p(; 3, 133) Q{_;, 4, 137]
AB en tres partes iguales.

3k ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok sk sk sk >k

Halla m y n para que A(-1, 3, 2), B(2, -1, -1) y C(m - 2, 7, n) estén en la misma recta S0L: m=-2, n=>5
Sksksk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k-

2015-7 Seanlos puntos A(0,1,1), B(2,1,3), C(—1,2,0) y D(2,1,m).

Calcula m para que A, B, Cy D estén en el mismo plano.

Resolucién
ANAAR INAIARI ANAIK IAAARL - IANIA

AN
A, B, C y D estan en el mismo plano < AB, AC y AD sonld < det[AB, AC, AD] =0

2 0 2

KA UM KA

AB=(2,0,2) AC=(-1,1,-1) AD=(2,0,m-1); |[-1 1 -1|=2m-2-4=2m-6=0<[m=3]
2 0 m-1

B
A<. i
D

Skok koK sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skokeskosk skosk sk sk sk ks

2012-7 De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos: A(2, —1, 0), B(—=2, 1, 0)
y C(0, 1, 2). Calcula el vértice D.

Skok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skok skosk sk sk sk ks

Del paralelogramo ABCD se conocen los vértices A(—1, 0, 3), B(2,—1, 1) y C(3, 2,—3).

Calcula las coordenadas del vértice D.
3K sk ok sk ok ke sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ke sk Sk sk ok sk ok sk sk sk sk ke sk Sk sk ok sk ok sk sk sk sk ke sk ke sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk

2011-7 Considera los puntos A(—1, k, 3), B(k+1, 0, 2),C(1,2,0)yD(2,0, 1).

(Existe algtin valor de k para el que los vectores AB, BC y CD sean linealmente dependientes?
Skskskok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk k

Calcula el valor de k para que los puntos A(1, 1, 1), B(—1, 2,0), C(2, 1, 2) y D(k, —2, 2) sean coplanarios
Sol.: k=5

Skokeskook sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sksk sk sk sk sk sk ks
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