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INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera responder razonadamente a cinco
preguntas cualesquiera a elegir entre las diez que se proponen.

Cada ejercicio se valorara sobre 2 puntos, y si consta de dos apartados, cada apartado se valorara
sobre 1 punto.
DURACION: 90 minutos.

1. (2 puntos) Se consideran las matrices M, Py N dadaspor: M = (abc1),P =(—1 — 3),
N=(-12)
a) Determine los valores de los parametros a, b, ¢ € R para los que se verifica:
MN = 2N y (N'M)' + MP =N
Resolucién
MN = 2N=>(abcl1)(—12)=2(-12)>(—a+2b —c+2)=(—24) =
{—-a+2b=—2 —c+2=4>c=—2,M=(ab —21)

t

(NtM) + MP = N=[(— 12)(ab —21)]'+ (ab —21)(-1 —3)=(— 12) Operando,

(—a-4 —-b+2) +(~a-30 —1)=(-12)>(—a—4 —b+2)+(—a-3bh —1)=(-1

Igualando,{— 2a = 3b — 4 =—1->—-2a-3b =3 —-b+1=2-b=—1,
—2a—-3(—1)=3=2a=0

Observamos que para los avalores hallados se cumple también — a + 2b =— 2 pues0 + 2(— 1) =— 2
Conclusion: debesera=0,b=-1,c=-2yquedaM = (0 — 1 —21)

b) Paraa=0,b =-1y c= -2, compruebe que M?=M + 21, donde I denota la matriz identidad de

tamafio 2 X 2, y utilice dicha igualdad para calcular M™! y M3,
Resolucién
M=0 —1 —21);
M2=(0 -1-21)0 -1 -21)=2 -1 -23)=(0 -1 -21)+2(1001)=M + 2I

Observa M? = M + 2I. Trasponiendo términos, M* - M = 2] = %(M2 - MI) =1

Como %MM - %IM = [, sacando factor comun M, por la derecha, (%M — %I)M =1

Como M%M — M%I = [, sacando factor comun M, por la derecha, M(%M — %1) =]

Luego, por la definicion de inversa M= %M - %I = %(M -0 ; M’ = MM = M + 2D)M =

=M +2M=M+20+2M=3M +21 =30 —1 —21)+2(1001)=2 —1 — 23)
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2. (2 puntos)
1
a) Encuentre el valor del parametro real a tal que [ (\/; - a) dx = %
0
Resolucién

3/2 3
Una primitiva de f(x) = \/; —a=x"—-a es F(x)= ;C/Z —ax = ﬁx;@ Por la regla de

Barrow,

! \/?—Sal . 2\/?—3110 _ _2—3a
3

f(&—a)dxz%zF(l)—F(O)z 2 3 =——7 =2 =2 — 3a,dedondea=
0

0

b) Sea f(x) = {x2 — b, six < 03x + 2, si x>0 . Determine para qué valores del parametrob € R se
tiene que f(x) es
una funcién continua en su dominio. Estudie la derivabilidad de la funcién para esos valores del
parametro b.

Resolucién
Para x # 0, f es continua en su dominio, que es R, independientemente del valor de a por serlo las
funciones polindmicas.

fdebe ser continuaenx=0= f(x) = f(x) = f(0)= 0°— b =30+ 25bh =— 2

Conclusion: debe ser b =— 2 y queda f(x) = {x2 + 2, six < 03x + 2, six=0
Para x # 0, f es derivable por serlo las funciones polindmicas, siendo f"(x) = {2x, six < 03, six > 0

F)=2.0=0%f(x) =3 .
Conclusion: f NO es derivable en x = 0, f s6lo es derivable en R - {0}

3. (2 puntos) Sea f(x) una funcién real de variable real cuya derivada viene dada por la siguiente
expresion: f'(x) = — +a

X
a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcion f(x) pase por los puntos (1,3) y (2, %)

Escriba la expresidon de la funcidn f(x).
Resolucién

Observa que f(x) = [ f'(x) dx = f(_—21+ a) dx =% +ax + b

f(x)pasapor(1,3)=>f(1)=++ al+b=3=2a+b=2

f(x) pasapor(Z,%):f(2)=%+ aZz + b =%:>2a +b=3
Quedaelsistema{a + b = 2 2a + b = 3 .Resolviendo,a=1, b=1y f(x)=%+ x+1

b) Para a = 1, determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x), clasificando
sus extremos relativos, si procede.
Resolucién

2

Sabemos que f(x) = % +x+b; f(x)= % +1== _21 = 0©x = +1. Tabla de signos de {f'(x):
X

X

I [(—o,—-1] -1 [ (=10 o] (1 | 1 [Q, + o)
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f,(X) + 0 - A - 0 +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | A | decreciente | minimo | creciente

fes crecienteen (— o, — 1)U(1,+ o0) ydecrecienteen (— 1, 1) — {0}

Maximo relativo en x =— 1. Minimo relativoen x = 1.
2
4. (2 puntos) Se considera la siguiente funcién real de variable real: f(x) = xz—+z
°—

a) Determine las asintotas de esta funcidn.

Resolucién
2
f(x) = E_gz +: -3 - +o = ftiene una asintota vertical en x = -2 de ecuacion A.V.: x = -2
Ademas, f(x) = : =t o y f(x)= % ——
2
f(x) = % = -2 = 4o = ftiene una asintota vertical en x = 2 de ecuacién A.V.: x = 2
Ademass, f(x) = % =— o0 y fx)= §+ =+ o0
X+ 4 1
f(x) = 7, T 1 = f tiene asintota horizontal en 10, que eslarecta AH.:y =1
2
. _ X + 4 _ _ 8 Y] sz u . »” 7
Six »>too, Y grifica ~ Yasintota — —4 1= 7, > 0 = la grafica esta “por encima” de la asintota

b) Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la funcién en el punto de abscisa x = 1.
Resolucién

f)=—2%% y fa)= Zx(x2_42—(xz+4)2x —r
c (x _4) (x —4)

2

La ecuacioén de la recta tangente a la grafica de la funcién f en un punto A(x, f(xg)) es

2
rtg: y = f'(x9) (x - x¢) + f(Xp) . En este caso, xy = 1, f(xo) = f(1)= 12 +: = _35
- —16x+1

16 -5
flr)=rw=-—"="7 2rtg:y =—— - 1)+ =—=rtg:y =

(1*-4) 9

5. (2 puntos) De entre todos los nimeros reales no negativos y menores o iguales que 10 se buscan dos
numeros tales que el doble del primero menos el segundo no pase de 10 y que el triple del primero mas
el doble del segundo sea al menos 12. Ademas, se desea que su suma sea lo menor posible. ;Cuales son
estos numeros? ;Cudl es la suma minima obtenida?

Resolucién
Sean %, y los nimeros. Las restricciones son
{x<10 ; y<102x — y<103x + 2y=>12x>y + 30x=0, y=>0

I
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Funcidn a optimizar (minimizar), la suma f(x,y) = x +y.

Dibujamos los ejes de coordenadas y hacemos la escala adecuada

YD(O, 10) y=10 C(10,10)

7

5
4| E(0,6)
3
2 3x+2y =12

oS

0 1 2 3 A@4,04

Veamos en qué vértice, A(4, 0), B(5, 0), C(10, 10), D(0, 10) 6 E(O, 6) alcanza el valor minimo la suma
fxy)=x+y: f(A)=1(4,0)=4+0=4 {(B)=1£5,0)=5+0=5 f(C)=1£(10,10)=10+10=20

f(D)=f(0,10)=0+10=10  f(E)=f(0,6)=0+6=6

El valor minimo es 4. Los nimeros buscados son 4 y 0 y la suma minima es 4.

6. (2 puntos) En una tienda de musica se tienen 70 instrumentos distribuidos en tres tipos: guitarras,
pianos y violines. Se sabe que la cantidad de pianos mas la cantidad de violines es igual a la cantidad de
guitarras. Si tuviéramos el mismo ntimero de violines, pero el doble de pianos y cuatro veces el de
guitarras, el total de instrumentos en la tienda seria de 180. Plantee un sistema de ecuaciones y
determine el nimero de instrumentos de cada tipo en la tienda.

Resolucién
Sean x, y, z el n2 de guitarras, pianos y violines, respectivamente. Segtn el enunciado,

x+y+z2=70y+z=x4x+2y +2=180 >{y+z+y+2=704(y +2) + 2y + 2z =180 {2y + 22 =706y + 52 = 180 :2 {y + z = 355z = 35 — y 6y + 5z = 180
Resolvemos: 6y + 5(35 — y) =180 ; y+175=180, y=5 ; z=35-5=30; x=5+30=35
_4_
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Por tanto, hay 35 guitarras, 5 pianos y 10 violines.

7. (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a € R:
{2x+y+3z=23x+y+2z=08x+ay + 5z =2
a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 3.
Resolucién

Las matrices de coeficientes y ampliadasonA =(2133118a5) y A = (213231108a52)
detA=10+8+9a-24-2a-15=7a-21=0<a=3

-Sia# 3,rg A =3 =rgA* =n?de incognitas. Luego, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es
compatible determinado, tiene solucién tnica

~Sia=3,detA=0, A=(213311835).Como [2131]|=— 10, rgA =2

A =(213231108352) f2— f1 f3 —3f1 (213210 —2 —220 —4 —4) — f2f3 = 2f2

Como |21 — 10]|= 1+#0,rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incégnitas. Por el teorema de
Rouché-
Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. Resolvdmoslo:

La matriz del sistema es equivalentea (2132 — 10 2 2), que corresponde al sistema
{2x+y+3z2=2 —x+2z=2.

Despejando,x=2z-2 ; y=2-2x-32=2-2(2z-2)-3z=6-7z.
Llamando z = k, las infinitas soluciones son {x = 2k — 2y =6 — 7kz = k ,conk€R.

8. (2 puntos) La observacion meteoroldgica para los dias de otofio en Madrid establece que el dia esta
nublado en un 50% de las ocasiones y que la temperatura baja de los 10 grados un 7% de los dias.
Ademas, el 35% de los dias son nublados o la temperatura baja de los 10 grados. Escogiendo un dia de
otofio al azar, calcule la probabilidad de que:
a) Esté nublado y la temperatura baje de los 10 grados.
b) No esté nublado, sabiendo que la temperatura no baja de los 10 grados.

Resolucién
A = estar nublado B =la temperatura baja de los 10 grados. Segtn el enunciado

p(A) =05 p(B)=0,07 p(AUB)=035

a) Se pide p(A N B). Como p(A U B) =p(A) + p(B) - p(A N B), entonces despejando
p(ANB)=p(A)+p(B)-p(AUB)=0,5+0,07-0,35=0,22 =22%

s 4] - M - B s - 0

Hemos usado una de las leyes de Morgan: p(AC N Bc) = p(AUB)C

_5_
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9. (2 puntos) El porcentaje de aprobados en asignaturas de primer afio en la universidad espafiola se
puede aproximar por una variable aleatoria normal de media p y desviacion tipica 6 = 8 puntos
porcentuales.
a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 asignaturas de primer afio y se obtiene que el porcentaje
medio de aprobados en la muestra es de 65 puntos porcentuales. Determine un intervalo de confianza
al 99% para p.

Resolucién
X = porcentaje de aprobados —>N(u, 8) El intervalo de confianza a nivel de confianza del 95% para el

porcentaje medio, M, esI = (x — E,x+ E), siendo x = 65 la media de la muestra de tamafio n = 20

yE=2z .—— el maximo error de estimacién.

a/2" \fn

I+n 14099

— =2 = 0,995

z,,eselvalordelaN(0, 1) que cumplep(Z <z ) =

Comop(Z <z = 0,995 wusando la tabladela N(0,1) por interpolaciéon —>Za/2 =2,575.

a/Z) -
Sustituyendo,

2 ( ﬁ =4,61 ; I_= (65 — 4,61;65 + 4,61) = (60,3969, 61)

b) Suponga que p = 67 puntos porcentuales. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra
aleatoria simple de 10 asignaturas la media muestral, X, esté comprendida entre 65 y 69 puntos
porcentuales.

Resolucién
X = porcentaje de aprobados = N(|, 8). Sabemos, por el teorema central del limite que si X—=>N(, o)

= ).Enestecasou=67 ;n=10 y 0=8.
NG

y X= media de las muestras de tamafio n, entonces X—N (u,

Sustituyendo, X—>N(67 o )~N(67 2,53). Tipificando, Z = XZ 527 -N(0, 1)
Nos piden p(65 < X < 69) = p( 652;??7 < Xz_sg7 < 62;367 ): p(—=0,79<7Z2<0,79) =

= p(Z<0,79—[1— p(Z<0,79)]=2p(Z<0,79—1=2.0,7852 — 1 = 0,5704 = 57, 04%

10. (2 puntos) Segun los datos del INE, el 45,68% de las familias espafiolas tienen una renta mensual
de 1500 a 3000 euros y el 23,98% de las familias tienen una renta mensual superior a 3000 euros.
Entre las familias con menos de 1500 euros mensuales solo el 10% viaja por vacaciones, si el ingreso es
de 1500 a 3000 euros mensuales viajan el 40% y si el ingreso es mayor de 3000 euros mensuales viajan
el 85%. Eligiendo al azar una familia espafiola, calcule la probabilidad de que:
a) Viaje por vacaciones.
b) Sabiendo que viaja por vacaciones, su ingreso mensual sea mayor de 1500 euros.

Resolucién
A = tener renta mensual mayor de 3000 € B = tener renta mensual de 1500 € a 3000 €
C = tener renta mensual menor de 3000 € D = viajar por vacaciones.

Segun el enunciado, p(A) = 0,2398 p(B) =0,4368 p(C)=1-0,4568-0,2398 =0,3034
p(D/A)=0,1 p(D/B)=0,4y p(D/C)=0,85
a) Se pide p(D), que usando el teorema de probabilidad total, es

p(D) = p(A) p(D/A) + p(B) p(D/B) + p(C) p(D/C) = 0,2398 . 0,85 + 0,4368 . 0,4 + 0,3034 . 0,1
41,69%

IR
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=92,72%

AUBY _ _pl[(AUuBYND] _ _p(A) p(D/A)+p(B) p(D/A) . _0,2398 . 0,85 +0,4368. 0,4
) - p(D) p(D) = 0,4169

b) Se pide p( >



