PROBLEMAS AFINES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Plano que pasa por tres puntos, A, B v C, no alineados

c

Observa que n(A; A_)B, A%C)

\ctividad
contiene al triangulo: A(—1, 0, 3), B(2,—1,1) y C(3, 2,—3)

Contiene al tridngulo de vértices A(1, 4, 2),B(3,1,—-1) y C(-2, 3,5) Sol: 12x-3y+112-22=0

contiene a los puntos A(1, 0, 2), B(—1,3, 1) y C(2, 1, 2). SoL: —x+y+52-9=0

Halla la ecuacién del plano que contiene al tridngulo: A(—1, 0, 3), B(2,—1, 1) y C(3, 2,—-3).
Sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
2016-5 Considera un paralelogramo de vértices consecutivos A, B, Cy D siendo A(1,0,—1), B(3,2,1)
y C(—=7,1,5). Halla la ecuacién general del plano que contiene al paralelogramo.
Resoluci6n

A B

) C
JAVAVAVA] JAVAVAVAY

Plano que contiene al paralelogramo: n émA; DC DA)
K

DX X
Un vector normal de v es n; =DC x DA=(-10,28,-18) (5,-14,9)

Luego 7 :5(x—1)—-14(y—0)+9(z+1)=0= |7 :5x—14y+92+4=0
Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk Sk ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2014-11 Sean A(-3,4,0),B(3,6,3)yC(—1,2,1) los vértices de un triangulo.

Halla la ecuacién del plano 1 que contiene al tridngulo.

Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk ok ok ok 3k ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2013-9 Del paralelogramo ABCD se conocen los vértices A(—1, 0, 3), B(2,—1, 1) y C(3, 2,—3).
Halla la ecuacién del plano que contiene al paralelogramo.

Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk ok ok ok 3k ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2013-12 Considera los puntos A(1, 0, 2),B(—1,3,1),C(2,1,2)y D(1,0, 4).

Halla la ecuacién del plano que contiene a A, By C.

Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk Sk ok ok 3k ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2012-1 El punto M(1, —1, 0) es el centro de un paralelogramo y A(2, 1, —1) y B(0, —2, 3) son dos
vértices consecutivos del mismo.

Halla la ecuacién general del plano que contiene al paralelogramo.

Skesk sk skook 3k sk sk ok 3k sk sk ok 3k skoske sk sk sk ok sk sk sk sk sk skoske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk skeske sk sk skesk sk sk ke sk sk sksk sk sk sksk k-

2012-9 Seanlos puntos A(0,0,1),B(1,0,—-1) y C(0,1, —=2)

Halla la ecuacién del plano  determinado por los puntos A, By C.
Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok Sk Sk Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok Rk ok R ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
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2008-5 Los puntos A(-2, 3,1),B(2,-1,3) y C(0, 1, -2) son vértices consecutivos del paralelogramo

ABCD. Halla la ecuacion del plano que contiene a dicho paralelogramo.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok Sk Sk ok Sk Sk ok ok ok ok ok K ok Rk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2008-12 Considera los puntos B(-1, 1, 2),C(2,2,1) yD(3, 1, 0).

Calcula la ecuacion del plano 7T que contiene a los puntos B, Cy D.

Sk 3k ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2005-4 Se sabe que los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2), C(1, 2, 3) y D(7, 2, 1) estdn en un mismo plano.
(a) Halla m y calcula la ecuacidn de dicho plano.

(b) ;Estan los puntos B, C y D alineados?

Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk sksk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

2004-11 Seanlos puntos A(1,2,1),B(2,3,1),C(0,5,3)yD(—1,4,3).

Prueba que los cuatro puntos estan en el mismo plano. Halla la ecuacién de dicho plano.
Skskskokesk sk ks sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk sksk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk

Plano 1t que pasa por un punto P v es paralelo a otro plano 1t

- -
Tomamos un vector normal de m, n_ . Observa que Tr'(P; n )
T T

Actividades
2002-4 Sea T el plano de ecuaciéon 3x —y +2z-4 =10

Halla la ecuacién del plano T que es paraleloa T y pasa por el punto P(1, —2,2).
Sksksk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk ksk sk k

Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto (2, 3, —5) y es paralelo al planox +y — 4z =1
Sol.: x+y—-4z-25=0

Plano a que contiene a una recta r y es paralelo a otro plano 8

(0

P r

El plano (3 tiene como vectores directores u = dr y v = dr xn. Ademas, el plano 3 pasa por

—

cualquier punto A de r. De esta forma, B(A; u,v )

Actividades
r—>5 z—06
Halla un plano paraleloa m: 2x + y —z + 2 = 0 que contenga alarecta v
Sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok
x—5_y_z—6
2014-6 Considera el plano m de ecuacion 2x +y —z + 2 =0, y larecta r de ecuacion -2 -3
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z-2

Halla las ecuaciones paramétricas del plano paralelo a m que contiene ar.
Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk Sk ok ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk Sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk k
X-2 y+1
2 1

2009-8 Considerael plano T de ecuacidn 3x - 2y - 2z = 7 y la recta r definida por

. Determina la ecuacion del plano paraleloa ™ que contienear
Sk 3k ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
X=T+A
rqy=T+2x
z=1+3L

2004-9 Consideraelplano T :2x+y—z+ 7 =0ylarecta
¢Hay algin plano paralelo a T que contenga a la recta r? En caso afirmativo determina sus ecuaciones

7
Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skek sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk ok

lano T que contiene a dos rectas distintas coplanariasrvs

- Siry s son secantes tomamos como punto de paso de 1 cualquier punto P de r 6 de s y como vectores
- - )

d

directores el deryel des, dr y ds . De esta forma T[(P d , .

- Siry s son paralelas hallamos un punto Ader y otro B de s. Tomamos como punto de paso de 11 Ao6B
y como vectores directores el dery s dr = d y el vector AB De esta forma, T[(P d AB )

Actividades
Calcula la ecuacion del plano que contiene a las rectas
- r4+y—z = 6 qi.z'—l_y+1_z
| 4z = 3 R 6 2
3k 3k ok Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ke Sk Sk sk Sk Sk sk ok sk sk sk sk ke ok ok ok
{x—az:Z x-1_y+l
r= §E——=—-=7
Dadas las rectas yoz==3y 2 P , se pide :
1
Sol: o=, Bp=-2
Sol:: o= p

a) Calcula a y B para que sean ortogonales y coplanarias
b) Para a = 1/2 y B = —2, halla la ecuacién del plano que contienea r ya s, 5oL 2x+y—2z-1=0
x—1 y+1 z-5
6

-3) y s 2 -l

,—1,5)+k(1,1,

Halla la ecuacién del plano que contiene a las rectas r: (1

Sol.: —x+4y+z=0
Skskoskokesk sk skosk sk sk skoskok sk sk ks sk sk sksksk sk sksk sk sk sk kok
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[2x=y=m [x+y=2

r=- R § =
Seanry s las rectas dadas por: 1_3 +2y =3 lx +2z=3

a) Halla el valor de m para que ambas rectas se corten. Sol.: m=1

b) Param = 1, calcula la ecuacién del plano que contienearys. Sok: 10x+7y+6z-23=0
skesk sk skosk sk sk sk ok >k sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk skesk sk sk sk sk sk sk sk sk k-

Calcula la ecuacion del plano que contiene a las rectas
. r+y—z = 6 . r—1 y+1
I = 3 ' -1 6

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok 3k ok ok ok 5k ok ok ok ok 3k >k ok ok ok sk >k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok sk sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk ko sk k

b |

X+y-z2=6 X —1

_y+‘I
6

r E{ E
2012-8 Seanry s lasrectas dadas por X+2=3 y al 2

(a) Determina el punto de intersecciéon de ambas rectas.

(b) Calcula la ecuaciéon general del plano que las contiene.
Sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X—2y =-1
. . o y+z=1
2010-1 Consideralasrectasrysdeecuacionesx—1=y=1—z y

Sk sk 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok sk Sk ok ok 3k ok ok >k 3k ok Sk >k ok sk sk sk ok sk Sk sk ok ok sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk k

(a) Determina su punto de corte.

(b) Determina la ecuacion del plano que contieneary s.
Skeske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2009-1 Considera el punto P(1, 0, 0), la recta r definida por
y larecta s definida por (x,y,z) = (1,1, 0)+ A (-1,2,0)

Halla la ecuacién del plano B que contienearys
Skskskskesk sk ks sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk skskske sk sksk sk sk sk ksk sk sk

x-2 y-k z x+2 y-1 z-3

2007-5 Sear larecta definida por 3 4 5 y s la recta definida por —1 2 3

(a) Halla k sabiendo que las rectas r y s se cortan en un punto.

(b) Determina la ecuacion del plano que contiene a las rectasry s.
Sk 3k ok Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok Sk ke ok Sk Sk ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X=1+t
rqy=-1-t _{x—y+z:3
2005-10 Se sabe que las rectas z=b+1 bx+22=2 estan contenidas en un mismo plano.

(a) Calcula b.

(b) Halla la ecuacion del plano que contiene a las rectasry s.
Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk sk ok Sk ske sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

x=1+2\
r: y:]—}\, ) X+2y =-1
“.n w_n» Z:1 . V4 :_1

2016-4 Considera las rectas “r’ y “s” dadas por:
Comprueba que ambas rectas son coplanarias y halla la ecuacion del plano que las contiene.
Resolucién
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d. A

=(2,-1,0). A(LLDer

"W W

wm |1 S F

dS =1 2 0|=2,-10); Paray=0,x=-1,z=-1.= B(-1L0,-1)es.
00 1

Comod, =d, vy A¢s (no cumple sus ecuaciones) = r=s=rll s.

Por tanfo, r y s estan en el mismo plano (son coplanarias)

A

Plano que las contiene: = (A; d, , AB) AB=(-2,-1,-2)
b i
i g ok

S O
Un vector normal denm es ny =d, x AB=| 2 -1 0|=(2,4,—4H (1,2,-2)

-2 -1 =2

Luego 7 : I(x—D+2(yv—-1)-2(z-1)=0=|n :x+2y-2z—-1=0

Sk sk 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Sk ok sk >k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok sk sk sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk k-
{x+y—z—3:0 {ax+6y+6:0

2005-5 Se sabe que las rectas X+2y-2=0 Xx-2z+2=0

Halla la ecuacién del plano que contiene a las rectasry s.
Skskskokesk sk skokesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk sksksk sk skoskske sk sk ks sk sk skosksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk

son paralelas.

Plano 1t que contiene a una rectar y es perpendicular a otra recta s

Para que el problema tenga solucion, r y s deben ser perpendiculares.

En tal caso, un vector normal de Tt es n_ = ds . Ademas, el plano 1 pasa por cualquier punto A de r.

De esta forma, n(A; nn)
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Actividades
x+z=1 Ax+y+z-1=0
r= S =
2x+y+z=0 X+y+z+2=0

Halla un plano que contenga a y sea perpendicular a
Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok R ok ok Rk ok ok ok k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

x-y+3=0
X+y-z-1=0

2y+1=0

2009-2 Considera la recta r definida por { y la recta s definida por {X —2z+3=0

¢Existe algin plano que contenga a r y sea perpendicular a s? Razona la respuesta.
Skskskokesk sk skokesk sk skosk ok sk sk sk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk skskesk sk sksksk sk skoskske sk sk ks sk sk sksksk sk skosk sk sk sk kosk sk sk

x+z=1 Ax+y+z-1=0

2x+y+z=0 xX+y+z+2=0

Halla un plano que contenga a y sea perpendicular a
Sk ok 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok ok ok ok ok 3k 3k ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok k sk ok sk sk sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk k ok sk k-

Plano m que contiene a una recta r vy es paralelo a otra recta s

- - - -
El plano m tiene como vectores directores u = dr y v = ds.

- -

Ademas, el plano 1 pasa por cualquier punto A de r. De esta forma, n(A; u,v )

Actividades
x_3_Z:g_f:1

Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta 2 3 yesparalelo alarecta
x—y—z+2=0

y—2z=1
SOLUCION

x_3=X:E=f:l .
r= 2 3 ;P@(3,2,D)ErL "=(1,2,3)

{x—y—z+2=0 U—l -1 ‘1 -1 ‘1 —1D_
1 oy-2e- S=en-pAE L= A0 AT

rys

El plano pedido pasa por P y tiene como vectores directores
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x=3 y=-2 z-1
1 2 3 (=0
m=l 22 T e (03)() - (5-2)(8) + (1) (4) = 0 & x-2y +7=0

Sk skok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok sk ok ok sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok

Xl _y-l_z
Halla la ecuacidn del plano que contiene a la recta de ecuaciones 2 2 I yesparaleloala
recta que pasa por los puntos (2,0,0) y (0, 1, 0)
Skskskokesk sk skok sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skske sk sk sksk sk sk skskske sk sksk sk sk sk
{x—2y+11=0
V=

Halla la ecuacién del plano que es paralelo a la recta 2y+z-19=0

x=1-54

s:ey==2+4+34
z=2427 Sol.: 8x+6y+11z—-18=0

y contiene a la recta
Skeskeskoske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk %k

Sear la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(1, —1, 0), y sea s la recta que pasa por los puntos
C(0,1,1) y D(1, 0, —1). Calcula la ecuacién del plano 1 que contiene asy es paraleloar. S0l 2x+z-1=0
Sk sk sk sk sk ok sk ok Sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk ok ok ok

x+y=1

=
Considera los puntos A(1, 0, —1) ; B(2,1, 0) ylarecta {x+ z=2

a) Determina la ecuacion del plano que es paralelo ar y pasa por Ay B. Sol:: —x+2+2=0

b) Determina si la recta que pasa por los puntos P(1, 2, 1) y Q(3, 4, 3) esta contenida en dicho plano.
Sol.: No

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ke sk sk k

x=1 x—1 y+l
Halla la ecuacién del pl ' {Zy —z=-2 ERE ’
plano que contiene a y es paralelo a
Sol.: 5x—6y+3z—-11=0
Skskskskesk sk sk ok sk sk sk ok sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk ks sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk k
x—3=X:£=Z_1
Calcular la ecuacién del plano que contiene a la recta 2 3 yesparaleloalarecta
x—-y—z+2=0
{ y—2z=1
Skesk sk skok 3k sk sk ok 3k sk sk ok 3k sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk skeske sk sk sk sk sk sk ke sk sk skeske sk sk sk sk >k
x=1+2t
y=t
z=1

2014-3 Considera los puntos A(1, 1, 2) y B(1,—1,—2) y la recta r dada por
Halla la ecuacién general del plano que contiene a r y es paralelo a la recta que pasa por

Ay por B.
Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk Sk ok ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk Sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X+2 _ oz {x—y—B:O
2014-8 Searlarectadadapor 2 —3 yseaslarecta dada por 3y-z+6=0

Halla la ecuacién general del plano que contiene ary es paralelo a s.
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Skskskokesk sk skoke sk sk ks sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk sksk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk
X+y=1

2011-2 Considera los puntos A(1, 0, —1) y B(2, 1, 0), y la recta r dada por {X tz=2

(a) Determina la ecuacidn del plano que es paralelo a r y pasa por Ay B.
(b) Determina si la recta que pasa por los puntos P(1, 2, 1) y Q(3, 4, 1) esta contenida en dicho plano.

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok sk koke ok ok sk ok sk ok sk ke ok ok sk kok sk ok

- x=1
X1yl g {2 ',
2011-11 Dadalarectar definida por 3 2 y la recta s definida por y-z=
Halla la ecuacién del plano que contiene a sy es paraleloar.
Sk sk sk sk ok sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
x+2 _ 1 z-1
2010-5 Considera los puntos A(1, 0, 2), B(—1, 2, 4) y la recta r definida por 2 3
Halla la ecuacién del plano paralelo a r y que contiene los puntos Ay B.
Sk sk sk Sk ok ok sk ok Sk ok Sk ke sk Sk sk Sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok Sk ok ok ok R ok Kk ok Rk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
{x -2y+11=0
2010-7 Halla la ecuacion del plano que es paralelo a la recta r de ecuaciones 2y+z-19=0
X=1-5\
y=-2+3L
z2=2+2\

y contiene a la recta s definida por
Sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

x-y+3=0 2y+1=0

X+y-z-1=0 X—2z+3=0

2009-2 Considera la recta r definida por { y larecta s definida por {

Determina la ecuacién del plano que contiene ary es paraleloas
Skskskokesk sk skskesk sk skoskok sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosksk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

X=4+3\
{y :-—1 y =:3—-X
2009-4 Considera la recta r definida por 2x-z=2 y la recta s definida por Z=5+4)

Halla la ecuacién del plano que contiene ar y es paralelo a s
Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk Sk sk ok ok ok ok >k ok ok sk sk ok sk sk sk ok ok Sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2009-11 Sealarectardefinidaporx-y=-2x-z=-3 ylarectas definidaporx=12y-z=-2

Halla la ecuacién del plano que contiene a sy es paraleloa s
Sk sk 3k sk ok ok >k ok ok ok sk ok sk Sk sk ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X—2z2=-1

2008-1 Sealarectas dada por {Zy +2=3

Halla la ecuacién del plano m; que es paralelo a la recta s y contiene a la recta r, dada por
x-1=-y+2=2z2-3

Sksksksk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
x=0
3y+z=3

2Xx—-z2=3

2008-7 Considera la recta r definida por { y la recta s definida por {y -
(a) Estudia la posicién relativadery s.

(b) Halla la ecuacién general de un plano que contiene a sy es paraleloar.
Skskskokesk sk skskesk sk skosksk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk sksksk sk skoskske sk sk skosk sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk
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2007-4 Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos (0, 1,5) y (3, 4, 3) y es paralelo a la recta
{x -y+z=0

definida por las ecuaciones 2x+y =3

Skskskoke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

3X-2y+z=2

X-5 y+2
- —X+2y-3z2=2

Z {
2006-7 Searlarectade ecuacién 2 . 4 y s larecta dada por

(a) Determina la posicidn relativa de ambas rectas.

(b) Halla la ecuacidn del plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.
Skskskokesk sk skokesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk ke sk sk skosk sk sk skskesk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skosksk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

X+y+z=1

2006-8 Consideralarectar de ecuaciones {X —2y+3z=0

Determina la ecuacidén del plano que contiene a la recta r y no corta al eje OZ.
Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk sk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2002-2 Considera los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(1,1,0) y D(1, 0, 0).

Halla la ecuacién del plano que contiene a los puntos A y B y no corta a la recta determinada por C y D.
Sk sk 3k 3k ok ok >k ok sk ok sk ok sk Sk ok ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk Sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta de ecuaciones 2 2 1 yesparaleloala
recta que pasa por los puntos (2,0,0)y (0,1,0)

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ke sk ok

Plano que contiene a una recta r y es paralelo a otro plano
T —9D z—0

—2 77 3

Halla un plano paralelo a m: 2x + y — z + 2 = 0 que contenga a la recta
Sk sk sk sk sk sk sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Plano que pasa por un punto P y contiene a una rectar

AN

Hallamos un punto A y un vector director d de la recta. Observa que n(A; AP, d )

Actividades
xX+2y—z=3
g . 1 2x—y+z=1 .
Halla la ecuacién del plano que contiene a r: y pasa por el origen de coordenadas.
Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ek Sk ke sk Sk ke Sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Xx=1+3t
y=-2

2017-2 Considera el punto P(1,- 1,0) y la recta “r” dada por =1

“_n

Determina la ecuacidén del plano que pasa por P y contiene a “r”.
Sksksk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk
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x=142A
y=1-2A
2016-9 Considera el punto A(1, —1, 1) y larecta “r” dada por =1
Determina la ecuacidn del plano que contiene a “r” y pasa por A.
Resolucién
Para determin ar ¢l plano oo vamos a tomar un punto del plano v dos vectores 1i. paralelos al plano
x=1+2\
Como rxy=1-A ,B(LLDer,
z=1

_ Punto de o ; A(1,-L1) _
El plano o vendria deter min ado por
Vectores: dp =(2,-1,0) v BA=(0,-2,0)¥ (0,1,0)

Una ecuacion vectorial de o seria: (ot :(x,y,2) = (1,-1L1) + A(2,-1,0) + n(0,1,0)

LI ,
B
A a

Skskskok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk

{x +y =0
2015-2 Considera el punto P(1,0,-1) y la recta r dada por z-1=0
Determina la ecuacion general del plano que pasa por Py contienear.

Resolucién
[AVAVATA}

El plano © que nos piden pasa por el punto P(1,0,-1), es paralelo a d, (1,-1,0)

X
ya PO=(Y." 1.2 B (1,1,-4),

o |17 K
Un vector normal de w es ny =|1 -1 0 |=(4,4,2)1(2,21)
1 1 —4

7 2x—1D)+2(y-0)+1(z+1)=0—>|r : 2x+2y+2z—-1=0

Sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ke ok sk ok sk sk sk sk sk ok sk ke sk ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk ok sk sk sk sk ok ok

x-5 y+1 z

r =
2015-12 Sean el punto P(1,6,—2) y la recta 6 -3 2
Halla la ecuacién general del plano 1 que contiene al punto Py alarectar.
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Resolucién

Si tomamos Q(5,-1,0) e r, el plano &= pasa por.P(l, , —2& y es paralelo a los vectores
(.

i ma |1/
d, =(6,-32) y PO=(4,-7,2). Luego, ny =|6 -3 2 |=(8,~4,~30)l (-4,2,15)
4 -7 2

Por tanto 7 : —4(x—1)+ 2(y—6) + 15(z+2) =0 =z : ~4x + 2y +15z+ 22 =0

Py

Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk ok ok sk ke ke Sk ok ke sk sk sk ok ok ok sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok ksk sk ok sk sk sk sk ok ok

X+2y-z=3

2014-2 Sear larecta definida por {ZX —y+z=1

Determina la ecuacidn general del plano que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.
Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke Sk Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X+z=1

2011-6 Dados el punto P(1, 1, —1) y larecta r de ecuaciones {y +2=0

Halla la ecuacién del plano que contiene a r y pasa por P.
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Xx-=1T y+1

2011-11 Dadalarectar definida por 3 2

Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene ar.
Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk Sk ke sk Sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok Rk ok Rk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

=-z+3

X+y+2z=1

2009-12 Seael punto P(2, 3, -1) y larecta r definida por {X —2y-4z=1

Halla la ecuacién del plano que pasa por P y contiene r
Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk sksksk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

x-1 y+1 z-2

2008-3 Dada larectar definida por 2 3 1

Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene ar.
Sk sk sk sk ok sk >k ok sk ok sk ok sk Sk ok ok 3k ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X+y-z-3=0

2006-6 Considera el punto P(3, 2, 0) y la recta r de ecuaciones {X +2z+1=0

Halla la ecuacién del plano que contiene al punto Py alarectar.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok S ok Sk ke ok Sk Sk Sk Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

.{x+2y:6

2005-1 Considera el punto P(2, 0, 1) y larecta z=2

Halla la ecuacién del plano que contieneaPyar.
Sk sk k sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

rix+3=y= z-3
2005-9 Considera el punto A(0, —3, 1), el plano T : —2y + 3z =0y larecta 2

Determina la ecuacidén del plano que pasa por Ay contienear.
Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok Rk sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
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{x+y+z+2:0

2003-5 Considera el punto P(—2, 3, 0) y la recta 2x=2y+z+1=0

Halla la ecuacién del plano que pasa por P y contiene a larectar.

Skoskskokesk sk ko sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk

Consideramos el plano M= 3x + 4y + 5z =1 y los puntos A(1, 0, 1) y B(-1, 4, 3)

Hallar el plano que pasa por el punto A y que contiene a la recta perpendicular al plano 1T que pasa por el
punto medio del segmento AB

33k ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok Sk ke sk Sk ke ok Sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok dk ok ok ok ok ok ok ok

Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto (1, -1, 2) y contiene alarecta{x +y-2z=2, x-3y+
z=1

*****i*********************************

Calcula la ecuacién del plano que pasa por P(0, 0, 1) y contienealarecta r={5x-3y+2z=0, 2x-y-z
-1=0

*******i********************

x+2y—z=3

2x—y+z=1

Calcula la ecuacion del plano que contiene ar: { y pasa por el origen de coordenadas.

3k 3k Sk sk sk sk ok ok ok ke sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok Sk sk sk sk sk ok ok
x+z=1

=
Calcula la ecuacion del plano que contiene a {y +z=0 y pasa por P(1, 1, —1). Sol: y+z=0

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok sk k sk ok sk kok ok

r—1 y+1
5 — -_} ‘ — —Z _|_ 53

Calcula la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene alarecta  * 2
Sol.: —x+2y+z=0
Sk sk sk sk ok sk sk ok Sk sk ok sk ske sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok R ok ok ok ok ok k ok sk sk ok
Seanlos planos a:2x-y+z=-2 f:—=x+y+3z=1
a) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta r donde se cortan
b) Calcula el plano que contiene a r y ademas pasa por el punto A(2, 1, 5)
Skskskokesk sk skokesk sk skosksk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk skoskosk sk skoskskesk sk sksk sk sk
Seanlos planos a:x-y+2z+1=0 pi—x—-y+z=1
a) Halla las ecuaciones de la recta r donde se cortan 50k r=(%.¥.2)=(-10,0)+A(-13,2)
b) Calcula el plano que contiene a r y ademds pasa por el punto A(5, —2, 0) Sol: x+3y—4z+1=0
Sk sk 3k sk ok sk >k ok sk ok sk ok sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk

x=2+3t

y=1-t

s . =242t .

Encuentra la ecuacién del plano que contiene a la recta z y pasa ademas por el punto ALOD)

Skokskook sk sk sk sk sk skok skokeskook sk sk sk sk sk sksk skk sk

Halla la ecuacién del plano que pasa por P(0,0,1) y contienear={5x-3y + 2z=0,2x-y-z-1=0}.
Solucion. 7x -4y +z-1=0.

Sk >k ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok

Halla la ecuacidn del plano que pasa por A(2,0,1) y contiene a la recta 2 -1,
Solucion. 4x-3y+5z-13=0.

Sksksk sk sk sk sk ok sk sk skok sk sk sk ok sk sk sk ksk sk sk kok sk
Seanlosplanos a:x-y+2z+1=0 f@:—x—-y+z=1
a) Halla las ecuaciones de la recta r donde se cortan 50k 1=(x.y,2)=(=10,0)+A(-1.3,2)
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b) Calcula el plano que contiene a r y ademads pasa por el punto A(5, —2, 0) Sol: x+3y-4z+1=0

Sk >k 3k ok ok ok >k ok Sk ok ok ok sk ok ok ok 3k ok ok >k 3k ok ok >k ok sk sk sk >k ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok Sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Plano que pasa por un punto Py es perpendicular a unarectar

Comon =d ,entonces T[(P; d )
TT r T

Actividades
{2x -y-5=0
s —z+2=
Calcula la ecuacién del plano que pasa por P(—=3, 1, 6) y es ortogonal alarectar: 0
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk ok ok Sk ke sk Sk Sk ok Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk >k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

n,:2z+3y+z=1, , m,:6x+3y+2z=3

Halla la ecuacion del plano 1T que es perpendicular a los planos
sabiendo que pasa por el punto A(4,1,2).
Solucion:
Para determinar un plano necesitamos:

= Un punto

= Dos vectores paralelos al plano y no paralelos entre si.
El punto lo tenemos.

Ty

Los vectores caracteristicos de ™ y T2» V=(231) y w=(6.3.2),

entre si. Por tanto,

son paralelos al plano y no paralelos

x—4 y-1 z-2
2 3 1 [=0

6 3 2
Desarrollando el determinante, 9X =4 +6(y =D +6(z=2) ~18(z=2) = 3(x =4) =4y - 1) = 0, o5 gecir,
n:3x+2y—-12z+10=0
Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk ok ok ok sk ok sk sk ke sk sk sk ok sk ok ke ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ke sk sk ok sk sk sk sk ok ok
{x +2y =-1
2016-2 Sear larecta que pasa por los puntos A(1,1,0) y B(3,—1,1) y s la recta dada por y+z=-1

Halla unas ecuaciones paramétricas del plano que pasa por B y es perpendicular a s.
Resolucién
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Como el é)lano debe ser perpendicular a la recta s, un vector normal de n
U K

es ny =d, =(2,-1,1)

También debe contener al punto B(3,—1.1). Por tanto, la ecuacion normal seria :

7 2x-3) - l(yv+D+1(z—1) =0 > 7" 2x—v+2z—-8=0.

Para obtener unas ecuaciones paramétricas podemos resolver la ecuacion

2x—v+z—-8=0, x=4, y=u; sustituyendo y despejando z obtenemos :

X=A
z=8—-2A+pu. Portanto, w5 y=p .con A, ue R
z=8-2A+u

Skskoskokesk sk skskesk sk skoskok sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk sksksk sk sk skske sk sk skoskesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk
y+2z=0

2016-3 Considera el punto P(1,0,5) y la recta “r” dada por {X =1

Determina la ecuacién del plano que pasa por P y es perpendicular a “r”.
Resolucién

Sea n el plano que buscamos. Como el Mylano %ebe ser perpendicular a la recta v,
M

ww oy |/

un vector normal de w es n, =d, =0 1 2 |=(0,2,-1)

1 0 O

==
=
=
=

Y

También debe contener al punto P(1,0,5). Por tanto, la ecuacién normal seria :

7 0x-1)+2(y-0)-1(z=5)=0—>|r:2y—z+5=0

- — — — — -8\

Sksksk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
X+2y—-z=3

2014-2 Sear larecta definida por {ZX —y+z=1

Halla las ecuaciones paramétricas del plano que corta perpendicularmente a r en el punto (1, 1, 0).
Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke Sk Sk ok Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok ok Sk ok R ok Rk ok ok Rk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2010-4 Seanlos puntos A(1,1,1),B(-1,2,0),C(2,1,2)yD(t, -2, 2)

Halla la ecuacién de un plano perpendicular al segmento determinado por A y B, que contenga al punto C.
3k 3k sk Sk ok Sk Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok Sk R ok R ok ok Rk ok Rk ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
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X+2 z-1

2010-5 Considera los puntos A(1, 0, 2), B(—1, 2, 4) y la recta r definida por 2 3

Determina la ecuacién del plano formado por los puntos que equidistan de A y de B.
Skskskokesk sk skokesk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk sksksk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk

2010-9 Considera los puntos A(1,2,1) y B(—1,0, 3).

Halla la ecuacién del plano perpendicular al segmento AB y que pasa por A.
Skskskokesk sk skoke sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk sksksk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk

3x+2y=0

2009-10 Sealarecta r definida por {BX +z=0

Determina la ecuacion del plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 1, 1)
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X+y+2z=1

2009-12 Seael punto P(2, 3, -1) y la recta r definida por {X —2y-4z=1

Halla el punto de r que esta mas cerca de P
Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk sksksk sk skoskskesk sk skok sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

2008-2 Considera los puntos A(1, 1, 0), B(1, 1, 2) y C(1, -1, 1). Halla la ecuacién del plano que contiene

al punto Ay es perpendicular a la recta determinada por By C.
Skskskokesk sk skokesk sk skosk ok sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk sksksk sk skoskske sk sk skosksk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

x-1 y+1 z-2

2008-3 Dada larectar definida por 2 3 1

Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y es perpendicular ar.
Sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2007-1 Determina la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por su punto medio,
siendo A(1, 2,1) y B(—1, 0, 3).

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk ke sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk ok sk sk sk sk sk ok

{x+y+z+2:0

2003-5 Considera el punto P(—2, 3,0) y larecta 2x-2y+z+1=0

Determina el punto de r mas préximo a P.
3k 3k sk Sk ok ok Sk ok ok S ok Sk ke ok Sk ke Sk Sk ok ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok R ok ok k ok ok ok ok sk sk k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2002-4 Sea T el plano de ecuaciéon 3x —y +2z-4 =0

{x ~y+z=1

r:

 / , : 2X+y—-4z=1
Halla la ecuacion del plano T2 que es perpendicular a ambos que contienen a la recta y

Skskskok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

2002-5 Los puntos A(1, 0, 2) y B(—1, 0, —2) son veértices opuestos de un cuadrado.

Calcula el plano perpendicular al segmento de extremos A y B que pasa por su punto medio
Sksksksk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

X+3y+z=1

2002-11 Halla el punto de la recta {y +z=-1 que estd mas cercano al punto P(1, —1, 0).
Sk sk sk sk sk sk >k ok sk ok sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ks sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
2001-5 Considera los planos T.2x+5=0 y T2 .3x 4 3y-4=0

Halla el plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los dos planos dados.
Sk sk sk ok sk >k ok sk ok sk ok sk Sk sk ok 3k ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

|3x+2y =0

2001-6 Searlarecta de ecuaciones {BX +z=0

Halla la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 2, -1)
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
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X -1 :y—_'_zzﬂ

2000-2 Calcula el punto de la recta de ecuaciones 2 -3 mas cercano al punto
A(1,-1,1).

Skokesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skeosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok

2000-8 Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas préximo al origen es (-1, 2, 1).
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk Sk ok Sk ok ok ok Sk ok ok ok ok ok K ok Rk ok Rk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Calcula la ecuacion del plano que pasa por el origen y es perpendicular a los planos:
y+z=2, x+y=1Soluciéon.x-y+z=0.

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ko

Halla la ecuacién de un plano que es perpendicular alarecta {2x+y-z=0, x-y+z+ 3 =0} ypasa
por el punto (3, 2, 1). Soluciéon. m=y + z = 3.

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok sk ok ke sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk k sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk

{Zx -y-=5=0
Calcula la ecuacién del plano que pasa por P(—=3, 1, 6) y es ortogonal alarectar: V'~ ? +2=0
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok Sk ke sk Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok sk sk ok ok sk ok sk dk ok ok ok ok

2x—-y—-4=0

V=
Calcula la ecuacion del plano que pasa por P(1, 0, 2) y es perpendicular a {y +2z-8=0 .

Sol: x+2y—-z+1=0
Sksksk ok sk sk sk ok sk sk skok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk >k
Considera los puntos A(1, 2, 1) y B(—1, 0, 3). Halla la ecuacién del plano perpendicular al segmento AB y
que pasa por A. Sol: x+y-z-2=0

Sk skook sk ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk ok skok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ko

Sear larecta que pasa por A(1,1,1) y B(1, 0, 0) y el plano que pasa por C(0, 2, 1) y es perpendicular ar.

33
Sol.: P(l, =, j
Calcula el punto P en el que se cortanry .
Skoskskskesk sk skoke sk sk ks sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Halla la ecuacién del plano 1T que es perpendicular a los planos mi2z+3y+z=1, y 7y 16x+3y+22=3

sabiendo que pasa por el punto A(4, 1, 2)

Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk Sk ok sk sk sk ok Sk sk ok sk Sk ok Sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok R ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Calcula la ecuacién del plano que es perpendicular al segmento que une los puntos P(1,2,—-1)yQ (3, 0,
—3) y que pasa por su punto medio. S0k —X+y+z+3=0
Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk ke sk sk ke sk sk sk sk ok sk ok sk ok ok

Calcula la ecuacion del plano que pasa por A(8,—1, 3) y es perpendicularar 2
Sol.: 2x+y+3z—-24=0

Sk 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ke ok Sk sk Sk Sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk ok ok ok ok

Calcula la ecuacion del plano que es perpendicular al segmento AB, siendo A(1, 1, 1), B(—1, 2,0) y que

contiene al punto C(2, 1, 2).

Sol.: 2x—-y+z-5=0

Skok skook sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk ok

r
Calcula la ecuacion del plano que corta perpendicularmente a

{x+2y—z=3
2x=y+z=1 4 q punto (1, 1, 0).

Sol.: —x+3y+5z-2=0
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Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk sksk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk skosk sk sk sk sk sk ok

Plano que pasa por un punto vy es paralelo a dos rectas que se cruzan

,X -2_y_z+1
Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto (1, 1, 2) y es paralelo a las rectas -1 1 2
2x—y+z=-2
s =
—-x+y+3z=1

y

Sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
Halla la ecuacién del plano que contiene al punto (4, 3, —5) y es paralelo a las rectas
r—1  y41 X-y+z=2
= - — —|— 3

3 2 3x—y-z=-4 Sol.: x—y+z+4=0
skesk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
Seanlasrectasr=(x,y,2) =(3,1,3) + (-5,2,0)t y s={3x-y+z=0, x+2y-z-2=0}
Halla la ecuacién de un plano que pasa por A(-1, -1, 0) y es paralelo a las dos rectas. Halla la interseccién

de dicho plano con los ejes coordenados.
Sk sk ok sk ok sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Plano m que pasa por un punto Py es paralelo a dos rectas r y s no paralelas

>

Pe

Tomamos como punto de paso de 1 el punto P y como vectores directores el dery el de s, dr y ds .

N

De esta forma, n(P; c?r, c? )

Actividades
{x +2y =-1
2016-2 Sear larecta que pasa por los puntos A(1,1,0) y B(3,—1,1) y s la recta dada por y+z=-1

Skkeskok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skeosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ok

Halla la ecuacién general del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las rectas dadas.
Resolucién
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A [Tl

El plano que nos piden pasa por el punto 0(0,0,0) y es paraleloa d, y a d, .

MEEM ?gﬂ% 3,-1,1)=(1,1,0)=(2,-2.1
¥y - _(> :)(:3)_(: :) EH
mm || /K
Como s viene dada como interseccion de dos planos, dg =|1 2 0 |=(2,-11)
01 1
FO
Ob%ﬁéﬂ‘@]ese q%]% Héomo d, E\ d , hay un tinico plano que pasa por O y es paralelo
a d, yadg. Suvector normal es:
g
o
Ny =d, x dy =|2 -2 11=(-1,0,2)=>7:-1(x-0)+0(yv-0)+2(z-0)=0 > |7 —x+2z =0
2 -1 1
X_3:X:ﬂ
2 2

2009-1 Considera el punto P(1, 0, 0), la recta r definida por
y larecta s definida por (x,y,z) = (1,1, 0)+ A (-1,2,0)

Halla la ecuacion del plano @ que pasando por P es paraleloarys
Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok ke Sk ok Sk ke ok Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok Sk ok Sk ok ok R ok ok Rk ok Rk ok ok ok ok sk sk k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Plano a que contiene aunarectar y corta a otro [2131’10 T

U

T\

Hay infinitas soluciones: tomando A es un punto de r y B es un punto de 1 de forma que d_; // A_)B , un
plano seria oc(A; dr , AB )
Actividades
. {x +y-z=1
2003-4 Considera larecta y=2 yelplano T :x — 2y +z=0.

Halla el plano que contiene a la rectary corta al plano ™ en una recta paralela al plano z = 0.
Sk koK ok sk >k ok sk ok sk ok sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
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Plano m;_que contiene a una rectary es perpendicular a otro plano

- Sir es perpendicular a  hay infinitas soluciones, el haz de planos de base la rectar.

- -
- Sirno es perpendicular a i, sea A punto de r, dr un vector directorder y n un vector normal de .

Entonces, nl(A; dr , n)

Actividades
Halla la ecuacién del plano que contiene alarecta x =y =z y es perpendicular al plano

Xx+y-z-1=0 S0k x-y=0

Skokesksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk skosk sksk skok skosk skok sk sk sk sk sk sksk sk

Halla la ecuacion del plano perpendicular am: 2x +y —z + 2 = 0, y que contiene a la recta
r—>5 z—06

— Y73

Sksksk ke sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk
x+y=4

V=
Determina la ecuacidn del plano que contiene a {x_y =2z y es perpendicularam:x+y —z =2
Sol.: y+z—-2=0

Skokesk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skoske sk sk sk sk sk sksk skosk skok sk

T ix—6y+z=0

Halla la ecuacién del plano 1T que es perpendicular a y contiene a la recta intersecciéon

x=2+1
T,y =24+A+u
de Ty 4x-2y+z=2 y z=1+A+2pu

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok >k >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok sk sk ke ok ok skk ke k-

Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(3, 2,-1) y B(4, 0, 2) y es ortogonal al plano
x-5y+2z-6=0.

Sk sk sk sk ok ok Sk ok Sk ok ok Sk ke sk Sk sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok sk ok ok ok ok ok Rk ok ok ok ok

Dados los puntos A(0, 1, 1) y B(1, 0, -2), halla la ecuacién del plano que pasa por ellos y es perpendicular
al plano 2x -y +z + 1 = 0. Soluciéon. 4x + 7y -z -6 = 0.

3k >k ok ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ke ok sk sk ok ok
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Dados los puntos A(1, 0, 1) y B(0, 2, 0), y el plano ® =¥ ~2Y~=2=7=0 qeterminar el plano que es

perpendicular al plano m y pasa por los puntos Ay B.
Sk 3k ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Halla la ecuacién del plano perpendicular a: 2x +y —z + 2 = 0, y que contiene a la recta
r—2>5 z—06
— 1 =
-9 Y

Skkesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ok

.

Hallese la ecuacién del plano que contienealarecta "=+ =V =%

y es perpendicular al plano
T=x+y—-z-1=0
Skokesk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk ok

M ix—6y+z=0 y contiene a la recta interseccion

Halla la ecuacién del plano 1T que es perpendicular a
X=24+A
Ty =2+A+p
de n2:4x—2y+z=2y z=1+A+2p
Solucién:

, T,
Ecuacién general de 3

x—-2 y-2 z-1

1 1 [=0
0 1 2 = X—2y+z+1=0
{4x—2y+z—2 =0
T, N, :
x—-2y+z+1=0 que pasamos a paramétricas resolviendo el sistema:
{4x—2y+z—2:O
—Xx+2y-z-1=0 g mando se obtiene x =1
Sustituyendo en una de las dos ecuaciones resulta Z=2Y =2 y haciendo Y =
x=1
T, N, 3y =A
z=-2+2A
° Un punto del plano buscado puede ser el de la recta intersecciéon: (1,0,-2)
Los dos vectores que necesitamos seran:
) El vector director de la recta interseccién: v = (0:1,2)
o El vector caracteristico del plano ™ W =(1,-6.1)
Ecuacién del plano 7 :
x—1 'y z+2
0 1 2 |=0
1 -6 1 = 13x+2y-2z-15=0
(Después de desarrollar el determinante y simplificar el resultado)
st skt s ok ok ok ko sk sk sk sk ko ok ok ko
X-5 ~ z-6
2014-6 Considera el plano 1 de ecuacién 2x +y —z + 2 = 0, y larectar de ecuacién —2 s -3

Halla la ecuacién general del plano que contiene a ry es perpendicular a .
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Skkesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok

X-2 y+1 z-2

2009-8 Considera el plano ™ de ecuacidn 3x - 2y - 2z = 7 y la recta r definida por 2 1 2

Halla la ecuacion de plano ortogonala ' que contienear
Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

X=T+A
r.qy="1+2x
z=1+3L

2004-9 Consideraelplano M:2x+y—z+ 7 =0ylarecta

Halla la ecuacidén de un plano perpendiculara ™ y que contenga alarectar.
Skskskokesk sk skske sk sk skoskok sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk sksk sk sk sk skske sk sk sk sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

Hallar una ecuacion cartesiana del plano que contiene a la recta ,y es perpendicular al

n=2x+y—z=2
plano Y :
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk ske sk sk ske sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Plano a gue pasa por un punto P, es paralelo a una recta r v perpendicular a otro plano &t

- Sir es perpendicular a m hay infinitas soluciones, un haz de planos.

- - - -

- Sirno es perpendicularam,si d esun vector directorder y n un vector normal de T, a(P; d, n)
T
r
\
P
«
Actividades

Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto P(3, 1, -1) y es paralelo a la recta
r={x=2z+ 3,y =1z}yperpendicular al planom=2x+3y-z+5=0.
Sk sk skeok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok ok ok sk sk >k >k

Calcula la ecuacion del plano que pasa por P(1,1,1), y es perpendicular al planox-2y+3z+1=0y
x-1 _ y+t5 z

paralelo a la recta: 3 1 -3
skskskokesk sk skoke sk sk skoksk sk skosk sk sk skoskske sk sk sk sk sk sksksk sk kok sk

Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1, 0, -1) es perpendicular al planox-y+2z+1=0y

es paralelo alarecta: {x =2y, z=1}.
skskoskokesk sk skoksk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskoske sk sksk sk sk sk

x—-3y=0

s =
Se considera el plano 11 de ecuaciéon 2x -y +z+ 1 =0, larecta { z=1 y el punto A(4, 0, -1).

Hallar el plano que, pasando por A, es paralelo a la recta s y perpendicular al plano .
Skskskokesk sk skske sk sk ks sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk

2016-6 Considera el punto P(1, 0, —1) y el plano t de ecuacién 2x —y+z+ 1= 0.
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Determina la ecuacién del plano que contiene al punto P, es perpendicular al plano 1ty es paralelo a la

{x -2y =1
recta dada por z=3
Resolucién
woowow
x—2y=1 W .
Sea 7" el plano que buscamos y r: 3 ,dp=|1 -2 0]=(-2,-1,0)l (2,1,0)
7=
0 0 1

W
Como d; ni es paralelo ni perpendicular a ny =(2,-1,1) = r y 7 son secantes (no perpendiculares)

W DO "
nln=n_ L ng WO DO O J
i Tomamos n_, =ng xdp={2 -1
Tl r= n_ 1 dr 5

-

AN
k
1 =(-12,4)
0

Como ademas P(L0,-Den=n"-1(x-1)+2(y-0)+4(z+1)=0= |1 —x+2y+4z+5=0

sk kR ko sk R s

{x -2y-1=0
2009-7 Considera el punto P(1, 0, —2), la recta r definida por y+z-2=0
y el plano T de ecuaciéon 2x+y+3z-1=0

Halla la ecuacidn del plano que pasa por P, es paralelo ary es perpendiculara T
Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk skskske sk sksk sk sk sk sksk sk sk

2001-11 Hallala ecuacién del plano que pasa por el punto A(1, 0, -1), es perpendicular al plano
x—-2y=0

Xx-y+2z+ 1=0yesparalelo alarecta {ZZO

3k 3k ok sk sk sk sk ok ok Sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
Proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta
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Si r es una recta y P un punto cualquiera que no pertenezca a esa recta, un problema que nos podemos
plantear es el de encontrar la proyeccion Q de ese punto P sobre la rectar.

Para resolver el problema debemos hallar el plano m perpendicular a la recta r que pasa por el
punto P (un vector director de la recta sera un vector normal del plano).

Una vez hallado, el punto proyeccion serd la interseccion dety r.

Ejemplo:
X y-3 z-2

Hallemos la proyeccién ortogonal del punto P(2, 0, 1) respecto de larecta 2 1 L

v=(2,-1,1)
-é

|

19) Hallamos el plano que es perpendicular a la recta y pasa por P:
Sera de la forma 2x -y + z + D = 0, ya que el vector director de la recta se convierte en el vector normal
del plano.

Como dicho plano contiene al punto P(2, 0, 1) entonces: 22+1+D=0=>p=-5

El plano tiene de ecuacién *:2X~Y+2-5=0

29) Hallamos el punto Q, que sera la interseccion de la recta con el plano calculado
Para ello, ponemos la recta en forma paramétrica:

X =2\
i_y—3_z—2_7b y=3-%
2 -1 1 = (z=2+24 y teniendo en cuenta que el plano es ®:2X~Y+2z-5=0

La interseccién de larectay el planonos da: 4+ =3+A+2+A-5=0 = A =1

Llevando A a la recta obtenemos Q(4, 2, 3)

Actividades
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Halla la proyeccién del punto P(2, 0, 1) respecto de larecta 2 —1 1

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok 5k ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok >k

Determina un punto P sabiendo que sus proyecciones ortogonales sobre los planos x+y=0, y+z=0 son
los puntos P'(-1, 1, 5), P'"(1, -1, 1), respectivamente.

Sk >k ok ok ok sk >k ok ok ok sk ok ok sk sk ke ok ok kok ok

X+y+z=1

2006-8 Considerala rectar de ecuaciones {X —2y+3z=0

Calcula la proyeccion ortogonal del punto A(1, 2, 1) sobre larectar.
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Proveccion ortogonal de un punto sobre un plano

Dado un plano 1ty un punto P exterior al plano, el problema es hallar la proyeccion de dicho punto sobre
el plano, como vemos en la figura.

P

]
1
|
‘

Q

Debemos calcular la recta perpendicular al plano (un vector normal del plano nos servira como director
de la recta) que pase por el punto P.

La proyeccién buscada serd, una vez mas, la interseccion del plano y la recta.

Ejemplo:

Hallemos la proyeccién ortogonal del punto P(4, -2, 3) sobre el plano 72X~y +z-1=0

19) Hallamos la recta perpendicular al plano y que pasa por P(4, -2, 3)

En este caso, el vector director de la recta sera el vector normal del plano v=n= (2,-11)
x=4+2A
y=-2-1
z=3+1

Por tanto, la recta perpendicular sera:

29) El punto buscado serd la interseccion de esa recta con el plano:

24+24) (2= ) +(B+A)-1=0 o 1 =-2 (0,0,1)

y llevando A a la recta obtenemos 0
Actividades
Halla la proyeccién del punto P(4, -2, 3) sobre el plano 72X~y +z-1=0

3k >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok 5k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ke ok ok skok ok
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Proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano

Aun siendo éste un problema que es bastante improbable que se nos presente, daremos unas
indicaciones.

Una forma seria proyectar dos puntos de la recta sobre el plano como hemos visto antes y después
unirlos en la recta proyeccidn.

Pero es mas sencillo hallar el plano perpendicular al plano dado que contiene a la recta (cualquier vector
perpendicular al plano dado, junto con un vector director y un punto de la recta nos sirven para hallarlo)
y hallar la interseccién de los planos, es decir, que esas dos ecuaciones serian las implicitas de la recta
buscada.

Actividades

Calcula la proyeccion ortogonal de la recta y-x=1, z=-1 sobre el plano x+y+z=0.
skskkskskoskoskok sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk

Simétrico de un punto P respecto de una rectar

—

N e —— — — — & — — — — — & "
\ =

Hallamos el punto de corte, M, entre la recta r y el plano que pasa por P y es perpendicular ar.
Después, calculamos P’ usando que M es el punto medio de PP’
Actividades
{3x +y-1=0
Calcula el simétrico del punto P(—3, 1, 6) respecto de la rectar: X+ty-—z=2

Skokskook koo sk ok sk sk sk sk sk skok skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Calcula el punto simétrico de A(8,—1, 3) respecto de la rectar: 2 3 Sok: P(_4’ 5, 8)

x—z=0
d _ Sol: P{(-6, -1, 1)
Halla el punto simétrico de P(2, 1, —5) respecto de la recta Xx+y+2=0 - 7

Skokeskosk sk sk sk sk sksk sksk sksk skok skok sk sk sk sk sk sk sk sk k

rex+l=——-=

y=3 z+1
Halla el simétrico de A(—3, 1, —7) respecto de la recta 2

Sol.: A’(—s, -3, —3)
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ok kkkokokokk kR kKKK ok k kKKK ok ok k kK

Halla el simétrico de A(2,0,1) respecto de la recta 2 -1 1
skesk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Halla el simétrico del punto P(1, 2, 1) respectodelarectar:x=-1+Ay=24+Az=3+4A

Sk sk ok 3k ok ok >k ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk k >k

Losplanosx+ 2y +az=1, 2x+y+az=0, 3x+ 3y -2z =1 se cortan en una recta, ;cuanto vale a?

Determina el simétrico del punto P(1,0,1) respecto de la recta determinada en el apartado anterior
Sk ok sk Sk ok ok Sk ok ok ke ke sk ke ok Sk sk sk Sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok R ok ok

Halla el punto Q simétrico del punto P(2,0,1) respecto de la recta r que pasa por el punto A(0,3,2) y es
x+2y=10

5=

: { z=10
paralela a la recta s de ecuaciones

Sk sk sk sk sk sk sk ok sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk dk ok ok sk ok sk ok ok sk sk ok

3x+y—-1=0
A L x+y—z=2
Calcula el simétrico del punto P(—3, 1, 6) respecto de la rectar:
Sk sk sk sk ok ok Sk ok ke ok Sk ke sk sk sk sk Sk sk ok Sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Halla el simétrico de A(2, 0, 1) respecto de larecta 2 —1 1
Solucioén:

Plano perpendicular a la recta /

que pasa por A: A(’2,0,1)
2x-y+z+D=0

Como dicho plano contiene al My (2’_1Q

punto A,
é

2.2+1+D:O:D=_5 A’(X', ’,L')
El plano tiene de ecuacion /
n:2x—-y+z-5=0

Ecuacién de la recta dada en paramétricas:

X =2\
x_y—3_z—2_}M y=3-4
2T T g e

La interseccion de la recta y el plano nos da el punto M:
AN=-3+A+2+A-5=0 = A =1

Llevando A a la recta obtenemos M(4,2,3)

Como M es el punto medio de Ay A", si aplicamos las férmulas del punto medio, resulta:

2+x:4 ’
= X' =6

0+y:2 ,

2 -y =4
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1 !
+ 2z _3 '
2 = Z =5

!
Las coordenadas del simétrico de A son: 2 (6:45)
Skskskokesk sk skskesk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksksk sk sksk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk ksk sk sk

x+1 y-3 z+1

Determina las coordenadas del punto simétrico de A(-3,1,-7), respecto de la recta 1 2 2
Solucion:

Hallamos un plano perpendicular a la recta que pasa por A.

A continuacidn, buscamos la interseccion de la recta y el plano. El punto de interseccién es el punto
medio de Ay su simétrico A’

A'(-3,-3,-3)

Skkesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk ok

x=1+3t
=-2
2017-2 Considera el punto P(1,- 1,0) y la recta “r” dada por z=t
Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto a “r".
Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
x=1+2A
y=1-X
2016-9 Considera el punto A(1, —1, 1) y larecta “r’ dada por N
Calcula las coordenadas del punto simétrico de A respecto a “r".
Resolucién
,.;I\
|
|
M r
T
|
|
A

%fm%zlcamos el plano © L v que pasa por A(l,—1,1)
g
n.=d =2.-1L0)=r:2(x-D-1(y+1)+0(z-1)=0=r:2x—y-3=0

Hallamos el punto de corte, M, entre © v . 2(1+42A)—-(1-4)-3=0

- 2
x=1+2.2(
2= -2 -1-2 9/ 3
5A-2=0=A=2,=1y=1-2( Luego. M(AAI)
z=1
Para calcular el punto simétrico, A (X,v.z), de A respecto de v podemos usar que M es el punto medio

del segmento AA". Por tanto, M;@=2 :>(x—1, y+1, z—l)=2(%,%,0)=(%,1%,0)

ITeualando las componentes vy despejando se obtiene . x = 1 A , V= 11 5. 2= 1. Luego, | A’ (1% 1%, 1)

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok 3k >k ok ok ok sk >k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok sk ok sk >k ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk ks sk k
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2x -y -5=0

2015-9 Considera el punto P(—3, 1, 6) y la recta r dada por {y -z+2=0

a) Determina la ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicularar.
b) Calcula las coordenadas del punto simétrico de P respecto de la rectar.
Resoluci6n

a) Sea nt el plano que buscamos. Como el plano debe ser perpendicular a la recta r,
X A

ww |
un vector normal de w es ny =d, =2 -1 0[=(1,2,2)
o 1 -1

También debe contener al punto P(-3,1,6). Por tanto, la ecuacion normal seria :

7 l(x+3)+2(y-1D)+2(z—6)=0—> | :x+2y+2z-11=0

b) Primero hallamos ¢l punto de corte, Q, entre r y =, resolviendo el sistema formado
2x-y-5=0 x=3

por las ecuaciones de r y la ecuacion de ;< y—z+2=0 —<y=1=Q(3,13)
Xx+2y+27z-11=0 |z=3

Para calcular ¢l punto simétrico, P'(x,y,z). de @3, 1, 6mﬁ§specto de r podemos usar que Q(3,1,3) ¢s
el punto medio del segmento PP". Por tanto, P’ =2PQ=(x+3,y-1 z-6)=2(6,0,-3)=(12,0,-6)

[gualando las componentes y despejando se obtiene: x=9, y=1, z=0. Luego, |P'(9,1,0)

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k sk ok ok ok >k ok ok ok >k sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok kok sk sk sk ke ok ok sk kk sk ok

2014-12 Considera el punto A(8,—1, 3) y la recta r dada por 2
a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por Ay es perpendicular ar.

b) Halla el punto simétrico de A respecto der.
Sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

z-1
3

x—-z=0

2009-10 Halla el punto simétrico de P(2, 1, —5) respecto de la recta r definida por {X +y+2=0
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Skskskokesk sk skokesk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk ksk sk sk
2x-y-4=0

2009-12 Considera el punto P(1, 0, 2) y la recta r dada por las ecuaciones {y +22-8=0

(a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicular ar.

(b) Calcula el punto simétrico de P respecto de la rectar.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke Sk Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2011-1 Determina el punto simétrico del punto A(—3, 1, 6) respecto de la recta r de ecuaciones
_y+3  z+1
2 2

Skk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skek sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk ok

X—1

X—1
2010-11 Halla el punto simétrico de P(1, 1, 1) respecto de la recta r de ecuacion 2 3 -1
Skskskokesk sk skske sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk
X+y-z-3=0

2006-6 Considera el punto P(3, 2, 0) y la recta r de ecuaciones {X +2z+1=0

Determina las coordenadas del punto Q simétrico de P respecto de la rectar.
Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk sk ok Sk ke sk Sk ke Sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok Rk ok R ok ok R ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2y =6
r:{x+ y

2005-1 Considera el punto P(2, 0, 1) y larecta z=2

Calcula el punto simétrico de P respecto de larectar.
Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk sksk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk sksksk sk skoskske sk sk sksk sk sk skskske sk skosk sk sk sk sksk sk sk

2x-y-1=0

r Z{
2005-3 Seael punto P(1,0, —3) ylarecta x+2=0

(a) Halla la ecuacidn del plano que contiene a P y es perpendicularar.

(b) Calcula las coordenadas del punto simétrico de P respecto de .
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2002-3 Considera los puntos A(1, —1,2), B(1, 3, 0) y C(0, 0, 1). Halla el punto simétrico de A respecto de
la recta que pasa por By C.

Sk >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ke ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok sk kk sk ok

2001-7 Halla las coordenadas del punto simétrico de A(0, -1, 1) con respecto a la recta
Xx-5 = z-2

2 Vs
Skskskokesk sk skoke sk sk ks sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk sksk sk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

2000-12 Calcula las coordenadas del punto simétrico del (1, -3, 7) respecto de la recta dada por las

X—1 =y+3=z_4

ecuaciones
sokstokokokskokokskskokoskskstokokskskoskokskstokskskskokokskstokskskstokokskostoksksksfok sk skl sk sksfok sk kol ok skofokkok

Recta r que pasa por un punto A v es perpendicular a un plano
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Tt

— - —
Tomamos como vector director de r cualquier vector normal del plano. Como dr =n ,entonces r(A; n )
T T

Actividades
Halla la ecuacién de la recta que pasa por (0, 2, 1) y es perpendicular al plano que contiene a los puntos
(1,0,3),(5-1,1)y (3,2,-3).

Skok sk ok sk ok sk ok ok ok sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Halla la ecuacién de la recta que pasa por (0, 2, 1) y es perpendicular al plano que contiene a los puntos
(1,0,3),(5-1,1)y (3, 2,-3).

Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk ke Sk ke sk Sk ke ok Sk sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok Rk ok Rk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2014-11 Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)y C(—1, 2,1) los vértices de un triangulo.

Halla la ecuacién de la recta perpendicular al plano que contiene al tridngulo y que pasa por el origen de
coordenadas.

Skskskokesk sk skoke sk sk ks ok sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk sksksk sk sk skske sk sk skoskesk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

2012-7 De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos: A(2, —1, 0), B(=2, 1, 0)

y C(0, 1, 2). Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al

plano que lo contiene.
Sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

2010-6 Considera los puntos A(1,1,1),B(0,—-2,2),C(—1,0,2)yD(2,—1, 2).
Determina la ecuacién de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene a los puntos A,
ByC.

Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk sk Sk ske sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok Rk ok Rk ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
2005-8 Sean A(—3,4,0),B(3,6,3)yC(—1, 2,1) los vértices de un triangulo.
(a) Halla la ecuacion del plano T que contiene al tridngulo.

(b) Halla la ecuacién de la recta que es perpendiculara 7 y pasa por el origen de coordenadas.
Skskskokesk sk skokesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk sksksk sk skoskskesk sk skosk sk sk skoskske sk skosk sk sk sk sksk sk sk

Simétrico de un punto P respecto de un plano 1t
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~

@)

i

*
T

Hallamos el punto de corte, Q, entre el plano y la recta que pasa por P y es perpendicular al plano.

Después, calculamos P” usando que Q es el punto medio de PP’

Actividades
Halla el simétrico del punto P(1, 2, 4) respecto al planom=x +y +z=1. Solucién. P'(-3,-2.0).

Skokeskook sk sk sk sk sksk skok sk skosk sk sk sk sk sk >k

Calcula el simétrico del punto P(2,—1, 5) respecto del planomt=2x+y—z+ 8 =0.

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok Sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk ks ok k-

47 =20 8
sol P(zr 27 27)
Calcula el punto simétrico del punto (1, 0, 4) respecto del planox —y — 5z 4+ 9 = 0.
Skskoskskesk sk skoksk sk skok sk sk skosk sk sk skoskske sk sksk sk sk sk ksk sk sk kok
. Sol.: P’(s, 2, 1)
Calcula el punto simétrico del punto P(1, —2, 3) respecto del plano m: x + 2y —z = 0.

Skokeskok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sksk sksk skok skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk

Halla el simétrico del punto A(0, 1, —2) respecto al plano de ecuacién 7 2%~y —2+5=0

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk k ok ok sk kok ok

Calcula el simétrico del punto P(2,—1, 5) respecto del planont=2x+y—z+ 8 =0.
Sk ok sk Sk ok ok Sk ok ok Sk Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok Sk ok ok R K ok R ok ok Rk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
2016-6 Considera el punto P(1,0, —1) y el plano m de ecuacién 2x —y+z+ 1 =0.
Halla el simétrico del punto P respecto al plano .

Resolucién

L J

L LTy e T
&

P!
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1°) Hallamos la ecuacion de la recta s L 7 que pasa por P

GO BT x=1+2A
dy =ng =2,-1L1); PQ,0,-er =s: Jy=—L ,con LeR
z=—1+%

2°) Hallamos Q resolviendo el sistema formado por las ecuaciones paramétricas de s y la ecuacion de m:

20+ 20— (A + (-1+ A)+1=0 —>67\,+2=0—>}L=—%.

x=1+2(—%) x=1
Lueg0<y=—(_%) - y=é .Portanto,Q(%,y,_%)
z=—1+(—%) Z=_%

3%) Para calcular el punto simétrico, P'(x,v,z), de P respecto de m podemos usar que Q es el punto medio

del segmento PP, Por tanto, PP =2 %’E% =>x-Ly-0,z+1)= 2(_y,y,_%)=(_%,%,_%)

Igualando las componentes y despejando se obtiene : x = _y , V= %, Z= _%. Luego,

Sk >k 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok ok Sk ok ok 3k ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk >k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk k sk sk k

Halla el simétrico del punto A(0, 1, -2) respecto al plano de ecuacién
Solucidn: A(0,1,-2)
Si la ecuacion del plano es ¢

n:2x—y—z+5=0,elvector

n= (25_13_1)

caracteristico del plano
sera vector director de la recta que M
pasaporAy A’ por tanto, '
x y-1 z+2

AN =
2 -1 -1

X =2A ®
AX,y,Z)

Y en paramétricas:

La interseccién de la recta y el plano nos da las coordenadas del punto M:

220 -(1-X1)—-(2-1)+5=045 A =-1

Sustituyendo A en la ecuacién de la recta obtenemos el punto M(-2,2,-1)

El punto M es el punto medio del segmento AA":

0+x _ 5

2 = x'=-4
1 !

+y 5 '

2 = y =3
—2+Z'__1

2 = z'=0
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Coordenadas del punto simétrico de A: A'(=4,3,0)

Sk >k 3k ok ok ok >k ok Sk ok ok ok sk ok ok ok 3k ok ok >k 3k ok ok >k ok sk sk sk >k ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok Sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2015-8 Seaelplanom:2x+y—z+8=0.
Calcula el punto P’, simétrico del punto P(2, —1, 5) respecto del plano .

Resolucién
1°} Hallamos la ecuacion de la recta s L m que pasa por P
g X=2+2h
dg =ng =(2,1,-1) ; P(2,-1,5)es = s: {y=—1+%4 ,con LeR
Z=5—"4

2°) Hallamos Q resolviendo ¢l sistema formado por las ecuaciones paramétricas de s y la ecuacion de m:
2242+ (-1+ 1) —(5-A)+8=0>06A+6=0—>1r=—1
Xx=2+2(-1) x=0
Luego, sy=-1-1 — v =-2. Por tan to, Q(0,-2,6)
z=5—-(-1) z=6
3°) Para calcular ¢l punto sim%%”.g%ﬁo, Pé@y, z7), de P respecto de m podemos usar que Q es el punto medio

del segmento PP, Por tanto, PP =2 PQ = (x-2, y+1. z—35)=2(-2,-L1)=(-4,-2.2)
[gualando las componentes y despejando se obtiene: x=-2 , y=-3, z=7. Luego, |P'(-2,-3.7)

[ s

‘o

s

Skk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok

2013-12 Halla el punto simétrico de D(1, 0, 4) respecto del planox —y — 5z + 9 = 0.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk ok ok Sk ke sk Sk Sk ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
3X-y=5

2011-8 Dados el plano m de ecuacién x + 2y — z = 0 y la recta r de ecuaciones {X ty-4z=-13

(a) Halla el punto de interseccién del plano my larectar.
(b) Halla el punto simétrico del punto Q(1, —2, 3) respecto del plano .

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok 3k ok ok ok ok >k >k ok ok 3k >k ok ok ok >k >k ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk >k ok ok Sk sk ok ok sk sk ok ok ok sk ks sk k

2008-12 Considera los puntos A(2,0,1),B(-1,1, 2),C(2,2,1)yD(3, 1, 0).

Halla el punto simétrico de A respecto del plano que contiene a B, Cy D.
Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2007-11 Considera el plano T de ecuacion 2x + 2y —z — 6 = 0 y el punto P(1, 0, —1).
(a) Calcula la recta que pasa por el punto P y es perpendicular al plano 7.
(b) Encuentra el punto simétrico de P respecto del plano .

Skokesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ok

2005-12 Seanlosplanosm;:2x+y—z+5=0 y my:x+2y+z+2=0.
(a) Calcula las coordenadas del punto P sabiendo que esta en el plano m; y que su proyeccién ortogonal
sobre el plano m;, es el punto (1, 0, —3).

(b) Calcula el punto simétrico de P respecto del plano m,.
Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok kS ok Sk ke sk Sk sk Sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2002-6 Considerael plano ' :x —y + 2z =3y el punto A(—1, —4, 2)
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(a) Halla la ecuacidn de la recta perpendicular a T que pasa por A.

(b) Halla el punto simétrico de A respecto de T¢.

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ke ok ok Sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk ko sk ok

2001-14 Considera los puntos A(1, 2, 3),B(3,2,1) y C(2, 0, 2). Halla el punto simétrico del origen de

coordenadas respecto del plano que contiene a A, By C.
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok Sk ke sk Sk Sk Sk Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2000-7 Halla las coordenadas del punto simétrico del punto P(1, 2, -2) respecto al plano de ecuacién 3x
+2y+z-7=0.

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ks sk ok

Recta r” simétrica de una recta r respecto de un plano
/ r

\r'

Hallamos dos puntos Ay B de r y sus simétricos A"y B’ respecto del plano. Entonces r'(A'; A'B')

Actividades
r—2 y+1 =z-5

= = — -
Calcula la recta simétrica de la recta —2 3 1
T=2x+y—-z+8=0.

3k >k ok ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ko

respecto del plano

Determina la recta simétricar' delarectar = {x =0,z = 3} respectoal planont=x+y +z=0.
Sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

2015-8 Seaelplanom: 2x+y—z+8=0.
r=x—2_y+1 _Z-5

Calcula la recta r’, simétrica de la recta -2 3 1 respecto del plano .
Resolucién
Podemos comprobar ckue P er, pues cumple sus ecuaciones; también r y 7 son secantes pues
X [T MDD

como ny =(2,L,-1) d; =(-2,3,1), se observa que n d
i r T r
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La recta simétrica " que nos piden pasa por P" y por el punto de corte, A, entrer y ©

Hallamos A resolviendo el sistema formado por las ecuaciones paramétricas de r v la ecuacion de m:

x=2-24
Comor:qy=—-143A=222-20)+(-14+30)-(5+1)+8=0>-21L+6=0>%=3
Z=5+AL

x=1-23 x=—4 A

Luego.<y=-1+33—><y=8 . Por tanto, A(—4.8.8); dr’ =P'A=(-488)-(-2.-3.7)=(-21L1
z=5+3 z=28

’VV

T’ pasa por A(—4,8.8) vy un vector de direccion es dr’ =(-21LD)=|r:(xy.,2)=(-4,88) + L(-2.1L1)

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok 3k >k ok ok ok >k ok ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk >k ok ok ok sk ok ok k sk ok ok ok sk ok sk sk k-

Recta perpendicular a dos rectas secantes gue pasa por su punto de corte

x—l_y_ _z-1  x-2 = z-5
Encuentra la ecuacién de la recta ortogonal a las rectas —3 2y 2 -4  que pase

por su punto de interseccion.
3ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok Sk sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk %k

Recta u que cortaadosrectasrvs v es paralela a otrarecta t

r

u

Tomamos un punto genérico Py de r y otro punto Q, de s y exigimos que el vector PxQu sea paralelo

R
a un vector director de la recta t, dt . Llegamos asi a un sistema de ecuaciones con incégnitas A y .

- Si el sistema tiene solucion, los valores obtenidos se sustituyen en P, y en Q, dando lugar a dos

puntos Py Q. Entonces, u(P; PQ )
- Si el sistema no tiene solucidn, no es posible que haya una recta que cumpla lo que se pide.

Actividades
2013-2 Consideralasrectasr:ix=y=z, s:x=2 y=1 y ttx=14+2\,y=3\ z=-1+A

Halla la recta que cortaaryasy es paralelaat.
Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk Sk ok sk Sk ke sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Recta r paralela a un plano my que cortaa dosrectassyt
Determina una recta que sea paralela al plano de ecuacion x +y + z = 3, que corte a la recta de

ecuaciones x = 0,z = 0, y que también corte a la recta de ecuacionesz =1,y = 0.
skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
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Recta r perpendicular a un plano Ty que corta a dos rectassy t

7

Tomamos un punto genérico P, de s y otro punto Q, de ty exigimos que el vector P?\Qu sea paralelo

R
a un vector normal del plano T, n_.

Llegamos asi a un sistema de ecuaciones con incognitas A y L.

- Si el sistema tiene solucion los valores obtenidos se sustituyen en P, y en Q, dando lugar a dos
puntos Py Q. Entonces, r(P; PQ )

- Si el sistema no tiene solucidn entonces no es posible que haya una recta que cumpla lo que se pide.

Actividades
X= X+y=1
r: { y S: { y
2004-5 Considera las rectas z=2 z=3

Halla la ecuacién de una recta que corte ar y s y sea perpendicular al plano z = 0.
Sk 3k sk Sk ok ok sk ok ke sk ok Sk ke sk Sk ke ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok Rk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Recta r que pasa por un punto P y es paralela a dos planos distintos m; y 1,

- Si los planos son paralelos hay infinitas rectas: cualquier recta que pase por P y estd contenida en el
plano o que pasa por P y es paralelo a los planos 1, y ,.

" .

T2
a e

—

N
- Si los planos son secantes, sean n.ymn, los vectores normales de m; y T, , respectivamente.
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Entonces, la rectar que se pide pasa por P y tiene de vector director d =n  x n,
Actividades
Calcula la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 0, 2) y es paralela a los planos
Xx—-2y+3z+1=0 y2x—3y+z+6=0

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk >k ok

Calcula la ecuacion de la recta que pasando por el origen es paralela al plano x — 2y + z =1 y al plano que
pasa por los puntos (2,0,1); (0,2,1) y (1, —1, 0). Sol:: (x,y,2)=A(, 1, 1)

Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk ke k Sk ok sk Sk sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok sk sk ok sk dk ok Rk ok ok ok ok

Sean a el plano que pasa por los puntos (1,1,0);(1,0,1)y (0,1,1),y B:x+ 2y + 3z =0.
a) Comprueba que el punto P(0, 1, 0) no pertenece a ninguno de los planos

b) Halla la ecuacion de la recta r paralela a los dos planos que pasa por P. Sol: (x,y,2)=(0, L, 0)+A(L, -2, 1)
Skskskokesk sk skoksk sk skoskok sk sk ks sk sk skoskok sk skosk sk sk sk kok

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela a la recta
{2x+3y-z=-1, x-y+3z=4}.

Sk >k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ko

x=1+2¢
r:y y=3t
z=5-Tt

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por (0, 2, —1) y es paralela a la recta
Sil': (X,Y:Z)=(0a2,“1)+7¥(2,3,—7)

Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk skok skook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk ok

Calcula la ecuacion de la recta paralela a (%, y, z)=(1, 2, 3) + t(4, 5, 6) que pasa por el origen de
coordenadas.
Skokskook sk sk sk sk sk sk sk skok skook sk sk sk sk sk sk sksk sk skokskok

Calcula la ecuacion de las rectas que pasan por el punto (2, 3, 4) y son paralelas a cada uno de los ejes.
3ok sk sk ok sk ok ok sk ke sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok kR ok ok

Sean los puntos A(1, 3, 2),B(2,5,1) y C(3, 0, -4). Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto C
y es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B. S0k (%,y,2)=G,0,-9)+A(1,2,-1)
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok sk sk ok ok ok ok dk ok ok

2007-3 Considera los planos de ecuacionesx—y+z=0 y x+y—z=2.

Determina la recta que pasa por el punto A(1, 2, 3) y no corta a ninguno de los planos dados.
3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok ok S ok Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2007-9 Encuentra la ecuacion de la recta r que pasa por el origen de coordenadas y es paralela a los

planos 1; de ecuacionx +y +z = 373 y T, deecuacién —x+y +z = 2.
Skskskokesk sk skskesk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksksk sk skoskske sk sk sksk sk sk skskske sk sksk sk sk sk ksk sk sk
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Recta r que pasa por un punto P, es paralela a un plano vy corta a otrarecta s

S

P Qa

—

IR
Tomamos un punto genérico Q) de s y exigimos que el vector PQ)L sea paralelo a m, o lo que es lo mismo,

- -
quePQ L n_. Llegamos asi a una ecuacion de incognita A.
T

-

- Si tiene solucion, el valor obtenido se sustituye en Q) dando lugar a un punto Q. Entonces, r(P; PQ )
- Si no tiene solucién, no es posible que haya una recta que cumpla lo que se pide.

Actividades
y—-1 =z

301 y el plano

r

X
Consideramos el punto A(1, 4, 2), larecta 2 T=x+y+z—l=

0 . Calcula larecta

que pasa por A, es paralelaa 7 ycortaar.

Sksksk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk k

2011-4 Considera los planos m;, T, y m; dados respectivamente por las ecuaciones
3x—-y+z—4=0;, x—2y+z-1=0 y x+z—-4=0

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(3, 1, —1), es paralela al plano m; y corta a la recta

interseccion de los planos m, y ;.
Skskskokesk sk skskesk sk skosk ok sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk skskske sk skoskske sk sk skosksk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

Xx-2y-1=0

2009-7 Considera el punto P(1, 0, —2), la recta r definida por {y +z-2=0
y el plano U de ecuaciéon 2x+y+3z-1=0

Halla la ecuacidn de la recta que pasa por P, cortaary es paralelaa T

Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2009-9 Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(1, 1, -1), es paralela al plano de ecuacién x
-y+z=1ycortaal ejeZ

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ks sk ok

2006-12 Halla las ecuaciones paramétricas de una recta sabiendo que corta a la recta r de ecuacién

X =y =z, es paralela al plano T de ecuaciéon 3x + 2y — z = 4 y pasa por el punto A(1, 2, —1)

Sk >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk ko sk ok

r:x+3=y= z2-3
2005-9 Considera el punto A(0, —3, 1), el plano T : -2y + 3z =0y larecta 2

Determina la ecuacién de la recta que pasa por A, es paralelaa ™ ycortaar.
Skskskokesk sk ko sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skoskskesk sk sksk sk sk ks sk sk sksk sk sk skoskskesk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk
{x -2y+z=0

2004-2 Considera el punto A(0, 1, —1), larecta 2x-z2=-4

yelplano M :x — 2y —z=2.
Halla la ecuacion de la recta que pasa por A, es paralelaa ™ ycortaar.
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Skkesk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ok

2003-3 Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (3, 1, —1), es paralela al

plano 3x -y + z = 4 y corta a la recta intersecciéon de los planosx+z=4 y x—2y+z=1.

Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk skskske sk sksk sk sk sk sksk sk sk

Determina una recta que sea paralela al plano de ecuacién x + y + z = 3, que corte a la recta de
ecuaciones x = 0,z = 0, y que también corte a la recta de ecuaciones z =1,y = 0.

Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk skoskosk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok

Consideralos planosmy:3x —y+z—4=0; myx—2y+z—1=0y m3:x+z—4=0

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(3, 1, —1), es paralela al plano m; y corta a la recta
interseccion de los planos m, y 1.

Sk sk ok sk ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk k

Halla la ecuacién de la recta r que pasa por el punto A(1, 1, 1) es paralelaal planom=x-2y -z =0y esta
en un mismo plano que larectas={3x-y+z=0, x+2y-z-2=0}.

Sk >k 3k ok ok >k ok ok ok ok %k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ko

¢;Cudl es la ecuacion de la recta s que pasa por un punto A(-1,—-1,—1), es paralela al plano

: 2x — 3y — z = 0 y esta situada en el mismo plano que larectar: 2 3 1?2
Skesk 3k skook sk sk ke ok >k sk sk sk sk skoske sk sk skesk sk sk skesk sk sksk sk sk ks

Halla la ecuacién de la recta r que pasa por el punto A(1,1,1) es paralela al plano t = x-2y-z=0 y esta en
_ Yy _Z

un mismo plano que larecta s = 2 3,
Solucién.

1) Plano 1’ que contienea Ayas.

2) mNm'=recta t paralelaar.

3) Larectates t=(xy,z2)=(1,1,1)+(1,0,1)t.

3k ok 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ko

Determina la ecuacidén de la recta que pasa por el punto (4,5,0) , es paralela al plano 1T de ecuacion

. x—lzy—Ezz—E

x+2y-3z = 1y corta a la recta r dada por 1 -1 -1

Rectar que pasa por un punto P y corta [zer[zendicularmente aotrarectas

R
Tomamos un punto genérico Q) de s y exigimos que el vector PQ}L sea perpendicular as, olo que es lo

N

R
mismo, que PQ, . ds = 0. Llegamos asi a una ecuacién de incognita A.

N

La solucién de la ecuacion se sustituye en Q) dando lugar a un punto Q. Entonces, r(P; PQ )

De otra forma:
- Calculamos la ecuacién del plano T que pasa por Ay es perpendicular a s
- Hallamos el punto de corte del plano y la recta, B
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- Larecta que buscamos, 1, es la que pasa por Ay B

Actividades
Halla la ecuaciones de la recta r, que contiene al punto P(3,—5, 4) y corta perpendicularmente
r—4 y—8 =z

[l G
2 - -3

S

alarecta
3k 3k 5k sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk

.

Calcular unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(3, -1, 0) y corta

x=3+4+24
y=4+A

_ z=5+3A
perpendicularmente a la recta : .
Sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

_X—l_y+1_z

r:
Considera el punto P(5, -2, 9) y la recta -2 -3 6
a) Calcula la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a r y pasa por P.
b) Halla el punto de corte de las dos rectas.

Solucion:

a) Expresamos r en paramétricas y tomamos un punto genérico de la misma:
G(1-2%,—~1-31,61)

Como el producto escalar de PG $PG-29

y v ha de ser nulo, obtenemos A = 1

Obtenido PC: laecuacién delarectas 6 v=(236)
x-5 y+2 z-9

sera: —6 -2 -3

b) Punto de corte: G(=1.746)

koK sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk keosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk ok sk sk sk sk sk ok

Determina la ecuacidn de la recta que pasa por el punto C(1, 1, 1) y corta perpendicularmente a la recta
determinada por los puntos A(1,-1,2) yB(2,1,-1).

Skskskok sk sk sk sk sk sk ko sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

2015-3 Halla unas ecuaciones paramétricas para la recta r, que contiene al punto

x-4 y-8 z

P(3,-5,4) y corta perpendicularmente a la recta S -3 4
Resolucién
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Sea Q un punto cualquiera des, Q(4+5X,8-34,40)=>PQ L d, > PQ .d, =0
% M
Dado que PQ=(1+5A, 13-3%, 4h—4) ., d_=(5 -3, 4
que PQ=( ) ( )

(1+50)5 + (13-30)(=3) + (4A—-4)4=0=501—-50=0=>A=1.=PQ=(6, 10, 0)X (3, 5, 0)

MK x=3+3A
La recta r pasa por P(3,-5,4) y un vector director esd. =PQ =3, 5, 0), luego|r:{y=-5+5X
z=4

Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk sk Sk ok sk Sk sk sk Sk sk ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
2X-y =5

2007-10 Considera el punto P(1, 0, —2) y la recta r definida por {ZX +ty-4z=7

Determina la recta perpendicular a r que pasa por P.
Skskskokesk sk skske sk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk

x=1_ y+1 z

r:
Considera el punto P(5, -2, 9) y larecta -2 -3 6

a) Calcula la ecuacién de la recta s que corta perpendicularmente a r y pasa por P.
b) Halla el punto de corte de las dos rectas.
3ok sk sk ok ok ke oke sk sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok Rk kR ok ok ok sk sk sk sk >k

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2, 1, 1) y corta perpendicularmente a la recta
x—=2 y-1

r= = =z
2 2 & (X5y3z):(27 la 1)+7\‘(1a 17 _4)

ok ok koK ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk kKoK ok ok ok ok sk Kok ok ok ok ok ok koK ok ok ok

Halla la ecuaciones de la recta r, que contiene al punto P(3,—5, 4) y corta perpendicularmente
r—4 y—38

z
5 —3 o)

S

alarecta

*,okkkkk *k *% *kk

r

{2x—y=5

2017-1 Considera la recta rdada por X +y -4z =7

(a) Halla las ecuaciones paramétricas de larectar.
(b) Encuentra la recta s que corta perpendicularmente a r y pasa por P.
Resolucién

y el punto P(—3, 1, 6).
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(a) Como r viene dada como interseccion de dos planos, un vector director de r es el producto vectorial

de los vectores normales a los planos

i
i bk il
d,=2,-L0O)x2,,-H=2 -1 0]|=(4,84) K (1,2.1). Tomamos como d, =(1,2,1)
2 1 -4
: : . 20-y=35
Calculamos un punto de r. Por ejemplo si x =0 sustituyendo —->y=-5,z=-3
204+y-4z=7
X=A
Luego, A(0,-5.-3)er. Unas ecuaciones paramétricas de r serian |[r:qy=-54+2% ,con LeR
Z=-3+%

(b) Para hallar la recta s:
1°) Hallamos el plano mt que pasa por P y es perpendicular a r
2°) Calculamos el punto de corte, Q, entrer y «

3°) Deter minamos la recta s usando que s pasa por P y por Q

sl 7T

1°) ng =d; =(1,2,1) ; P(-3,L6)en—>m: I(x+3)+2(y-D+1(z-6)=0>7n: x+2y+z-5=0

2°) Hallamos Q resolviendo el sistema formado por las ecuaciones paramétricas de r y la ecuacion de 7 :
A+2(-5+20)+(3+1)-5=0>A-10+4A-34+A-5=0—>6A-18=0—> A =3.

x=3 x=3
Luego<y=-5+23—><y=1.Por tanto, Q(3,1,0)
z=-3+3 z=0

3°) Hallamos las ecuaciones de la recta s: Q(3,1,0)es , %m(u)m =(3,1,0)-(-3,1,6)=(6,0,-6) 1 (1,0,-1)

a x=3+k
Tomamos d, =(1,0,-1)=|s:qy=1 ,conkeR
z=-k

Skok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sksk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk ok

2014-4 Sear larecta que pasa por los puntos A(1, 0,—1) y B(2,—1, 3).

Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el origen de coordenadas.
Skskskok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

Recta que corta a una recta y es paralela a otra recta
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x=14+21
t=1y=31
z=—1+4

Hallalarectaquecortaar=x=y=z ya s=x=2 y=1 yesparalelaa
Sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

Recta r que pasa por un punto P, contenida en un plano my perpendicular a otra recta s

- Si s es perpendicular a it cualquier recta r contenida en 1 que pase por P es solucion

-

- Si s no es perpendicular a T, la recta que se pide pasa por P y tiene vector director dr = ds xn

o |
e

Actividades

x+z=1

Halla la ecuacién de la recta contenida en el plano y + z = 0, que es perpendicular ar: {y +z=0

porP(1,1,-1).

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok skok ok ok sk kk sk ok

y pasa

Halla la ecuacién de la recta, s, que pasa por P(2, 1, —1), esta contenida en el planom: x — 3y — 3z =2,y
x=2z-3

es perpendicular a la recta y=z+4  Sol: (x,%.2)=(2 1 -D+M0, I, -1)

skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

De una rectar se sabe que esta contenida en el plano de ecuaciéon x -y = 0, que (0, 0, 0) pertenecear,y
que el vector (0, 0, 1) es perpendicular a r. Determina la ecuacion de larectar, 5oL (x.y.2)=A(l, 1, 0)
skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk ke sk sk skeske sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk

X+z=1

2011-6 Dados el punto P(1, 1, —1) y larecta r de ecuaciones {y +z=0

Halla la ecuacién de la recta contenida en el plano de ecuacién y + z = 0, que es perpendicular ary pasa
por P.

Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
2007-6 Hallala ecuacion de la recta contenida en el plano de ecuacién x + 2y + 3z — 1 = 0 que corta
X=2z+4
, - y=2z+3
perpendicularmente a la recta definida por en el punto (2, 1, —1).
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok ok ke ok Sk ke ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
Calcula la ecuacion de la recta, s, que pasa por P(2, 1, —1), esta contenida en el plano m: x — 3y — 3z = 2

x=2z-3
y=z+4

r

y es perpendicular a la recta
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\AILNAEN AL

Como scn=d O O .
) Nﬁlﬂ Podemos tomar como d, =d, x n,
Como slr=d, 1Ld,
590
x-27+3=0 KN v M
Comor: ,d,. =1 0 =2[=(2,1L1); n,  0(-1,3,3)
y-—z—4= 0’ 01 .

T 1

Observa que r y © son secantes no perpendiculares pues d, n, n d, EL\ n,

I

pw omm mw | LK

d=d xn_ =2 1 1/=(0,-7,7E (0,-11) y como P(2,1,-1)es=|s:(X,y,2) = (2, =) + A(0,-11)
-1 33

Sk >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok sk kok sk ok

Se considera el triangulo A(1, 4, 2) B(3, 1, -1) C(-2, 3, 5). Halla la recta contenida en dicho plano que,
pasando por el punto medio del segmento AB, es perpendicular a dicho segmento.
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

x+z=1

Halla la ecuacién de la recta contenida en el plano y + z = 0, que es perpendicular ar: {y +z=0

porP(1,1,-1).

Sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ke ok sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk ok sk sk sk sk ok ok

y pasa

Recta paralela a un plano y corta perpendicularmente a otra recta en un punto dado
Calcula la ecuacion de la recta paralela al plano x + z = 2 y corta perpendicularmente a la recta

{x+y:O
y+z=2 en el punto (-2, 2, 0). Sol.: (x,y,2)=(-2, 2, 0)+A(l, 0, —1)

Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk skosk sk sk sk sk sk ok

Recta contenida en un plano, paralela a otro plano v corta a otra recta
x=1

2008-8 Sealarectar definida por {X -y=0 y sean los planos m;, de ecuacion
x+y+z=0,ym, de ecuacién y + z = 0. Halla la recta contenida en el plano 1;, que es paralela al plano

T, y que cortaalarectar.
Sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Recta perpendicular comun a dos rectas que se cruzan perpendicularmente
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- Se calcula el plano a perpendicular a r y que contiene a s
- Se calcula el plano (3 perpendicular a s y que contiene ar

La recta perpendicular comun es t=all p
Siry s no fuesen perpendiculares n =d xd , n,=d xd, siendod =d xd
a s t B r t t r s
Actividades
x—1 z-1 {2x—y=0
S=E——=y= y (= ‘
Halla la perpendicular comin a 3 2 2y—z=4
Sk sk sk sk sk ok sk ok ke sk ke Sk ke sk Sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
X=24+A
{x +z =1 y=2
2016-7 Sea “r” larecta dada por y=-1 y sea “s” la recta definida por 2=2+21
Comprueba que las rectas r y s se cruzan y halla la ecuacidén de la recta que corta
perpendicularmentearyas.
Resolucién
WX XX

d, =(-1,0,1) ; A(O,-L)er ; dg=(1,0,2); B2,2,2)es; AB=(23,])

O = =E
— O —E
S — =B

[AVATAA R AATAA [AVATA ]

Se cruzan cuando los vectores d;, dg y AB son Li.; veamos si lo son:

o mm., | 0 ! O O O
det[dr,dS ,AB]: 1 0 2/=9#0= d;,dy y ABsonli,luego r y s se cruzan
2 3 1
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[AT&Ti0] VAN [AV4 Y

Sea t la recta que las corta perpendicularmente. d, = d, x d, =(0.3.0)¥( 0,1,0)

o pasa por B(2,2,2) y su vector normales n, = d, x d, =(-2.0.)=>o:-2x-2)+0(y-2)+1(z—-2)=0

O
P pasa por A(0,—L1) y su vector normal es ny =d, x d, 0 (1L,0,D=P:1Ix-0)+0(y+1)+1(z-1)=0

| 2x+z+2=0
' {X +z-1=0
Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk sk ok Sk sk Sk Sk ok Sk Sk ok ok Sk ok ok R Sk ok R ok K ok K ok Rk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
x =1
y =1 {x -y =1
2015-5 Sear la recta definida por ¢ = A-2 y slarectadadapor ¢~ -1

Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmente a las rectas dadas.

Resolucién
dr =(0,0,) ; A(LL-2)er
Wn
m |
dg =|1 -1 0]=(-1,-1,0)1 (1,1,0) ; Por ejemplo, dando y=0— x =1, luego B(1,0,-1)es
0 0 1
)
AB=(0,-1,3)

- Pagina 46 -



PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

PROBLEMAS AFINES

pmme mm, | 0 O ! R [
det[ d.dg , AB} =-1 -1 0|=1%0;d;.dg =0= ry s se cruzan perpendicularmente
0O -1 3

s
Plano oo que contienea s v es perpendicular a r

Sea t la recta que las corta perpendicularmente. Calculamos: , ,
Plano B que contiene a r v es perpendicular a s

o pasa por B(1,0,—1) y su vector normal es ny =d; =(0,0,D=a: 0(x-D+0(y-0)+1(z+1)=0

[ pasa por A(L,1,-2) y su vector normal es =(LLO)=B:1x-D+1(y-1)+0(z+2)=0

t'Z+1:O
x+y-2=0

Skkeskosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook skosk sk sk sk sk sk sk sk skok skosk skeosk sk sk sk sk sk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk ok

X=T+A
y=T+2 x=1_y z-1
2014-5 Searlarecta definida por “~ A y s la recta dada por -2 1 -2
Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmentearyas.
skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeske sk sk sk sk sk
x=1 X=u
y=1T y=p-T
z=A-2 =-1

“w_»n

2009-5 Se considera la recta “r” definida por

Halla la ecuacién de la recta perpendicular comunary s.
3k ok ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok sk ok ok Sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

y la recta “s” definida por

x=1 X=p
rqy =1 S:iy=p-1
. . z=0 z=-1
2004-4 Halla la perpendicular comun a las rectas y
Skkesksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skeosk sk sk sk sk sk sk sk skosk skok skosk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk ok
X=T+a X=
y=a y=2+23
=—0 z=0

2003-10 Hallala perpendicular comun a las rectas
Skskskokesk sk skokesk sk skosksk sk skosk sk sk sk skskesk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksksk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk

y
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2000-5 Halla las ecuaciones de la recta que se apoya perpendicularmente en las rectas r y s definidas

z-1 X—4 +1 z
respectivamente por -2y - 3 2
Skskskokesk sk skoke sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk sksksk sk skoskske sk sk skosk sk sk skskske sk sksk sk sk sk sksk sk sk

Halla la recta que corta perpendicularmente a las rectas:
xX—y+z=-1 2x—y+z=3
= S =
—2x+2y—z=3 y xX+y—-z=0

skokeskosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk skok skosk skeosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skokeskosk sk sk sk sk sk sksk sksk sk sk sk sk sk sk sk ok

-
Hallar la recta que pasa por el punto (1, 0, 2) y que corta a las rectas

sE——="=—10

{x -3y-6=0 x-1 y z
-z+2=0 _ _
y—z y 3 1 2

;***
De los planos que contienen a la bisectriz del cuadrante positivo del plano coordenado XY, determina la

ecuacion del que contiene al eje OZ.
Sk 3k sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ke Sk Sk sk Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok R K ok Rk ok ok ok ok ok ok ok ok sk k sk sk sk sk sk >k

Dados los planos *:X+y—5z=-4, B:3x—y+2z=1

a. Estudia la posicion relativa de ambos planos.
b. Halla la ecuacion del plano que pasa porel puntoA(1,1,1)yes paralelo al plano & .

c. Halla el punto de intersecciéon de larecta: x =2t,y=3t+1,z=tcon el plano B

x+y—-z=4 {x=2
S:

r: {
Lasrectas \X+2y=7 Y="% secruzanen el espacio.

Escribe las ecuaciones paramétricas de ambas rectas. Halla un punto de r y otro punto de s tales que el

vector con origen en uno y extremo en el otro, sea perpendicular a ambas rectas.
Sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk k

Xx-3 y-2 z+1 X y-3 z

;Cual es la perpendicular comtn a las rectasr:  —1 3 -2 ys:2 4 -37?
Skosksk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok

x—1 z—1 Px—yZO
S = =y= y [ =-
Halla la perpendicular comun a 3 2 12}’ —z=4
3k 3k ok Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ke Sk Sk sk Sk Sk sk ok sk sk sk sk ke ok ok ok
Jx+}7—Z:0 Jx:z
Dadas las rectas ’ Y= Y=

a) Halla un punto de cada una de ellas, de tal forma, que el vector que los una sea perpendicular a ambas.
Sol.: p(s, 1, 6)er, Q(z, -5, 6)es

b) Calcula la ecuacién de la recta que las corta perpendicularmente 8oL (%.y,2)=(5, 1, ©)+4(, 2, 0)

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk k ke ok sk kk ok

x=1 y z+1

Calcula la perpendicular comtin alasrectas: r={x+2y-z=1, x-y=1},s= | 2 -3
Skesk sk skook sk sk ok ok >k sk sk sk sk skeske sk sk skesk sk sk skesk sk sksk sk sk sk

r= A )
r+y=20

T y= — A Vs ) 1
r—z=

Considera las rectas
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a) Comprueba que r y s son secantes.
b) Obtén la ecuacién de la recta que corta perpendicularmentearyas. 50k (x.y.2)=(2 -2, D+1(l, 1, 0)
3ok sk sk ok ok sk ok Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Jx ='_l_'2

J3x+ay—6az+1:0 .
J7::3 + A

§ =
| —x+y+3z-3=0" l

=
Dadas las rectas z=1+al

Para a =1, calcula la recta que pasa por (1,1,1) yse apoyaenrys.
3ok ok sk ok ok ke ok ok ke sk ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk k >k

{ Xx-2y+z+1=0 { Xx-y+tz=-8
r = =

S =
2x+y-22+2=0y 2x+3y-z=3

Dadas las rectas: . Halla las

ecuaciones de la recta que corta a las dos y pasa por el punto P(3,5,4).
Skskok ok sk sk ok ok sk ok kok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk >k

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,-1,2) y se apoya en las rectas:
x+1 y  z-1 s = x+2y-z=0
4x-2y +z=1

skokeskook skosk sk sk sk skosk sksk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sksk skok

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el origen de coordenadas y se apoya en las rectas:

x y-1 x-2y=0
=L, T T 2z =0
rnx=2y=z-1, 2 3 . Solucién. X- 2z :
Skesk sk skook sk sk sk ok sk sk sk ok sk skoske sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok
VARIADO

x=14+24 x=3-u
r=3y=2-4 s=<4y=1-2pu

Sean las rectas z=4A z=3+u

a) Si P es un punto genérico de la recta r, hallar en funcién de A las coordenadas del punto Q de s tal que la
recta PQ es paralela al plano x+y +z = 3.

b) Hallar el lugar geométrico que describe el punto medio del segmento PQ.
Sk sk sk Sk ok Sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

x=2z-3

y=z+4

-
x+2y+3z-1=0, la recta r de ecuacion {

Dado el plano 1T de ecuacién
P(2,1, 1), calcula:
a) Ecuacion de la recta que pasa por Py es perpendicular a

b) Ecuacién del plano que pasa por P y es perpendicular ar
Sk sk sk ke ok ok >k ok ok ok sk ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk

y el punto

{ r =20 {=1;+,¢/_l
T S, s _
Considera las rectas z=0 r—y=1

a) Obtén la ecuacién del plano que contiene ary es paralelo a s. Sol: x=0

b) Calcula la ecuacién del plano que contiene a r y es perpendicular a s. Sol.: z=0

c) Halla la ecuacidn de la recta que corta perpendicularmenteary as. Sol: (x,y,z)=A(, 0, 0)
Skskoskokesk sk skokesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskosk sk kok ok
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Sea 11 el plano que pasa por los puntos (1,0,0), (0,1,1) y (1,1,1). Sea A el punto (1, 2,3) ysea Bel
simétrico de A respecto del plano Tr.
a) Halla la recta que pasa por Ay por el punto medio del segmento AB.

b) Halla la recta paralela a la anterior que pasa por el punto (2,2,2).
Sk 3k Sk sk ok ok Sk ok ok ke k Sk ke sk sk sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok R ok ok

X+y+z=3 3x -3y+4z=7
r: S:
En el espacio afin se consideran las rectas 2x = ay + 3z=4 ; X — (a * b)y +72=8+D
donde a y b son nimeros reales. Discutir, segtin los valores de a y b la posicién relativa dery s.
i) Escribe las ecuaciones de una recta contenida en el plano: x+y +z=1.
ii) Y que ademas pase por el punto P = (1, 0, 0).
iii) Y que ademas sea perpendicular al plano 1": x = 2y + z = 3.
iv) Escribe la ecuacion de un plano que corte a T en la recta que has obtenido en iii).
3ok sk koo sk sk ok sk ke sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok k sk Rk k sk >k k

;Son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones?

i) La condicidn necesaria y suficiente para que dos rectas de R® se corten en un punto es que sean
coplanarias.
ii) Si dos planos 11,y 1T, son perpendiculares, entonces toda recta contenida en 1T, es perpendicular a

toda recta contenida en T,.

iii) Silarectar es perpendicular al plano 1T, entonces es perpendicular a toda recta contenida en Tr.
iv) Si los planos 11, y 11, se cortan a lo largo de una recta, entonces no existen rectas paralelasr; C T,
yr, C T,

skskoskokesk sk skokesk sk skok sk sk skosk sk sk skoskskesk sk skok sk sk skosksk sk sksk sk sk sk k

Halla el lugar geométrico de los puntos desde los que se ven los puntos A(5, 3,4) y B(7, 1, 2) bajo un
angulo recto. (similitud con el mismo problema en el plano)

Skskskokesk sk skoksk sk skoskok sk sk skskesk sk skoskosk sk skoskske sk sk skok sk

Dadalarectar:{x=1, y=3} yelplano p:x+y + z =0, halla el plano que contenga ary corte ap en

una recta paralela al plano OXY
Skskskokesk sk skokesk sk skosk ok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sksk sk sk sksksk sk sk

y—1:Z+1 r':{y+z+2:0

rix=c——0 _
Dadas las rectas 2 -1 y+x+2=0 y el plano

a) Calcular el plano que contiene a r y es paralelo alarecta .

b) Calcular el plano que contiene a r y es perpendicular al plano Tr.
Skeske sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

m:2x—y+3z—-1=0

a) ;Cudntas rectas hay paralelas al plano 2x - y + 3 z= 4 y que pasen por el punto P(1, 0, 1)
b) ;Cuantos planos hay que sean perpendiculares al plano y que pasen por P ? Escribir la ecuacién de uno
de ellos que ademas sea paralelo a uno de los ejes coordenados.

Sk 3k ok Sk ok ok Sk ok Sk ok ok Sk ke sk Sk ke ok Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Dados los planos a: 2x-z =3, &b:x-y + 2z =1, se pide:

;Cuantas rectas hay paralelas a ambos a la vez?

De ellas escribe la ecuacién de la que pasa por el origen de coordenadas.

Halla la ecuacién del plano simétrico de a respecto al origen de coordenadas.

Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Dada la familia de planos 2mx + (m+1)y-3(m-1)z+2m+4=0

Calcula la ecuacion del plano de esta familia que pasa por el punto (1, -1, 2)

x+3z-1=0

Calcula la ecuacién del plano de esta familia perpendicular a la recta y=3z-2=0

Sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ke ok sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skk sk ok sk sk sk sk ok ok

y=x+3 {y=—1/2
s =

z=2x+2

Dadas las rectas X=22+43 decir si existen, y hallar en ese caso:
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a) El plano paralelo a la recta s que contenga a larectar.
b) El plano perpendicular a s que contenga ar.
C) La recta de direccidn perpendicular a ambas que pasa por el origen.

3k 3k ok sk ok Sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
x=2z-3

ly=z+4

I
X+2y+3z-1=0, la rectar de ecuacién {

Dado el plano 1T de ecuacién
P(2,1, 1), calcula:

a) Ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular a 1
b) Ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicular ar
Solucién:

y el punto

a) El vector normal del plano es un vector director de la recta, es decir, v=(123)

Y teniendo en cuenta que la recta pasa por P(2, 1, 1),
x-2 y-1_ z-1
1 2 3

b) En la recta r, hacemos 2= A y queda de la siguiente forma:

x=-3+2A
r:qy=4+»x
z=»\

El vector director de la recta es un vector caracteristico del plano buscado.
2x+y+z+D=0

Como el plano contiene al punto P(2,1,1), 22+1+1+D=0=p=_¢

Ecuacion del plano que pasa por Py es perpendicular ar: 2x+y+z-6=0

Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok ok ek Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
{x +y—z=3

Dadalarectar: (XY +z=1 y el punto P(1, 3, 1)

(a) Averigua si el punto P pertenece ar Solucion: P er

(b) Calcula un vector director de r Solucion: (0,11)

x=2
Solucion: r=<y=1+A4
z=A

c) Halla unas ecuaciones paramétricas de larectar
(d) Determina la ecuacion general del plano que pasa por el punto P y contiene alarectar

Solucién: A(2,1,0) er, El plano es el que pasa por P(1,3,1) y tiene vector
Solucion,, (m@)em p que pasa por P(1,3,1) y

normal n = AP x d, .La ecuaciénes: x+y-z-3=0
Skok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ke ok ok sk ok ok sk ok ok ke ok ok sk ok ok ke ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok sk ke ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok

Considera el plano 1t de ecuaciéon x + 2y + z = 1.
Halla el punto de m mas préximo al punto (3, 1, 2).
Solucion

El punto mas proximo a P(3,1,2) es el punto Q (proyeccién ortogonal de P sobre )
1°) Hallamos la recta r que pasa por P y es perpendicular a ©t

2°9) Calculamos el punto de corte, Q, entrer y
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[ Vs

io

R X=3+2
1°) dp =nyp =(1,2,1) ; PG,1,.2)er—>r: yy=1+2A,con AeR
z=2+A

2°) Hallamos Q resolviendo el sistema formado por las ecuaciones paramétricas de r y la ecuacion de w:
3+A+2(04+20)+2+A)=1>3+A+2+4A+2+A=1>6A+7=1>A=—1.

x=3-1 x=2
Luego<y=1+2(-1)—><y=-1.Por tanto, |Q(2,-11)
z=2-1 z=1

Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
Dada la recta r definida por
x-1_ y+1 z-2

2 3 1

a) Hallala ecuacion del plano que pasa por el origen y contiene ar.
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y es perpendicular ar.

Solucién:
x-1_ y+1 z-2
Dado que la recta es 2 3 1 un punto de la misma sera (1, -1, 2), siendo el vector
director “ = (2’ 3, 1).
Apartado a)
X y z
-1 1 -2/=7x-3y-5z=0
2 3 1

Det (x-0, AQ, u)=
Es decir, el plano que pasa por el origen y contiene a la rectar es:

7x-3y—-5z=0

Apartado b)

El vector normal del plano u = (2, 3, 1) = n, coincide con el vector director puesto que el plano es
perpendicular a la recta.

Un plano perpendicular a la recta seria 2x + 3y +z + C = 0, como pasa por el punto (0, 0, 0)

entonces 0 + 0 4+ 0 + C = 0. Por tanto, C = 0.
El plano sera por tanto: 2¥+3y+2=0
Sk 3k skook 3k sk ok ok >k sk ke sk sk skook sk sk sk ok >k sk sk sk sk skoske sk sk skesk sk sk skesk sk skeske sk sk skeske sk sk skesk sk skoskesk sk sk sk sk sksk sk sk skok >k

x+z=1 { x=2
=

=
Dadas las rectas { y:l, y+z—-1=
sea paralela al plano OXY.

0 , determina una recta que corte al eje 0Z, a las dos dadas, y

- Pagina 52 -



PROBLEMAS AFINES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

—x+2ay—-2az=0 , x+ay—-az=0_

Para @ #0 se consideran los planos

y
a) Hallar la posicién relativa de ambos planos en funcién de a .
b) Determinar la recta paralela a ambos pasando por el punto (0,0,0).
C) (Existe el plano paralelo a ambos pasando por (0,0,0)? Razonar la respuesta.
Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
2x—y+z=3
xX—y+z=2
«.» Ix—y+az=4

Hallar el valor del parametro “a” para que los planos de ecuaciones: se corten en unarectar.

Obtén la ecuacién del plano que pasa por el punto P (2, 1, 3) y contiene a la recta r del apartado anterior.
Skoskoskokesk sk ks sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk sksksk sk skoskske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk

x+y+1=0

r=
Sea la recta {2x_z+3:0

a. Escribase la recta en forma paramétrica
b. Para cada punto P de r, determinese la ecuacién de la recta que pasa por P y corta

perpendicularmente al eje OZ
Sk sk Sk Sk ok ok sk ok ke sk Sk ke ok Sk ke ok Sk sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ok ok Sk Sk ok R ok ok ok R ok Rk ok sk ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

Seam un nimero real yseanry 7 larectay el plano dados respectivamente por

2x—my+z=2-m
r= omo=3x+2z=2-m=0

xX+2y+z=0

e Estudiese la posicidn relativadery 7 en funcién del valor de m

e Para el valor m=1, hallese la ecuacién del plano que pasa por el punto de cortedery 7 y

es perpendicularalarecta [=X=V =2,

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k >k ok ok 3k >k ok ok 3k >k ok ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk >k ok ok k sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk k-

x=—-1-14
{3x+ay—6az+1=0 s=qy=3+A
=
Calculense los valores de a para los cuales las rectas —X+y+3z-3=0 y z=l+ak son

perpendiculares.

Para @ =1, calctilese la recta que pasa por (LLI) y seapoyaenrys.
Skskskokesk sk skskesk sk skoskok sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk sksksk sk sk sk ke sk sk skoskesk sk skosksk sk sksk sk sk sk skosk sk sk

_Z+l

V=
y larecta

x—1
=y 4+2
> y

AB.5.-1) 4 hallese el punto B perteneciente a r tal que el

3x-2y+z+5=0

Dados el punto

vector de extremos Ay B es paralelo al plano 7 de ecuacién
Sk sk k sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

x—y=2 2x—z+2=0
r = , S=
Se consideran las rectas 2x—z+1=0 2y—-mz=06

a) Hallar el valor de m para que r y s sean paralelas.
b) Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién del plano que

contiene alas rectasry s.
Sk sk sk sk ok ok >k ok ok ok sk ok sk Sk sk ok 3k ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

x+2 y-1

_z
1

1 y la recta 6 2

m=x+3y-z= se pide:

Dado el plano
a) Hallar la ecuacion general del plano 7 " que contiene ary es perpendiculara 7 .

7 - - =7 4
b) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos % y 7 .
Skskskokesk sk skokesk sk sksk sk sk sk sksk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk
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:x—l_l_z+1

Se consideran el plano 6 ylarecta 23 -1

a) Hallar el punto simétrico de M(1,1,1) respecto del plano.

b) Hallar el punto simétrico de M(1,1,1) respecto de la recta.
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ke S ok Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

T=x+y—2z=

x=1+2
y=1 z+1 s=qy=2-4
rex—-2=——= v
Sean las rectas k -2

a) Hallar k para que r y s sean coplanarias.
b) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.
c) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién de la recta perpendicular comun a las rectas dadas.

3K 3k 3k Sk sk Sk sk o sk ok sk ok Sk ok Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok Sk sk Sk sk ke sk ke sk ok sk ok Sk sk Sk sk ke sk ok sk ok sk ok sk sk Sk sk ke sk ke sk ok sk ok ke sk sk sk sk sk
x=1+24 x=3-— u

r=3y=2-12 s=3y=1-2u

Sean las rectas z=2 z=3+u

a) SiP esun punto genérico delarecta 7, hallar (en funcién de ) las coordenadas del punto Q de *

tal que la recta PQ es paralela al plano *¥+V+2=3

b) Hallar el lugar geométrico que describe el punto medio del segmento PQ.
Sk sk sk ok sk sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

r=x+y+z=1 13 recta " = (5:2.2)=(10,0)+ A(0,L1) P(1,10)

Dados el plano ,y el punto , se pide:

a) Hallar la ecuacion de una recta s que sea perpendiculara 7 y pase por P.
b) Hallar el punto P', simétrico de P respecto de 7.

c) Hallar el punto P", simétrico de 7 .
Skesk sk skook 3k sk sk ok 3k sk sk ok 3k sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk >k
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