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Inin (1+ x) —senx

1.- (prueba extraordinaria) Calcula lim

x>0 x sen(x)
Resolucién
. . Inln (1+x) —senx Inln(1+0)—sen0 0 . ./
Vamos a hallar el limite: lim (1+x) = ( ) = — Indeterminacién
x> 0 x senx 0sen0 0
Aplicamos la regla de L"Hopital:
1 1
. [Inin (1 +x) —senx]” __ . irx _ io 0 __0 :
)1(1_1}1;1) (x senx)’ - chl_I)I(l) senx+xcoscosx  sen0+0Ocoscos0 ~ 0 Indetermin.
Aplicamos de nuevo la regla de L'Hopital:
1 , -1 - -1
lim (1+x —x) ~ lim e +senx ~ lim Lty +senx _ e +sen0 1
x—0 (senx+xcoscosx) x— 0  €0sx+ (coscosx —xsenx) x>0 2cosx—xsenx 2cos0—0sen0 2
FITA L : . Inln (1+x) —senx -1
Por la regla de L'Hopital, lim (1+%) =
x sen x 2

x—0

2.- (prueba extraordinaria) Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = e’

(a) ¢En qué punto de la grafica de f la recta tangente a esta pasa por el origen de coordenadas?
Halla la ecuacién de dicha recta tangente.
Resolucién

3 . y Lo
Sea P(a, e/ ) el punto al que se hace referencia. La ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto
x/3 /3 a/3
e /3

Pesrtgry=f(a)(x-a) +f(@); f'(x) ==5—; f(@)= 3 f@=e"?; rtgiy = —(x —a)+e

a/3
Como la recta tangente pasa por el origen de coordenadas, (0, 0), entonces 0 = e3 0 —a)+ e’
a.e”’ __a/3 a _ . . 3/3
Luego,——=e ' = —- = 1=a = 3 ; El punto que se pide es P(3, e )=>P(3, e)
3/3
La ecuacion de la recta tangente es rtg: y = ——(x — 3) + ePortgy = —(x = 3) + e>rtg:y ==

(b) Calcula el area del recinto acotado que esta limitado por la grafica de f, la recta tangente obtenida y el
eje de ordenadas.

Resolucién
I\4
3
P(3, e)
2
=X
) -2 -1 1 2 4
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3 2 x/3 2

El area que se pidees A = f(ex/3 — e—3x) dx. Una primitiva es p(x) = 3¢"° - % % = 18 6_ =
0
Por la regla de Barrow,
3/3 2 0/3 2
18¢™"" —e3 18e '~ — el 9e — 18 3e—6 __ 2
A =p3)—p0)= A - A =——F =—-=1078u

3.- (prueba extraordinaria) Sea f: (0, ) — R la funcién definida por f(x) = (x - 1) In x. Calcula la
primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1, -3/2).
Resolucién

Una primitiva F de la funcién fes F(x) = [(x — 1) In In x dx. Usamos el método de integracién por

partes:
I
2 2 2 1
[x %dx dv=(x—1)dxv=%L]=>F(x)=Mzmﬂ - %fix;ledxﬁ
Dado que (X:Cl) == _ixﬂ =x— 2 +%; Ilzf(x — 2)dx +f}+dx =J%L+ Inlnx
(x — 1)’Inin x 1| x-2)° (x — 1)’Inin x x-2)
Luego, F(x) = ——— — T[T+lnlnx]+k= 5 — 7 -5tk

-3
2

F(x) = 2= Dinx ‘4("‘”2‘21"1"" + k. Como la primitiva pasa por (1, -3/2) entonces F(1) =

2 2
2(1-1nin1 — (1-2)°— 2Inin 1 -3 -1 -3 _ 1 3 _
4 th=—F=—"F" +tk=—=k=- ; =k =

=5
-

2 2 2 2
e e 2x—1)Inlnx — (x—2) —2Ilnlnx =5 2x —4x)lnlnx —x +4x—9
Luego, la primitiva que se busca es F(x) = xr—1) (4 ) = ) "

4.- (prueba extraordinaria) Estudia la derivabilidad de la funcidn f: R — R definida por

f(x) ={1_x|x|, six#¥1 yx#+ — 10, six=—16x=1

Resoluci6n
Como |x| = {— x,six < 0x,si x>0 entonces

f(x)= {%ﬂ, six < 0, x# — 1ﬁ, six=0, x#£10, six=—16x =1
Six#0;1;-1,fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables siendo

, LA +x)—x1
fl) = (T

1.(1—x) —x.(=1)
a-x"

, Sl x <0, x# —1

Estudiemos el caso x = 0:

lim f)=2=0; lim f=2 =0=f0. Luego, fescontinuaenx =20

x=0 x=0

lim f=—',=1= lm f=—',=1Luego, fes derivableenx=0

2 2
x—0 1+0) x-0 -0

Estudiemos el caso x = 1:
i oo f NO €s continuaen x = 1

En consecuencia, tampoco es derivableen x = 1

, Sl x > 0, x#1 ={;2, Si x <0, x¥# —1—
1+x) (
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Estudiemos el caso x = -1:

1

tim _ 1) = L=l lim | f() = L=L =t w; f=0=fNO es continuaenx=-1

0 0"

En consecuencia, tampoco es derivable en x = -1

5.- En la figura adjunta puedes ver representada parte de la grafica de una funcion f que esta definida en

el intervalo (-3, 3) y que es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Y
B»—+ :
-3 -2 -1 i 2 3
17T
ot
—_3f
(a) Razona cual debe ser el valor de f(0).
Resolucién

f esta definida en (-3, 3) y, por tanto, en x = 0. Al ser simétrica respecto al origen de coordenadas se

cumple que f(-x) = - f(x). Parax = 0, f(0) = - f(0). Trasponiendo, 2f(0) = 0. Luego, f(0) =0

(b) Completa la grafica de f.

(c) Halla f'(x) para los x € (-3, 3) en los que dicha derivada exista.
Resoluci6n
Aunque la grafica se puede completar usando la simetria respecto del origen vamos a hallar la expresion

analitica.

Para0<x<1,f(x) =1;Paral <x<3,

f-2 _ 3-2 _ 1 _ 1 _
= =5 ==& -1+ 2=

x+ 3
2 )

En el intervalo [0, 3), f(x) = {1, si0 < x<1

x—1+4

2

sil<x<3.
Al ser simeétrica respecto al origen, f(-x) = —f(x). Luego, en (-3, 3),
fo)={== si-3<x<-1 -1, si—1<x <00, six =01, si0 < x<1

x+3

2

)

sil<x<3

Six#0;1;-1,fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y

-1

derivables siendo f'(x) = {——, si — 3 <x<—10, si—1<x <1, x#0

2 )

= sil<x<3

Estudiemos el casox=0: lim f(x)=—1; lim+ f(x)=1; f(0)= 0=fNOescontinuaenx =10

x—0 x—0
En consecuencia, tampoco es derivable en x = 0

Estudiemoselcasox=1: lim f(x)=1= f(1) ;

x—1
1
En consecuencia, tampoco es derivableenx = 1

lim+ f(x) = —— = 2= {NO es continuaen x =

x—1
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x=-1: lim f(x)=—5>-=1; lim_ f(x)=— 1= f(— 1)= NO es continua en x =

x—-—1 x—-—1
-1
En consecuencia, tampoco es derivable en x = -1

6.- Se sabe que la funcién f: R — R definida por f(x) = ax® + bx + ¢ tiene maximo absoluto en el punto de
3

abscisa x = 1, que su grafica pasa por el punto (1,4) y que [ f(x) dx = % Hallaa, byc.
-1

Resolucién
fes derivabley f'(x) = 2ax + b. Al ser una funcioén cuadratica definida en R, el maximo absoluto en x =

1 es también relativo: f (1) =0=>2a.1 + b = 0=>b=-2a y f(x)=ax’-2ax+c
Como la gréfica pasa por el punto (1, 4), entonces f(1) =4 = al’-2al+c=4 = c=4+a.
Luego, f(x) = ax* - 2ax + 4 + a.

3
Por otra parte, [ f(x) dx = % f f(x) dx = f(ax2 — 2ax + 4 + a)dx.
-1

_ ax’ 2 _ ax’ — 3ax’ + 12x + 3ax
[ fx)dx = ;- —ax +4x+ax + k= 3 + k.

ax3 — 3ax2 + 12x + 3ax
3

Una primitiva es F(x) =

3 2 3 2
Por la regla de Barrow,% - FG3)— F(— 1)= a3’ —3a3 ;—12.3+3a.3 __a(-1)"-3a(-1) ;—12(—1)4—3(1(—1)
Luego, —2-2- = 2% =32a + 96 = 96 =a = 0.

Conclusion:a =0, b=0yc=4 ; f(x)= 4

7.- Se sabe que la funcién f: R — R definida por f(x) = ax® + bx* + cx + d es tal que f(0) = 4 y que su
grafica tiene un punto de inflexién en (1, 2). Conociendo ademas que la recta tangente a la grafica de f en
el punto de abscisa x = 0 es horizontal, calcula a, b, cy d.

Resolucién

f(x)=ax® +bx* +cx+d ; f/(x)= 3ax’ + 2bx + ¢ ;7 (x)= 6ax + 2b.
- Como f(0) = 4 entonces, a.0°> + b.0? + c.0 + d =4 = d = 4. Nos queda f(x) = ax® + bx* + cx + 4
- Como la gréfica tiene un punto de inflexiéon en (1, 2), entonces = (1) =0=6a.1 + 2b=0=>b=-3a
Queda f(x) = ax® - 3ax’ + cx + 4
Como ademas pasa por (1,2),f(1) =2=a.1*-3a1*+cl14+4=2 = c=2a-2
Queda f(x) = ax® - 3ax* + (2a - 2)x + 4.

—4 -
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- Como la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0 es horizontal, entonces f'(0) = 0.

Alser f'(x) = 3ax’ - 6ax + 2a - 2, entonces 3a. 02 -6a.0 + 2a-2=2a — 2 =0.Dedonde, a =1

Conclusion:a =1, b=—3, c=0,d=4; f(x)=x-3x"+4
8.- En la figura adjunta puedes ver representada en el intervalo [0, 2] la grafica de la parabola de
2

7 X 7 . s .
ecuacion y = ——. Halla el valor de m para el que las areas de las superficies rayadas son iguales.

1

Resolucién

m 2 ) 2 2,
Como las areas son iguales, f% dx = f(l — %) dx = [dx — f% dx.
1 m m m

mo 2, 2 2, 2
Trasponiendo términos, [——dx + [S-dx = [dx = [S-dx = [dx
1 m m 1 m

2 2 3 3

Hallemos f% dx. Una primitiva es p(x) = %. ; = 1’(2
1
2
Por la regla de B f"zd—z_ e 2 L _ 7
or laregla de arrow,1 , x=p2)—p()= > > =
2 2
Hallemos [ dx. Una primitiva es p(x) = x. Por laregla de Barrow, [ dx = p(2) — p(m)= 2 — m
mn m
. 7 7 17
Sustituyendo, 7> =2 —m=>m = 2 — -~ =~

9.- Se sabe que la funcién f: R = R definida por f(x) = x> + ax* + bx + c tiene un punto de derivada nula
en x = 1 que no es extremo relativo y que f(1) = 1. Calculaa,byc.
Resolucién

fx)=x"+ax’ +bx+c ; f(x)= 3x* + 2ax + b ;[ (x) = 6x + 2a.
Al ser f'(1) = 0 entonces, 3.1+ 2a1+b=0 = 2a+b=-3.Como no es extremo relativo,
entonces f(1) = 0. Luego, 6.1 + 2a=0,a=-3. De donde, 2.(-3) + b=-3,b = 3.
Nos queda f(x) = x> - 3x* + 3x+ c.Como f(1) =1=1°-31°+3.1+c=1 = c=0.

Conclusién:a=-3,b=3,c=0 y f(x) =x - 3x* + 3x.
-5—
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10.- Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x* - 2x + 2.
(a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3.
Resolucién

La ecuacidén de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xg)) es
rtg:y = (%) (x - X¢) + f(Xo)-

En este caso,x,=3; f'(x) = 2x — Z,f'(xo)z ff3)=23-2=4%4;
flx)=f@=3-23+2=5

La ecuacién de larecta tangenteesrtg:y = 4(x — 3)+ 5 ; rtg:y = 4x — 7
(b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, 1a recta tangente obtenida y el eje OY.
Resolucién

(y=x —2x+2y=4x—T>x-2x+2=4x-7=>x*-6x+9=(x-3)2=0>
{x=3y =43 -7 .Punto (3,5)

f(X):()c)xz—Zx+2=0<:>x — 2fye 4l 2Lt ,imposible ; f(0) = 2. Corte con 0Y: (0, 2)

2.1 2

3 3
A= f[x2 —2x+2— (4 — N]dx = [ (x — 3)2 dx. Una primitiva es p(x) = %L
0 0
3

(3-3) 0-3° o 2
3 E— =9u

Por la regla de Barrow, A = p(3) — p(0) =

11.- Se sabe que la funcién f: (0, 3) — R es derivable en todo punto de su dominio,

siendo f'(x) = {x — 1,5i0 < x<2 — x + 3,si2 < x < 3,y quef(1) = 0. Halla la expresion analitica
de f.

—-6-—
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Resolucién

2
f)=[f()dx = {J(x — 1)dx,si0 < x<2 [(— x + 3)dx,si2 < x <3 = {Tx—x + a,si0 <xS2;£

2

1°-21+2a 2a—1 1
Como f(l) =O = f = OﬁTz Oﬁa = T

2 -22+2 2" +6.2+2b 1 7
: ) 2 —2 +62+ —
Por ser continuaenx =2: f(x) = f(x) = > = > == =Db+ 4=b =—
2 2
Por tanto, f(x) = {(=——2*L 0 < x<2 %6"—7, si2 <x<3

2

12.- Sea f: R = R la funcién continua definida por f(x) = {|2 — x|, six < ax’ — 5x + 7,si x=a,donde
a es un namero real.
(a) Determina a.
Resolucién
Para x # a f es continua por ser el resultado de operar con funciones continuas

Como es continuaenx=a: f(x)= f(x)= |2 — a|= a’—5a+7

_ 4+4416-415 _ 4++-4
- 2

(@-5a+7=2-a6a"~5a+7=a-2={~4a+5=06a"-6a+9=(a-3"=0, a = 21

,imposible 6 a=3

Conclusién: debe sera =3

(b) Halla la funcién derivada de f.
Resolucién
f(x) ={2 — x|,six < 3x° — 5x + 7,six=3 ycomo |2 — x| = {2 — x,six < 2x — 2,5ix=>2,

entonces f(x) = {2 — x,six < 2x — 2,5i2<x < 3x2 — 5x + 7,six=>3
f es continua en R y derivable en R - {2 ; 3} siendo
ff(x) ={—1,six<21,si2<x<32x —5,six > 3.

lim f()=-1# lm ;)= 1 Luego, f NO es derivable enx = 2
x—-2 x—-2

lim f()=1= lm f(x)=23-5=1Luego, fesderivable enx =3

x—3 x—=2

Conclusiodn: f es continua en R y derivable en R - {2} siendo
ff(x) ={—1,six<21,5i2<x<32x — 5,six=3.

13.- (prueba ordinaria) Sea f: (-1, 1) — R la funcién definida por f(x) = In(1 - x%). Calcula la primitiva de f
cuya grafica pasa por el punto (0, 1).
Resolucién

Una primitiva F de la funcién fes F(x) = [Inin (1 - xz) dx. Usamos el método de integracion por

partes:

2 2 2 11

[u = lnln(l —x) _sz dx dv =dxv = X]ﬁF(x): xlnln(l —X) _ f 22x dx™
1-x x -1
. sz 2
Hallando la forma mixta, —; =2 +—
x =1 x =1

Descomponemos la fraccién en suma de fracciones simples: xzz_ =7 1)2(x = - xi -+ xf -

-7-
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Multiplicando los dos miembros por (x + 1)(x - 1), tenemos 2=A(x-1) +B(x+ 1)

- Para x = 1, sustituyendo, 2 = 2B, de donde B = 1; para x = -1, sustituyendo, -2 = -2A, de donde A =1

11:1(2 + X‘j)dxzzx+1nln|x+u +inlnly = 1] +k,

F(x):xlnln(l—xz) —2x—Inln|x +1] —Inln|x — 1| + k

Como la gréfica de la primitiva pasa por (0, 1),
F(0O)=1=0lnin1l — 2.0 —Inln1l —Inlnl1 + k=0=k =0

Luego, la primitiva que se busca es F(x) = xIn In (1 - xz) —2x —Inln|x + 1| — Inln|x — 1|
14.- (prueba ordinaria) Se sabe que la funcién f: R - R definida por f(x) = x> + ax® + bx + ¢ tiene un

extremo relativo en el punto de abscisa x = 0 y que su grafica tiene un punto de inflexion en el punto de
1

abscisa x = -1. Conociendo ademas que [ f(x) dx = 6,hallaa,byc.
0

Resolucién
fx)=x"+ax’ +bx+c ; f(x)= 3x° + 2ax + b ;[ (x) = 6x + 2a.

En x = 0 tiene un extremo relativo= f(0) =0 = 3.0°+2a0+b=0 = b=0.
En x = -1 tiene un punto de inflexiéon = f“(-1)=0 =26(-1)+2a=0 = a=3.

Nos queda la funcién f(x) = x* + 3x* + ¢

’ 4 4 3
A 3
Hallemos [ f(x) dx . Una primitiva es F(x) = Z +x 4+ cx = ——m—— +4’; Ao
0

Por la regla de Barrow,

1 ) 3 4 3
6 = ff(x) dx = F(1) — F(0) = 1 +4.14+4c.1 0 +4.(L+4c.0 _ 46:5
0

. 19 19 3 2, 19
Despejando, 4c+5=24,c =—— .Luego,a =3, b =0, c=——y f()=x + 3x +——

15.- (prueba ordinaria) Dada la pardbolay = 1 + x* y larecta de ecuaciény = 1 + x, se pide:
(a) Area de la regién limitada por la recta y la parabola.
Resolucién

Puntos de corte de la rectay la parabola: {y = 1 + xzy =1+x.
Igualando, 1 +x* =1+x ;x*-x=x(x-1)=0; x=0, y=1, punto (0,1) ; x=1,y =2, punto (1, 2)

Como (14 x%*)’'=2x=0six=0, y=14 0% =1 se trata de una parabola convexa de vértice (0, 1).
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NG

0 1:
! 2 ! 2

El 4rea que se pidees 4 = [[1 + x —(1 +x)]dx = [(x — x") dx.
0 0

U imiti _ LZ _ xS _ 3x2—2x3
na primitiva es p(x) = = = -
Porl lade B A= p(1) = p(0) = 34 -21° 30°-20" _ 1 2
or laregla de Barrow, 4 = p(1) — p(0) = - _ - =L
(b) Ecuacion de la recta paralela a la dada que es tangente a la parabola.
Resolucién

Busquemos el punto P(x, y) de la pardbolay = f(x) = 1 + x* donde la recta tangente es paralela
alarectay=1+x.

Como la pendiente de la recta dada es 1, la pendiente de la recta tangente también es 1.
5

2
Luego, f'(x) = 2x = 1. De donde, x = %, y=1+ (%) ==

La ecuaciéon punto-pendiente de la recta tangente que se busca es

16.- (prueba ordinaria) Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = (x + 3).e™
(a) Halla las asintotas de la grafica de f.

Resolucién
Como f es continua (y derivable) en R, no hay asintotas verticales.

x+3 +0oo . Ny . . . s
f(x) =-—— =— Indeterminacion. Aunque la indeterminacion se puede resolver
e

aplicando la regla de L'Hépital, podemos deducir que el limite es 0 porque cuando x tiende a +, e* es
un infinito de orden superior al de x + 3.

Luego,laAH.en +oes AH.:y=0 (ejeX); y -y =3 =2t

grafica asintota e e

>o. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oo

;;;;;;;;
+

f(x) =— c.e == oo, (+ ) =— oo, No hay AH en -co.

Veamos si tiene asintota oblicua en —co, AO:y =mx + n
-9_
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2 ECX) = (—Xj—x3) “~ = — Indeterminacion.

Aplicamos la regla de L'Hopital: lim M&]— = —etGoxne _ (x — Z)ex =+ oo
x = 00 (—x) x — 400 -1 x — +00

Por tanto, por la regla de L"Hopital, L0 —4 . No hay asintota oblicua en -co.

X

(b) Determina los extremos relativos de f y los puntos de inflexién de su grafica.
Resolucién

f)=1le +(x+3)e (—)=¢€ (—x—2)=0ox =— 2

Fro)=—1le  +(—x—2e (- D=e(x+1); f'(=2)=e(-1)<0

Luego, en x = -2 hay un maximo relativo, y = f(— 2)=(— 2 + 3)e2 = 9257, 3. Maximo M(— 2, ez)

ff)=e (x + 1)= 0ox =— 1

(—OO’ _1) -1 (_11 +OO)
Hagamos una tabla de signos de ' (x): £ (x) - 0 +
f(x) | concava | Punto de inflexién | convexa

Luego, en x = -1 hay un punto de inflexion, y = f(— 1) = (— 1 + 3)e = 2e=5,4. Punto I(— 1, 2¢)
(c) Esboza la grafica de f.

Resolucién
AY
8
7
6
5
a
2
1
3 —2 —1 o 1 2 o
-1
—2
—3
—4

17.- Sea la funcién f: R = R definida por f(x) = {x2 + 3,5ix<12 — xz, six > 1
(a) Calcula, si es posible, las derivadas laterales de fen x = 1.
Resolucién
Para x # 1, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables.

fo =1 +3=4=fQ1) , f(X) =2 — 12 =1. Luego, fno es continuaenx =1

Six <1, f)=(+3) =2 ; Slx > 1, fl(x) = (2 - xz), =— 2x

Derivadas laterales: f’(l_) =f'(x) =2.1=2 ; f’(1+) = f'(x) =—2.1=—2
(b) Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f.

Resolucién
f(x)=0e 2x=0,x<1=x=0 06 -2x=0,x>1,imposible.

(—OO’ 0) 0 (OF 1) 1 (1r -|—OO)

Hagamos una tabla de signos de {'(x): f'(x) - 0 + A _

f(x) | decreciente creciente decreciente
-10 -
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f es decreciente en (-o0, 0 ) U (1, +o0) y creciente en (0, 1)
18.- Determina el valor positivo de A para el que el area del recinto limitado por la parabola y = x*
ylarectay =2Ax es 1.

Resolucién

Puntos de corte de la recta y la parabola: {y = X y =Ax .
Igualando, x* =Ax ;x*-Ax=x(x-A) =0; x=0, y=0, punto (0,0) ; x=2A,y=2A*, punto (A, A%

I \4
)\2
=X
0 A
. 2 Ao X 3 — 2x°
EldreaesA = 1 = [(Ax — x*) dx. Una primitiva es p(x) = - 3 z
0
s’ —22° 30t -20° 22 3 3
Por laregla de Barrow,1 = A = p(A) — p(0) = A -——F —=—u.Luego, A = 6= = \/g

19.- Sea f: R = R la funcién definida por f(x) = \3/;
(a) Calcula la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisax = 1.
Resolucién

La ecuacion de la recta tangente en un punto A(X,, f(Xg)) es rtg: y = f'(xo) (x - Xo) + f(xo).

2/3

En este caso,x,=1; f'(x) = (xl/g)' = %x_ ,f'(xo) = f'(1)= %1_2/3 %; f(xo) = f(1)= \3/T =1

La ecuacidn de la recta tangente esrtg: y = %(x - D+1; rtg:y = %x + % ; rtgry = %

(b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f y la recta tangente obtenida.
(c) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Resolucién
x+ 2
3

Puntos de corte de la grafica de f y la recta tangente: {y = \3/; y =

3 2
Igualando, \3/; = X;Z : elevando al cubo, x = = +Ox ;;12’”8 ; x>+ 6x°-15x+8=0

Usamos la regla de Ruffini: 16 — 1581 1 17 —8 17 — 80 ; (x-1)(x*+7x-8)=0

Resolviendo: x=1; x = 74 V492._14'1'(_8) = _759 ,
x=1,y =f/17 punto (1,1) ; x=-8,y =+/— 8 =— 2 punto (-8,-2)
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1 1
El 4rea que se pidees 4 = f(x43-2 —f/;)dx: f(""g‘z —x1/3)dx.

2 4/3 2 4/3 2 4/3
R _ 1 (x+2)  x _ _+2)  3x _ 2(x+2) —9«x
Una primitiva es p(x) = 2 > v Rl c — = 5
2 4/3 2 4/3
_ o 2142 —9.1 2(=8+2)"—9(=8)"" 9 72 —9.16
Por la regla de Barrow, A = p(1) — p(— 8) = - 5 =4 -0
A=p)-p(- =2 =2 =675u"s
2x2 + 2

20.- Considera la funcion f definida para x # -2 por f(x) = = 13

(a) Halla las asintotas de la grafica de f.
(b) Estudia la posicidén relativa de la grafica de f respecto de sus asintotas.

Resolucién
P _ N _ o 2(=2°+2 _ 10 _
Comox+2=0six=-2 parax=-2noescontinug; f(x) =——"— =—7— = F©
Luego, f tiene una asintota vertical en x = -2 cuya ecuacion es A.V.: x = -2
Ademés, f(x) = 3—0 = o y f(x) = (1)3 —+ o
Estudiemos las asintotas en Foo:
2
f(x) = lim sz = lim (2x) = too. Luego, f tiene no tiene asintota horizontal en +oo.

X — too X — too

Veamos si tiene asintota oblicua, AO: y = mx + n

2 +2

) a2 2x 42 2 _
X X X+ 2x 1 '
2+ 2 242 25" —4x 2 —4x
() = ma] =(x—+z— Zx) +2 vz b

Luego, la asintota oblicua en t+oo es la recta de ecuaciéon AO: y = 2x — 4
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Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota:

2 2 2
2x +2 2x +2—2x+8 10
y -y T ox+2 _(Zx_4)_ x+2 Tox+2

grafica asintota

-y...>0.Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oo

Six= + oo, Y grafica

Six— — oo, Y grafica ~ Vasintota < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en —oco

21.- Sea la funcién f: R - R definida por f(x) = 2x° - 6x + 4. Calcula el 4rea del recinto limitado por la
grafica de fy su recta tangente en el punto de abscisa correspondiente al maximo relativo de la funcidn.
Resolucién

fx)=6x-6=02x=+1 ; f'(x)=12x
Como f”(1) = 6.1 =6 >0 enx = 1 hay un minimo relativo ; y = f(1) = 2.1* - 6.1 + 4 = 0 ; punto (1, 0)
Como f”(-1) = 6.(-1) = -6 > 0 en x = 1 hay un maximo relativo, y = f(-1) = 2(-1)* - 6(-1) + 4 =8

La ecuacidén de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(x,)) es

rtg: vy = /(X)) (X — Xo) + f(Xo).

En este caso, x, = -1; f'(xo) =f(-1)=0; f(xo) = f(—1)= 8;
rtg:y = 0(x + 1)+ 8 ; rtg:y = 8
Puntos de corte de la grafica de f y la recta tangente: {y = 2x° — 6x + 4y =8 .

Igualando, 2x> - 6x + 4 = 8 ; 2x° - 6x - 4 = 0. Usamos la regla de Ruffini:
20 -6 —4 -1 —224 2 -2 —-40

(x + 1)(2x* - 2x - 4) = 0. Resolviendo: x=-1 ;2x*-2x-4=2(x*-x-2)=0

_ 131-41(=2) _ 143 _ B _ B B
= 21 = ——,x=2,y=8punto(2,8) ; x=-1,y=8 punto(-1,8)
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-3 12 A 0 1 2

El area que se pidees A = }[8 - (29(3 — 6x + 4)] dx = }(— 2 + 6x + 4) dx.
-1 -1

.4 2 4 2 2 4
Una primitiva es p(x) = % + 6Tx +4x =——+ 3x" + 4x = % . Por la regla de Barrow,
A= (2 — p(— 1) = 62°+82-2"  6(-1’+8(-1)-(-1" _ 24 -3 _ 27 _ 13 5,2
- p( ) p( )_ 2 - 2 - 2 - 2 — 2 = yoUu .

x3
22.- Dada la funcion f definida para x # -1 por f(x) = PP determina:

+Xx
(a) Las asintotas de la grafica de f.

Resolucién
3
Como (x + 1)* = 0 six = -1, parax = -1 no es continua; f(x) = (i_li)z = _01 = 4o
Luego, f tiene una asintota vertical en x = -1 cuya ecuacién es A.V.: x = -1
Ademés, f(x) = ;} = o y f(x) = ;j —
Estudiemos las asintotas en Foo:
3

f(x) = lim ——= lim x = +oo. Luego, ftiene no tiene asintota horizontal en +co.

X— too x X — too

Veamos si tiene asintota oblicua, AO: y = mx + n

3
X

[  _ _asn' X
x X (1+x)°

2

[F(x) — ma] =( < —x) T i S et S

(1 +x)° (1 +x)° 1+x°

Luego, la asintota oblicua en + oo es la recta de ecuacion AO: y = x — 2
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Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota:
’ xg—(1+x2+2x)(x—2) — x3—(x3—3x—2) _ _3x+2
(1+x° (1+2)° A+

X

e G

asintota 1+ x)z

y

grafica
six> ey o~y >0.Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oo

Six— =,y = Ve < 0 - LUEGO, la grafica esta “por debajo” de la asintota en oo

(b) Los puntos de corte, si existen, de dicha grafica con sus asintotas.
Resolucién

Logicamente, no hay cortes con la asintota vertical.
3

Puntos de corte de la grafica de f y la asintota oblicua: {y = (1x )2 y=x—2.
+x
© O : — =2 I — =8
Igualando, T =x—-2;x=x —3x—-2; x=—",y=—73"—2=——Punto

23.- De entre todos los rectdngulos que tienen uno de sus vértices en el origen de coordenadas,

2
S 2x . ..
el opuesto de este vértice enla curvay = —; con (x > 1), uno de sus lados situado sobre el semieje
x —1

positivo de abscisas y otro lado sobre el semieje positivo de ordenadas, halla el que tiene area minima.

Resolucién
AY
yl> -------------------------------------------- ’
i X
0 1 X 2
22" 2x°
Funcién a minimizar: A(x) = A(rectangulo) = xy = x—; ==
_ X

E;rxz(zﬂf)zz;.h _ z(x:—e){ o e2xt-6x" = ZXZ(XZ -3)=0.Comox>1=x =+/3

A(x) =

Parax < ﬁ,A'(x) <0 y parax > ﬁ,A'(x) > 0. Luego, parax = \/§ A(x) alcanza el minimo.

2

Base del rectangulo: x = \/§ =1,73u Altura del rectangulo: y = (J}%L =3u
3) -1

El areaseriad = 3+/3 5,2 u2

24.- Considera las funciones f, g: R - R definidas por f(x) = 6 -x* y g(x) = |x|.
(a) Dibuja el recinto acotado que esta limitado por las graficas de fy g.
(b) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior

Resolucién

Puntos de corte de las graficas: {y = 6 — X y = |x| .
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Igualando,

6—x2=|x|; {6—x2=x,x206—x2=—x,x<0:>{x2+x—6=O,x20x2—x—6=0,x<0
x>0, x = _1i“12714'1'(_6) = _1215 =>x =2,y =|2|= 2; punto (2, 2)

x <0 x=—= 1;';}'1'(_6) = 1§5 =>x =— 2,y =|— 2|=2; punto (-2,2)

Teniendo en cuenta que ademds y = 6 - x* es una parabola concava de vértice (0, 6) y que corta al eje X

en los puntos de abscisax = + \/g se obtiene:

Debido a la simetria de las graficas, el area que se pide es

2 2

A=2[[fx)— gx)]dx = 2[(6 —x" — x)dx = [(12 — 2x° — 2x) dx.
0 0

o~ N

2% 2 36x — 2x°— 3x°
x = —

3 - 3

Una primitiva de la funcién del integrando es p(x) = 12x —

3 2 3 2
Por la regla de Barrow, el areaes A = p(2) — p(0) = 262~ 23;2 —22 380 _23'0 —30 434 =14, 67 u’
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