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INTRODUCTION GÉNÉRALE 

L’HISTORIQUE DE LA MÉCANIQUE CLASSIQUE 

La mécanique classique est une branche de la physique dont l'objet est l'étude du 

mouvement des objets macroscopiques qui se déplacent par une vitesse inférieur   à celle de 

la lumière. 

 

AVANT–PROPOS 

ce sujet concerne particulièrement des solides indéformables (rigides),qui défini par des 

ensembles des points matériels dont les distances entre eux sont constantes au cours du 

temps c'est à dire : d(a)/dt=0 tel que a est la distance entre deux points successive. 

 

 

Le matériau considéré 

CHAPITRE 1 : LE CENTRE DE MASSE ET LA MATRICE D'INERTIE D'UN SOLIDE RIGIDE 
DE FORME USUEL 

1.I​  LE CENTRE DE MASSE 

Le centre de gravité d’un solide homogène (constitué de même matière) est situé au centre 

géométrique de celui-ci.  

Par exemples, pour quelques exemples d’objets homogènes représentant des figures 

géométriques élémentaires, le centre de gravité est le centre de symétrie de chaque figure. 

 



 
Le centre de gravité d’un solide hétérogène (constitué de matières différentes) est situé dans 

la partie la plus dense de celui-ci.  

Par exemple, le centre de gravité d’un marteau est décalé vers la tête.  

 

On défini aussi le centre de masse(ou centre de gravité)  d’un système (∑) 

mathématiquement le point noté G déterminé d’après la relation suivant :   

Pour les systèmes discrets:   =0 𝑜𝑛 𝑎        
(𝑠)
∑ 𝐺𝑀 𝑑𝑚

  Soit = + +   donc   =    =  et  =      avec m=𝑂𝐺
→

𝑥
𝐺

𝑖
→

𝑦
𝐺

𝑗
→

𝑧
𝐺

𝑘
→

𝑥
𝐺

1
𝑚

𝑖=1

𝑚𝑁

∑ 𝑚
𝑖
𝑥

𝑖
𝑦

𝐺
1
𝑚

𝑖=1

𝑁

∑ 𝑚
𝑖
𝑦

𝑖
𝑧

𝐺
1
𝑚

𝑖=1

𝑁

∑ 𝑚
𝑖
𝑧

𝑖

 
𝑖=1

𝑁

∑ 𝑚
𝑖

Pour les systèmes contenus :Dans ce cas on a :    
Ʃ( )
∫ 𝐺𝑀𝑑𝑚 𝑝( ) = 0

=    ,   =    et    =  𝑥
𝐺

1
𝑚

𝑠
∫ 𝑥 𝑑𝑚 𝑦

𝐺
1
𝑚

𝑠
∫ 𝑦 𝑑𝑚 𝑧

𝐺
1
𝑚

𝑠
∫ 𝑧 𝑑𝑚

Exemple : 

Le demi-disque est dans le plan (xOy) : 

z = 0 donc = 0 𝑧
𝐺

coordonnées polaires (r , ) : θ

x=rcos , y=rsin  θ θ

surface élémentaire : ds=rdrd   θ

donc la surface de demi-disque de rayon R est : s=

=  
0

𝑅

∫
0

π

∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑θ π 𝑅2

2

la masse élémentaire : dm= ds=  rdrd   σ σ θ

on a système homogène donc  =cte alors m= s et =  σ  σ σ 2𝑚

π𝑅2

Coordonnée du centre d’inertie, G : 

 



= = = = =  𝑦
𝐺

1
𝑚 ∬

𝑆
𝑦𝑑𝑚 σ

𝑚 ∬
𝑆
𝑦𝑑𝑠 1

𝑠 ∬
𝑠
𝑦𝑑𝑠 2

π𝑅2( )
0

𝑅

∫
0

π

∫ 𝑟2𝑠𝑖𝑛θ𝑑𝑟𝑑θ 4𝑅
3π

= = =0 𝑥
𝐺

1
𝑠 ∬

𝑠
𝑥𝑑𝑠 2

π𝑅2( )
0

𝑅

∫
0

π

∫ 𝑟2𝑐𝑜𝑠θ𝑑𝑟𝑑θ

Donc le centre de masse G a pour coordonnée dans (R) : G(0, ,0) 
4𝑅
3π

1.I.1​ THÉORÈME DE GULDIN 

1.I.1.1​ LE PREMIER THÉORÈME 

Soit une courbe   de longueur L et de centre de gravité G , engendre (∁)

une surface S par son rotation autour de l’axe  :donc la distance entre le ∆

centre de gravité et l’axe  est : d=   ∆ 𝑆
2π𝐿

Exemple : Quart de cerceau de rayon R 

La longueur du quart de cerceau de rayon R est: L= Rotation autour de 
π𝑅
2

l’axe (Oy) : Cette rotation engendre une demi-sphère creuse de surface: S 

=2  π𝑅2 

La distance de G à l’axe (Oy) est donc : 

= =  𝑥
𝐺

𝑆
2π𝐿

2𝑅
π

Rotation autour de l’axe (Ox) : Cette rotation engendre une demi-sphère 

creuse de surface : S =2  La distance de G à l’axe (Ox) est donc :  π𝑅2

= =  𝑦
𝐺

𝑆
2π𝐿

2𝑅
π

Donc le centre d’inertie, G a pour coordonnées dans (ℛ): G( , ) . 
2𝑅
π

2𝑅
π ,  0

 

1.I.1.2​ LA DEUXIÈME THÉORÈME  

Soit une surface d’aire S et de centre de gravité G, engendre un volume v par 

son rotation autour de l’axe  : donc la distance entre le centre de gravité et ∆

l’axe  est : d=  ∆ 𝑉
2π𝑆

Exemple : Quart de disque de rayon R 

La surface du quart de disque est : S= /4 π𝑅2 

 



sphère pleine de 𝑅𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑙’𝑎𝑥𝑒 (𝑂𝑦) :  𝐶𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑒𝑛𝑔𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒 𝑢𝑛𝑒 𝑑𝑒𝑚𝑖 −

volume : V=2  /3  π 𝑅3

La distance de G à l’axe (Oy) est donc : =  𝑥
𝐺

= 𝑉
2π𝑆 = 2π𝑅2/3

2π( π𝑅2

4 )

4𝑅
3π

Rotation autour de l’axe (Ox) : Cette rotation engendre une demi-sphère pleine de volume :V

2 /3 = π𝑅3

La distance de G à l’axe (Ox) est donc : = = =  𝑦
𝐺

𝑉
2π𝑆

2π𝑅2/3

2π( π𝑅2

4 )

4𝑅
3π

Donc le centre d’inertie, G a pour coordonnées dans(ℛ):G . 
4𝑅
3π , 4𝑅

3π , 0( )
1.II​  LA MATRICE D’INERTIE 

Soit  un repère orthonormé direct.  

​  Z                       P 

                                                                                                                                        (Δ) 

 

                                                                                                                   P’ 

                                                                              𝑈
→

                                                                                                                          Y 

 

 

                                 X 

 

On considère un axe qui passe par l’Origène O et défini par ses cosinus directeurs α,β et γ, le 

point P générique de coordonnées x,y et z avec P’ la projection orthogonale de ce point sur 

un axe (Δ) et α,β et γ sont les composants d’un vecteur unitaire U de direction (Δ) telle que :

=αx+βy+γz 𝑈
→

. 𝑂𝑃
→

On le triangle OPP’ est rectangle donc selon la relation de vetagorse : = 2+ ||𝑜𝑝
→

||
2

||𝑂𝑃'
→

|| ||𝑃𝑃'
→

||2 

 



Et donc : = = + + -  | 𝑃𝑃'| ||
2

||𝑜𝑝
→

||
2

− ||𝑂𝑃'
→

||
2

𝑋2 𝑌2 𝑍2 (α𝑥 + β𝑦 + γ𝑧)2

 + + - -(2αβxy)-(2αγzx)-(2βγyz) ||𝑃𝑃'
→

||
2

= 𝑋2 𝑌2 𝑍2 (α𝑥)2− (β𝑦)2− (γ𝑧)2

En utilisant le fait que =1  (  est un vecteur unitaire), il vient:  ( +α2 + β2 + γ2 𝑈
→

||𝑃𝑃'
→

||
2

= α2 𝑌2

)+ ( + )+  ( + )-2αβxy-2αγxz-2βγyz 𝑧2 β2 𝑥2 𝑧2 γ2 𝑦2 𝑥2

Comme = , l’expression du moment d’inertie            )=||𝑈
→

^𝑂𝑃
→

||
2

||𝑃𝑃'
→

||
2

𝐼
∆
(∑

∑
∫ ||𝑃𝑃'

→
||

2dm(p)=α2 dm(p)+𝛃2 dm(p)+γ2 dm(p)-2αβ
∑
∫(𝑦2 + 𝑧2)  

∑
∫(𝑥2 + 𝑧2)

∑
∫(𝑥2 + 𝑧2)

∑
∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚(𝑝)

-2αγ -2βγ  
∑
∫ 𝑥𝑧 𝑑𝑚(𝑝)

∑
∫ 𝑦𝑧 𝑑𝑚(𝑝)

=  + -2αβ -2αγ -2βγ  α2 𝐼
𝑥𝑥 

+ β2𝐼
𝑦𝑦

γ2𝐼
𝑧𝑧

𝐼
𝑥𝑦 

𝐼
𝑥𝑧 

𝐼
𝑦𝑧 

Où les coefficients                =           =   sont 𝐼
𝑥𝑦 

=
∑
∫ 𝑦𝑥 𝑑𝑚(𝑝) 𝐼

𝑥𝑧 
∑
∫ 𝑥𝑧 𝑑𝑚(𝑝) 𝐼

𝑦𝑧
∑
∫ 𝑦𝑧 𝑑𝑚(𝑝)

appelés produit d’inertie du système matériel (∑) dans le repère R. 

On peut écrire cette expression sous forme d’un produit de matrice 

)=  𝐼
∆
(∑ α, β, γ( ) 𝐼

𝑥𝑥
 𝐼

𝑥𝑦
 − 𝐼

𝑥𝑧
 − 𝐼

𝑥𝑦
 𝐼

𝑌𝑌
 − 𝐼

𝑌𝑍
 − 𝐼

𝑥𝑧
 − 𝐼

𝑌𝑍
 𝐼

𝑧𝑧
 ( ) α β γ [ ]

On appelle la matrice d’inertie du système (Ʃ) par rapport aux axes  𝑂𝑋,   → 𝑂𝑌, → 𝑂𝑍→   ( )

​  

Du repère R(  , , ) orthonormé direct et s’écrit sous la forme suivant :  𝑖→  𝑗→  𝑘→ 

(∑)=   avec  ,  ,  le moment 𝐼𝐼
𝑂

𝐼
𝑥𝑥

 𝐼
𝑥𝑦

 − 𝐼
𝑥𝑧

 − 𝐼
𝑥𝑦

 𝐼
𝑌𝑌

 − 𝐼
𝑌𝑍

 − 𝐼
𝑥𝑧

 − 𝐼
𝑌𝑍

 𝐼
𝑧𝑧

 ( ) 𝐼
𝑥𝑥

 𝐼
 𝑦𝑦 

𝐼
𝑧𝑧

d’inertie respectivement par rapport aux axes (OX) ,(OY) , (OZ) .(1) (Zeggwagh, 2002) 

Exemple : 

Exemple 3: Cylindre homogène plein de rayon R=2m et de hauteur h=4m 

 Et de masse M=50kg ,L’axe (Oz) est un axe de symétrie de révolution, donc le 

repère ℛC (Oxyz) munide la base est un repère principal d’inertie. 𝑖
→
, 𝑗

→
, 𝑘

→( )
Symétrie cylindrique :  =   𝐼

𝑥𝑥
𝐼

𝑦𝑦

Dm= dv= rdrd dz ρ ρ θ

 Cylindre homogène : =cte donc M= h ρ ρπ𝑅2

 



 +  =  +2 dM 𝐼
𝑥𝑥

𝐼
𝑦𝑦

𝐼
𝑧𝑧

𝑠
∫ 𝑧2

Coordonnée polaire   x=r       y=r  cos 𝑐𝑜𝑠 θ sin 𝑠𝑖𝑛 θ 

= = = 2 =  =100kg.  𝐼
𝑧𝑧

𝑠
∫ 𝑥2 + 𝑦2( )𝑑𝑀  ρ

0

𝑅

∫
0

2π

∫
−ℎ/2

ℎ/2

∫ 𝑟3𝑑𝑟𝑑θ𝑑𝑧  ρ 𝑅4

4 πℎ 𝑀𝑅2

2 𝑚2

= = =  𝐼
𝑥𝑜𝑦

𝑠
∫ 𝑧2𝑑𝑀

0

𝑅

∫
0

2π

∫
−ℎ/2

ℎ/2

∫ 𝑧2𝑟𝑑𝑟𝑑θ𝑑𝑧 𝑀ℎ2

12

 = /2+ = =116,66kg  𝐼
𝑥𝑥

= 𝐼
𝑦𝑦

𝐼
𝑧𝑧

𝑠
∫ 𝑧2𝑑𝑀 𝑀𝑅2

4 + 𝑀ℎ2

12 . 𝑚2

La matrice d’inertie au centre d’inertie O :

 𝐼𝐼
𝑜

𝑠( ) = 𝑀𝑅2

4 + 𝑀ℎ2

12  0 0 0 𝑀𝑅2

4 + 𝑀ℎ2

12  0 0 0 𝑀𝑅2

2  ⎡⎢⎣
⎤⎥⎦

1.II.1​ THÉORÈMES DE HUYGENS: 

 SOIT L’axe ( ) est un axe passant par le centre de masse G de (S) et L’axe (∆) est parallèle à ∆
𝐺

l’axe ( ) donc le moment d’inertie  par rapport à un axe (∆), d’un solide (S) de ∆
𝐺

𝐼
∆

masse m, est égal à son moment d’inertie par rapport à l’axe ( ), augmenté du 𝐼
∆𝐺

 ∆
𝐺

produit de la masse, m, de (S) par le carré de la distance, d, des deux axes : 

m    Où : d est la distance entre le point G et l’axe (∆). 𝐼
∆

= 𝐼
∆𝐺

+   𝑑2

1.II.1.1​ THÉORÈME HUYGENS GÉNÉRALISÉ: 

Dans une même base orthonormée directe : La matrice d’inertie   au point O, d’un solide  𝐼𝐼
𝑂

(S) de masse m, est égale à sa matrice d’inertie en son centre de masse G, augmentée de  𝐼𝐼
𝐺

la matrice d’inertie ,m)au point O, du centre de masse G, considéré comme point fictif  𝐼𝐼
𝑂

(𝐺

affecté de la masse, m de (S) : (S) (S) ,m) 𝐼𝐼
𝑂

 = 𝐼𝐼
𝐺

 + 𝐼𝐼
𝑂

(𝐺

Tel que Les matrices d’inertie doivent être exprimées dans une même base orthonormée 

directe     =𝐼
𝑥𝑥

 𝐼
𝑥𝑦

 − 𝐼
𝑥𝑧

 − 𝐼
𝑥𝑦

 𝐼
𝑌𝑌

 − 𝐼
𝑌𝑍

 − 𝐼
𝑥𝑧

 − 𝐼
𝑌𝑍

 𝐼
𝑧𝑧

 ( )
+m𝐼

𝑥𝐺
 𝐼

𝑥𝐺𝑦𝐺
 − 𝐼

𝑥𝐺𝑧𝐺
 − 𝐼

𝑥𝐺𝑦𝐺
 𝐼

𝑌𝐺
 − 𝐼

𝑌𝐺𝑍𝐺
 − 𝐼

𝑥𝐺𝑧𝐺
 − 𝐼

𝑌𝐺𝑍𝐺
 𝐼

𝑧𝐺
 ( )

 𝑦
𝐺

2 + 𝑧
𝐺

2 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 𝑥
𝐺

2+ 𝑧
𝐺

2 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 𝑥
𝐺

2 + 𝑦
𝐺

2 ( )
Exemple : Les coordonnées du centre de masse G dans ℛ: 

   , R, 0 𝑥
𝐺

= 0  𝑦
𝐺

= 𝑧
𝐺

=

 



La matrice d’inertie du système (S) au point G s’écrit : 

(S) m      𝐼𝐼
𝐺

= 2
5   𝑅2 1 0 0 0 1 0 0 0 1 [ ]

Matrice d’inertie en O : (S) (S) ,m)  𝐼𝐼
𝑂

 = 𝐼𝐼
𝐺

 + 𝐼𝐼
𝑂

(𝐺

,m) m  𝐼𝐼
𝑂

(𝐺  = 𝑚 𝑦
𝐺

2 0 0 0 0 0 0 0 𝑦
𝐺

2 ⎡⎢⎣
⎤⎥⎦ = 𝑅2 1 0 0 0 1 0 0 0 1 [ ]

La matrice d’inertie du système (S) au point O, relativement à la base , s’écrit : (S)=𝑖
→
, 𝑗

→
, 𝑘

→( )  𝐼𝐼
𝑂

m  
2
5 𝑅2 7/2 0 0 0 1 0 0 0 7/2 [ ]

2​ CHAPITRE2: PROTOCOLE EXPÉRIMENTAUX 

2.I​ LE CENTRE DE GRAVITÉ  

2.I.1​ PROTOCOLE EXPÉRIMENTAL 1 : MÉTHODE DE BASCULEMENT 

On dispose d’une plaque percée de trois trous espacés. 

Suspendre la plaque au support par un fil accroché 

à l’un des trous. Attendre que la plaque soit en équilibre. 

A l’aide d’un crayon de papier et d’une règle, marquer sur la plaque la 

verticale passant par l’accroche, matérialisée par le prolongement du 

fil. 

Recommencer les deux dernières étapes pour les autres trous. 

Décrocher la plaque. 

 

RÉSULTATS ET INTERPRÉTATION 

 



Le centre de gravité de ce corps est l’intersection des droit d’action représente  

Sur la plaque car à l’équilibre le centre de gravité est le point d’appuis  

Appartiennent à une même droite d’action.  

 

CONCLUSION :  

 
Un objet est en équilibre si la verticale passant par son centre de gravité coupe la base de 

sustentation.(2) (.trillaud, 2009) 

2.I.2​ PROTOCOLE EXPÉRIMENTAL 2   

On considère un système au repos on veut déterminer son centre de masse, soit R un repère 

absolus et une chronologie de temps tels que  dans tout mouvement d’un système matériel 

rapporté a ce  repère et temps, le torseur dynamique soit équivalent au torseur des forces 

extérieurs. 

    𝐷 𝑆/𝑅( )[ ] = 𝐹
𝑒𝑥𝑡−𝑆[ ]

Puisque le système est au repos donc : 

=  {𝑚γ 
→

𝐺/𝑅( ) = 𝑅
→

𝐹
𝑒𝑥𝑡−𝑆( ) 0

→

=  {δ 
→

𝐺/𝑅( ) = 𝑀
→

𝐺, 𝐹
𝑒𝑥𝑡−𝑆( ) 0

→

D’après cette relation on peut déterminer la position de centre de masse par résoudre ces 

équations. 

2.II​ LA MATRICE D’INERTIE 

2.II.1​ PREMIÈRE MÉTHODE 

Pour déterminer la matrice principale d’inertie d’un corps, premièrement on va déterminer 

le moment d'inertie   de ce corps par rapport à ses  axes principales passant par son centre 

de gravité  . 

 

Pour déduire le moment d’inertie on le suspend en accrochant deux fils identiques de 

masses négligeables et de longueurs   aux extrémités de l'axe   , maintenant ainsi l'axe 

 horizontal. Puis on mesure la durée d'une demi-oscillation dans la direction transverse à 

l'axe   . En on obtient le moment d'inertie   . 

 



Utiliser la conservation de l'énergie mécanique pour obtenir une équation différentielle du 

premier ordre portant sur l'angle déviation du pendule. 

 

Le pendule oscille dans le plan transverse à l'axe   , les deux fils formant un angle identique 

 avec la verticale. Appelons   l'axe parallèle à   passant par les points d'attache des fils 

au plafond. 

L'énergie cinétique du solide se compose de l'énergie cinétique de translation du centre de 

gravité et de l'énergie cinétique de rotation autour de l'axe passant par le centre de gravité : 

 

où   est la vitesse de translation du centre de gravité ici   et   la vitesse de rotation 

autour de l'axe   . 

On détermine facilement les relations entre   ,   et l'angle   paramétrant la position du 

solide :   et   . 

En regroupant ces résultats, on trouve : 

 

Remarquons que l'on aurait pu aussi décrire le mouvement comme une rotation autour de 

l'axe   dans ce cas l'énergie cinétique aurait pris la forme 

 se déterminant en utilisant le théorème de Huygens : 

 . 

ce qui donne bien évidement le même résultat. 

L'énergie potentiel est composée uniquement d'énergie potentiel de pesanteur : 

 

 

Le moment d'inertie par rapport à l'axe  

Soit pour l'énergie mécanique : 

 . 

 



L'énergie mécanique est une constante du mouvement. Il est commode de l'évaluer au point 

de rebroussement du pendule c'est-à-dire à l'angle de déviation maximal   où la vitesse 

s'annule et où toute l'énergie mécanique est sous forme d'énergie potentiel. 

 . 

On en déduit l'équation différentielle portant sur l'angle   : 

 

On obtient en fait deux équations différentielles, une pour les valeurs croissantes de   et 

l'autre pour les valeurs décroissantes. En appelant   l'angle de déviation maximal du 

pendule, l'équation différentielle avec la racine positive décrit l'oscillation de   à   . Le 

temps   d'une demi-oscillation correspond à l'intégrale 

 

Cette intégrale se détermine simplement dans l'approximation des petits angles ( 

 ) 

 

soit en posant   : 

 . 

Or la primitive de la fonction   est la fonction   soit : 

 . 

On en déduit la relation 

 

Remarque : 

 



Lorsque le moment d'inertie est nul (cas d'un point matériel) on retrouve la relation 

 qui correspond bien à la demi période d'un pendule simple. 

On obtient ainsi une mesure simple du moment d'inertie. Pour que la mesure soit plus 

sensible, il est nécessaire de prendre une longueur de fil   la plus courte possible. En effet si 

l'on appelle   le rayon moyen de l'objet autour de l'axe   , alors   et de l'ordre de   . 

Pour que l'influence du moment d'inertie soit significative il faut que   ne soit pas 

négligeable devant l. 

Deuxième méthode  

 

On considère  un solide S monté sur un axe vertical soumis à un moment de rappel M 

appliqué par ressort spiral tel que : M=-D   θ

Où D est la constante de rappel de ressort et   l’angle de rotation par rapport à la position θ

d’équilibre  comme représenté dans la figure suivant. 

Solide S 

 

 

​ Axe de rotation 
 

Ressort spiral 

Soit I le moment d’inertie de solide S par rapport à l’axe de rotation. 

On appliquant le théorème de moment cinétique au solide (le moment de rappel est 

parallèle à l’axe de rotation), puis on trouve la relation entre le période T et le moment 

d’inertie I et la constante de rappel du ressort. 

 δ
→

𝑆/𝑅( ) = ∑ 𝑀
𝐹
→

𝑒𝑥→𝑆

→

 



/R        Or on a =      avec          =  δ
→

𝑆/𝑅( ) =
𝐷σ

→

𝐺
𝑆( )

𝐷𝑡    σ
→

𝐺
𝑆( ) 𝐼𝐼

𝐺
ω
→

𝑆/𝑅( ) ω
→

𝑆/𝑅( ) θ̇𝑘
→

 =  𝐼
𝑧𝑧

θ̇𝑘
→

=  – D  δ
→

𝑆/𝑅( ) = 𝐼
𝑧𝑧

θ̈𝑘
→

𝐺𝐺
→

⋀ 𝑃
→

θ

=– D        + =0       + =0      𝐼
𝑧𝑧

θ̈ θ ↔  θ̈ 𝐷
𝐼

𝑧𝑧
θ ↔ θ̈ ω2θ

          =        T= =  ↔ ω 𝐷
𝐼

𝑧𝑧

2π
ω 2π

𝐼
𝑧𝑧

𝐷

Remarque 

          En crochant le dynamomètre perpendiculaire à la tige, et tourner la tige à l’angle π et 

on prend la force indiqué et à chaque fois on change le’ r ‘pour déterminer D la constante de 

torsion. 

Avec D=  (N.m/rad)​  
𝐹*𝑟

θ

D’après de déterminer le moment d’inertie pour chaque axe on peut trouvé la matrice 

d’inertie. 

Pour la sphère on détermine le moment pour un seul axe (car elle admet un symétrie pour 

les trois axes)  

 



L’image des matériels d’expérience 

3​ LES SOLIDES USINÉS 
EXEMPLE :1 

Soit une porte S1 de longueur a=2m et de largueur b=1m et de hauteur c=0.1m et de centre 

de gravité G et de masse M=40kg. 

La matrice d’inertie de S1 par rapport au repère R est : 

   𝐼𝐼
𝐺

𝑠1( ) = 𝑀𝑏2

12 + 𝑀𝑐2

12  0 0 0 𝑀𝑎2

12 + 𝑀𝑐2

12  0 0 0 𝑀𝑎2

12 + 𝑀𝑏2

12  ⎡⎢⎣
⎤⎥⎦

 

                                       

Si on fait un  trou de forme sphére S2 de rayon R=0.05m et de masse m=3kg alors la matrice 

d’inertie :   

= m𝐼𝐼
𝐺

𝑠2( ) 2𝑚𝑅2

5 1 0 0 0 1 0 0 0 1 ( ) +

 𝑦
𝐺

2 + 𝑧
𝐺

2 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 𝑥
𝐺

2+ 𝑧
𝐺

2 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 𝑥
𝐺

2 + 𝑦
𝐺

2 ( )
et  coordonnées de centre de masse du sphére donc finalement on obtient la matrice 𝑥

𝐺.
𝑦

𝐺.
𝑧

𝐺

d’inertie : 

(S) (S1) ) 𝐼𝐼
𝐺

 = 𝐼𝐼
𝐺

− 𝐼𝐼
𝐺

(𝑠2

Détérmination centre de masse : 

Pour déterminer le centre de masse il suffit de prendre la masse 

de sphère comme une masse négatif utiliser la relation 

suivante : 

 



=      avec m’=M-m 𝑚'𝑂𝐺1
→

− 𝑚𝑂𝐺2
→

𝑀𝑂𝐺
→

Exemple : 

On considère une sphère plein de rayon R et de masse M.soit R le repére d’inertie et  𝑖
→
, 𝑗

→
, 𝑘

→( )
est une base orthonormée directe. 

La matrice d’inertie de la sphère est donnée par :  

=  𝐼𝐼
𝐺

𝑠1( ) 2𝑀𝑅2

5 1 0 0 0 1 0 0 0 1 ( )

Maintenant on accroché une masse m’ sous d’une petit sphère de rayon r on veut calculer le centre 

de gravité de système 

 S=S1 . ∪𝑆2

On a : (M+m) =m +M  avec G1 centre de gravité de grand sphere,G2 centre de gravité de 𝑂𝐺
→

𝑂𝐺2
→

𝑂𝐺1
→

petit sphère et G centre de gravité de S. 

=                                                                                               S2 𝑂𝐺
→ 𝑚𝑂𝐺2

→
+𝑀𝑂𝐺1

→

(𝑀+𝑚) 

La matrice d’inertie de petit sphère par rapport à R. 

D’après le théorème de hygens  généralisé on a : 

= m𝐼𝐼
𝐺1

𝑠1( ) 2𝑚𝑟2

5 1 0 0 0 1 0 0 0 1 ( ) +

 𝑦
𝐺

2 + 𝑧
𝐺

2 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 𝑥
𝐺

2+ 𝑧
𝐺

2 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 𝑥
𝐺

2 + 𝑦
𝐺

2 ( )
Donc la matrice d’inertie de système S est : 

(S) (S1) ) 𝐼𝐼
𝑂

 = 𝐼𝐼
𝑂

+ 𝐼𝐼
𝑂

(𝑠2

= m
2(𝑚𝑟2+𝑀𝑅2)

5 1 0 0 0 1 0 0 0 1 ( ) +

 𝑦
𝐺

2 + 𝑧
𝐺

2 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑦
𝐺

 𝑥
𝐺

2+ 𝑧
𝐺

2 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑥
𝐺

𝑧
𝐺

 − 𝑦
𝐺

𝑧
𝐺

 𝑥
𝐺

2 + 𝑦
𝐺

2 ( )
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