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l. Introduction

.1 Schémas numériques

En physique,on est amené a modéliser les phénomenes
observés dans la Nature a I'aide de diverses approches a
I'aide de diverses approches/approximations pour
simplifier un probleme généralement trop complexes. On
cherche en général a degager les parametres physiques
pertinents a l'origine des processus

Modéele/Approche Equations



différentielles

Solutions analytiques Solutions exactes via
approximations

Solutions numériques Algorithme d’intégration Remarque :
on peut traiter numériquement un probléme et obtenir des
solutions « exactes » (sans approximation, mais avec une
incertitude numérique

l. Introduction
.1 Schémas numériques

Schémas numeériques : (Algorithme
d’'intégration)

Discrétisation des variables infinitésimale
en accroissements finis
dt - Atdx - Ax

Criteres importants :

* Précisions : erreurs locale & erreurs
globales



 Stabilité : erreur globale

» Obéir a des propriétés étudiées
(Invariance par renversement dans le
temps)

* Peu colteux en temps de calcul

l. Introduction

1.1 Schémas numériques

Méthodes a un pas : Euler, Runge Kutta, dynamique
moléculaire, formalisme équation maitresse

l. Introduction

1.2 Problématique

Etude de la dynamique d'un probléme [équation de
Newton]

La dynamique moléculaire s’y préte le mieux
l. Introduction

1.2 Problématique

Pour des systemes a grand nombre de degrés de liberte,



les méthodes Monte Carlo sont idéales (échantillonnage
d'importance)

Calcul d’intégrales dont la distribution de probabilité est
non nulle que localement

Soit une observable A, on associe une moyenne
thermodynamique (en tenant compte des Contraintes
fixées par I'environnement)

A= 1Z([3) qe0A q e PE@ (Ensemble canonique)

() : nombre de microétats trop grand et inaccessible
numeériquement

Probleme : le pas Monte Carlo n’est pas un temps « réel »
(on ne discrétise pas les équations du mouvement)

Chaine de Markov

At?AtAs?
l. Introduction

1.2 Problématique



l. Introduction

1.2 Problématique
l. Introduction

1.2 Problématique
l. Introduction

1.2 Problématique

At? AtAs ? Grandeur accessible expérimentalement
(spectre |.R, NIS, Raman etc...)

l. Introduction

1.2 Problématique

l. Introduction

1.3 Dynamique moléculaire et équation du mouvement
Résolution de la 2°™ loi de Newton numériqguement pour
N particules

Configurations : M1 :2---:'/N:P1,P2,-...oN M1 @4 Mq =
i

(i) M1 * Fint

(1) (M2:M3,...,My)
Etant donnés des champs de forces et des conditions



initiales, déterminer la trajectoire des N particules

mya; My =
|

Peut devenir ingérable (expérimentalement N ~ 1023) Fext
M2+ Fint

) (M1,M3,...,My))

my ay My =
|

|:ext

I:ext

(i) MN * Fint

N) (M1:M2,...MN)

l. Introduction

1.3 Dynamique moléculaire et équation du mouvement

Limitations spatiales et temporelles Exemples : 3D ~
10000 particules Boite de simulation : L ~ (10%)'3= 21

Effets de taille!!

conditions périodiques



Molécules biologiques? (coarsed grained molecular
dynamics)

l. Introduction

1.3 Dynamique moléculaire et équation du mouvement

Limitation temporelle Exemple : interaction de type
Lennard Jones

o)
V rij =& |‘ rij
12
-2 O-6 rij
Argon : 0 =3Am=6,6310kg € = 1,64 107°J

Analyse dimensionnelle : T=0 Me = 2,6 10_143

Pas d'intégration At ~ 10" s (minimum) 10" pas
d'intégration 10-8s durée de la simulation (molécules qui

vibrent)
1.4 Equation du mouvement
2¢™e |oi Newton iéme particule ¢ P

dt B mdzri

a2 iijvu(rij)
Formalisme Lagrangien: L q;, q,;=T q;, q,— U(q;)

Variables généralisées ddt



oLy qi~ aqaLi = 0 Euler- Lagrange

l. Introduction

1.4 Equation du mouvement
Formalisme d’'Hamilton

oH
q=  op
Hag,pi=Tag+U(q)

P = aq |

dHgt =

oH
OHpgiqi+0p ipi=

Crochets de Poisson (Lien avec la mécanique quantique) :
Utiliser dans certain type de dynamique moléculaire i

(QM/MM)

ll. Etude des systéemes conservatifs
Physique statistique (E,V,N) Ces trois quantités doivent

étre conservées

Ensemble microcanonique : ensemble naturel pour la

dynamique moléculaire

Algorithme : stabilité numérique et invariance par
renversement dans le temps (précisions et stabilité)

oH
OHgpi—0p



Il. Etude des systémes conservatifs

I.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

Le plus simple Méthode d’Euler : discrétisation du temps
dt — At et At constant

Soit y une fonction de la variable temps t de la forme

dygt=ftyt Remarque : si I'équation différentielle est

d’ordre supérieur a un, on peut toujours se ramener a un

systeme d’équations différentielles couplées (y - V)

[l faut une condition initiale y t =0 =y,
Sur un intervalle 0,T , on va calculer numériquement des

valeurs approchées de y

At= "Nt . Al

Il. Etude des systémes conservatifs

I.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

» Méthodes d’Euler explicite (progressive)
Atf(t ,y )
yt+di=yt+Yor, "

dt + h(at?) Yner = Yo"



On peut définir I'erreur globale a l'instant t,

e, = |y t, — Yn| Cette définition suppose que I'on connait y

On peut évaluer l'incertitude et son évolution avec At
(précision) et I'évolution au cours du temps t,, (stabilité)

On appelle I'erreur locale, I'erreur introduite pour le calcul
suivant. La méthode d’Euler repose sur un développement
de Taylor

+ O(Atz) Le terme négligé
Yn+1 = Yo + At dydt o est d'ordre deux : erreur
locale en At?

ll. Etude des systemes conservatifs

1.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies
Stabilité

Yn+1 = Yo + Atf(t,,Yn) Ecart entre yn et yn+1 (Meéthode
variationnelle)

of
Yn+1+ OYne1 = Yn + Oy + At fty, + 0y 1,

of
OVnl = Yn+1 + Oy [1 + At 0y 4]



OYn+1 = 9OY¥n La méthode d’Euler est stable si g < 1

Sigestreelle _1 <1 + At afay n

<1
Exemple : 1) &g = 7y, Stable si
0< AtT <?2 2) dy . = v, -2 < AtT < 0 Tout le temps instable

Il. Etude des systemes conservatifs

1.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

On peut généraliser : soit un systéme d’équations
différentielles linéaires se mettant sous la forme matricielle

d gt y= M y M Matrice carrée

L'étude de la stabilité doit étre faite pour chacune des
valeurs propres A de M

My, = Ay,



Exemple important : 'oscillateur harmonique : solution
analytique
A=
rydet(M—-Al3)=0
v = drdt v ( 3)
ilwo
dvgt = —Woe2y

0 1
ll. Etude des systéemes conservatifs

I.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

Oscillateur harmonique avec la méthode d’Euler

Fn+1 = I'n + AJ[Vn vrnn
Vpae1 = Vp + Ata, = v, — vinn
A=11%iwpAt
= +
1 At = 1Wo
vint1ne1 = —Wo2At 1 A =1 % iwpAt

vinn



. , . r=r 1+iAtw
Valeur approchée sous forme d’'une suite n 0 o"

Le domaine de stabilité est définie comme le domaine du
plan complexe ou la suite est bornée

g?=1+z%<1
Il. Etude des systemes conservatifs

1.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies
Il. Etude des systémes conservatifs

1.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

1+z<1

Il. Etude des systémes conservatifs

I.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies



Autre critere important : invariance par renversement du
temps

I; t= fl(t) i—t= fi -1 = ri(t)

rnt= dri
gt i 7t TArg Y
=-r(t)
|
I t= dzri

a2 7t G2y

dt2= rit

Champ de force conservatif = invariance par

Renversement du temps
Méthode d’Euler :

Vn = Vnit — Ataneq = Vpeq = AlWo2pn41

Pas invariant par renversement du temps @

ll. Etude des systémes conservatifs

I.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

Méthode d’Euler implicite :



d
Yn#1 = Yn T At ydt tn+1

N O(Atz) Equation implicite y = f(y) : résolution numérique

intermédiaire (dichotomie,

méthode de Newton-Raphson...)

Ynt1 = Yo+ Atf(theq,Yne) + O(AL)

Stabilité : dy,+1 =0y, + At afay tn+1

6yn+‘| = 1 _At1

of
ay tn+1

0 Yn = g0Yn
g<1
Exemple :

1) dydt —C Y
= >
2) Yyt~ V; Stable si 1= 2

6Yn+1
-1<1-At 1

of
ay tn+1

<1
Tout le temps stable

ll. Etude des systéemes conservatifs



1.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

y - . € C
De maniere générale : si At ay

g% <1’

<1
1—z2

Cercle de centre 1 et de rayon 1

Conclusion : méthode implicite davantage stable mais plus
colteux en temps de calcul

ll. Etude des systéemes conservatifs

I.1 Comparaison avec les méthodes de différences
finies

Méthodes d’Euler semi-implicites :
Explicite ou progressive

r =r + Atv
Euler A n+1 n n

Implicite

Vpsq = Vp + Atag,q Euler B c’est l'inverse....
Euler B c’est l'inverse....

, .., .. _a a
On calcule l'accélération n+1 n+1



Méthodes d’Euler implicite, semi-implicites : pas invariant
par renversement du temps @

Méthode d’Euler symétrique (méthode a deux pas) :

Yo+t = Yoot + 2AtH(tn,yn) + O(AF)

Yn = Yn—2 + 20t (th-1,Yn-1) Yn = Yn+2 — 28 (th+1,Yn+1) Yne2 = Yn
Invariant par renversement du temps ©
+ 2AMf(tn 1, Ye1) P P

Il. Etude des systémes conservatifs
I.1 Comparaison avec les méthodes de différences

finies
) of _
OYn+1 =0 Yn-1+ 2At ~ 0Y 1 Stabilité: OYn On définit : Syn =
gBYn—l
6yn+1 = 926Yn—1
of
9°8Yn-1= 8 Y1+ 2At 0y 4,

gByn1 2= 1+ 20t Ty

g..

Méthode stable pour les imaginaires pures (At < 1/w) ©,
mais instable pour solutions de type exponentielles réelles
Méthode d’ordre supérieur : Runge Kutta (améliore la
précision, augmente la zone de stabilité )



Il. Etude des systemes conservatifs
1.2 Algorithme de Verlet (Loup Verlet 1967)

On repart de la 2°™ loi de Newton mat22
=1f(r)

On fait un développement de Taylor a I'ordre 2 de maniere
symetrique
1d

et = Ty + VoAt + o nA + 31 Cdt3r,

At 4 o(ath

M-1=r,— VAt + a2 nAAt? - 3!1ddt3r3 n

At 4 o(ath

12

1+ 2r4q+tr_1=2r,+ anAt2 + o(At4) Fhe1= 20— -1 + anAt2

+ o(At4) an = ' m

rnrn+1 SO -+ f . AR+ o(Ath Algorithme de Verlet

(1967)

Il. Etude des systemes conservatifs
1.2 Algorithme de Verlet (Loup Verlet 1967)

* Erreur locale d’ordre 4 (At4) pour les positions



* Invariance par renversement du temps r, = 2r,_1 — > +

r
n-1

At fr
m = 2 On renverse le temps r, = 2rp4q — Mo+ n+1

Atz fr
m M+o = 2M4+1 — MR+ n+l

m Btz gy

.-
Remarque : = n+1  n-1

ont + OAL

pour les vitesses II.3 Bilan

Verlet a utilisé tous les avantages des algorithmes des
différences finies

» Bonne stabilité numérique

» Pas de dérive énergétique

* Invariance par renversement du temps

* Peu colteux en temps de calcul (pas d’équation
implicite)

» Par rapport aux méthodes Monte Carlo, temps réel
ll. Etude des systéemes conservatifs

) Erreur locale d’ordre 4 mais d’ordre 2 (Atz)

I1.3 Bilan

Mais : * Erreur locale d’ordre 2 pour les vitesses et d’ordre
4 pour les positions



* r,dépend de r,_jet r,_, : que fait-on a t=0 ?

1.4 Exemple : probléme a trois corps
Il. Etude des systemes conservatifs
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1.4 Exemple : probléme a trois corps

Il. Etude des systemes conservatifs

1.5 Autres algorithmes de dynamique moléculaire
 Leapfrog (saute grenouille)
Introduction d’'un demi pas de temps

At, =rt—-rt—- At

vt—- 2

At
Vt_ert2=rt+At—r(t)
At

Erreur locale en At?

Mais : on n’a pas acces a la position et la vitesse au
méme temps

rt—At:rt—vt—At2At



rt+At=rt+vt+At2At

Jrs My = VIS AL +f AL+ o(Al

ll. Etude des systemes conservatifs

1.5 Autres algorithmes de dynamique moléculaire
* Velocity verlet (Verlet vitesse)
Il diminue I'erreur sur les vitesses. On introduit un

demi-pas de temps
= +
1.vt+ 22 Actualisation 3 ¢ + At vt Aty 8 t

des positions rt+ At _, 5t + At

=rt+vtAt+2i8

+
4. On calcule les vitesses at+ At:vt+ At=vt+2h &Y

a(t + At)

Cet algorithme est davantage pratique pour étendre les
meéthodes de dynamique moléculaire aux systémes
ouverts

ll. Etude des systémes conservatifs

1.6 Différents schémas numériques des algorithmes
de dynamique moléculaire conservative
Il. Etude des systemes conservatifs

1.6 Algorithme respectant I'invariance par
renversement du temps



Formalisme de Liouville On considére un systéme a
grand nombre de degrés de liberté (N particules avec N «
grand »)

PN( N, pN) Distribution de probabilité

Théoréme de Liouville : conservation du volume occupé
par les microétats dans I'espace des phases : caractere
simplectique

PNN+dNr pN+dVpt+dtd N rdNp=PN N, pNtdNrdV p

Démonstration : Equation d’Hamilton : qit + At =q;t + At

apaH
i"‘OAtZ:qipit'l'At:pit—Ataan
i+OAt2=pi
i=1
0o H 0. H
q= opipi=— 0q
3N
3Nnd qid p; =

dqg,dp; x det(J) i=1
Il. Etude des systémes conservatifs

1.6 Algorithme respectant I'invariance par
renversement du temps

Formalisme de Liouville patrice jacobienne

J=



0 pn 0d1
opN

0 gn 0q1

Il. Etude des systémes conservatifs

1.6 Algorithme respectant I'invariance par
renversement du temps

Formalisme de Liouville \atrice jacobienne

J=



02

0 2

. At 6p6126pH
N
0
At 0p zzaqH
1
N



Il. Etude des systémes conservatifs

Formalisme de Liouville Calculons le déterminant du

jacobien

02

Au premier ordre en AtdetJ =1+ At “H

0p1d0i; + 0p”;20qH
g+t apaNzaqH
N~ aq51zapH

1~ aqazzapH

2 ™ apaNzaqH
V=1

ddet(J)
dtzoerN+dNr, pV+dVp,t+dt=PNeN pNt
PNeN+ dNr, pN+ dVp,t +dt =PN N pNit

dapN N pN,t = N i1 (apan 11.6 Algorithme



respectant I'invariance par renversement du temps
dgi+*"apM
oP
dp;) + Tat™
dt=0

dPN rN, pN,t

gt Ni=1 (PagM,

+
dgidt opV,

+
dpi dt ) PaN

dHN dq;) + Pt N
=0 aPat N



PN pN - N

Il. Etude des systémes conservatifs

1.6 Algorithme respectant I'invariance par
renversement du temps

oPot N

=PN N pi

On considére une grandeur A sans dépendance explicite

du temps dAgt N

i=1(aqui

Mot = O 41N dp, - Pap

dHVdg ) =-HN AL =iHN,...

dAdt = | LA Formellement : A th , pN t=e'MA qN 0
P10 =e"A(0)

Onposel = L4+ LpNiLq=

i=1dQ; dt

On definit : 0y



N .
|L0q=

=1dqdt ; (©) aqai NiL, =
i=1dp, dt

aap,
Il. Etude des systémes conservatifs

1.6 Algorithme respectant I'invariance par
renversement du temps

On applique el

“e'M0A 0 =

“at sur A(0)

n=01 L0yt

n! Taylor
n
n

A(0)
A(0)



N

oN0) Translation des coordonnées spatiales

idem pour &'t gy A(0)
iL
el OptA qNO , pNO :A( qN(O), pNO + ddtpot

N) Translation des coordonnées impulsionnelles

Il. Etude des systémes conservatifs

1.6 Algorithme respectant I'invariance par
renversement du temps

On discrétise I'équation de Liouville Les opérateurs L et

L, ne commutent pas

eltze the Lpt
On utilise I'identité de Trotter-Susuki e*C = 0 o0 lim e

P

Pour p fini mais grand on a : gB+C = ¢

BCB2pepe 2p

12
Bop go(p )

On pose At = pth = I'p pt

BC2pepe



Soit un pas élémentaire giL,2 At
el Lthel Lp2

At

ei Lp2 At

Agho, pNo=A(qgV0), pN o+ 2%
N)

LM = A(gN0), (pV O + At

d pgt 0

d pgt O

NY=A( (N 0 + At %t
Aty

N pNQ + At

dpgt 0

N
)
Il. Etude des systémes conservatifs

1.6 Algorithme respectant I'invariance par
renversement du temps



el Lp2 At

A(qNo+Ath

N

=A(qNo+Ath

Int,
N

oMo+ B

dpgt 0

Ato
N

pNo+ B

d pgt 0 + At2

d pgt At
N

P(0) p(

9(0) g(At) = q 0 + Atd A(AU2)
t=qO+Atdq(O)

At,)=p 0+ At, f(0)

2

d

at T AL



2f(t)/m

5(0) p(At) = p At2 + At2 f(At)

Algorithme de Verlet!
d? q(0) dt?
ll. Etude des systemes conservatifs

1.7 Déroulement d’une simulation de dynamique
moléculaire

1. Définition de la structure et
conditions initiales (initialisation) 2.
Modele de champ de force et portée
des interactions-determination des
tableaux de voisins 3. Propagation :
intégration avec Verlet ou autres (a
chaque fois actualisation des
tableaux de voisin si besoin) 4.
Retour a I'équilibre (pas pour les
systemes conservatifs) 5. Analyse:
détermination de la trajectoire et
calcul des quantités pertinentes



(Energies mécanique, cinétique et
potentielles, quantités moyennées
temporellement:

A=T 0

lim 7 17A t dt

0
lll. Etude des systéemes non conservatifs

(partiellement ouverts)

lll.1 moyenne temporelle
Ensemble canonique (T,V,N) :

A= AN 3N g3 peBEN N g3N (43N ho-BE M

pe pe
Principe ergodique: moyenne temporelle=moyenne
d’ensemble

Dynamique moléculaire: moyenne temporelle pA = 7-

lim T ToT

Atdt

Si systéme a I'équilibre : invariance par translation dans le
temps, pour les grandeurs a deux temps, on a

AtA(s)=gsit=g(t—-s)



lll. Etude des systemes non conservatifs

(partiellement ouverts)

l1l.2 Modélisation d’un thermostat

On considére un systeme en contact avec un bain
thermique (ensemble canonique (T,V,N)). A I'équilibre
thermodynamique, les distributions de probabilités de se
trouver dans un certain microétat obeissent a la statistique
de maxwell Boltzmann.

 L’échantillonnage des configurations accessibles a un
systeme doit se faire selon leurs poids de Boltzmann

* Les algorithmes de dynamique moléculaire doivent
converger vers la distribution canonique

Thermostat d’Andersen : existence de forces
stochastiques instantanées qui modifient aléatoirement les

vitesses des particules
At

tn tn+1 At = N

TProbabiIité de collision pendant dt :

dt
~ T

Entre les collisions stochastiques : dynamique
newtonienne (pas de corrélation temporelle entres les
collisions)

Probabilité qu’une particule n’ait subi aucun choc entre
I'instant initiale t=0 et lI'instant t et aucun choc entre t et



t+dt :

Pt=N_,oo|im1_dtT

N
= Noo M1 = NT

t
N

P t = e 1 Distribution de Poisson

lll. Etude des systemes non conservatifs
(partiellement ouverts)

111.2 Modélisation d’un thermostat

Thermostat d’Andersen : existence de forces

stochastiques instantanées qui modifient aléatoirement les
vitesses des particules

Algorithme en 3 étapes :

1. Dynamique newtonienne (Verlet) entre chaque collision
(un ou plusieurs pas élémentaires) 2. On choisit
aléatoirement un nombre de particules candidates pour
des collisions stochastiques (proba = At/1) 3. Si une
particule est sélectionnée, sa vitesse est modifiée
aléatoirement selon la distribution des vitesses de



Maxwell-
Boltzmann a la température T

» Cet algorithme converge vers une distribution canonique.

* On tire aléatoirement les nouvelles vitesses, on détruit la
dynamique reelle du systeme

Algorithme de Nosé-Hoover (1980) :

|dée : ajouter une variable supplémentaire qui mime un
bain thermique. Cette variable va agir comme une «
friction » qui va soit augmenter la vitesse, soit la diminuer.

lll. Etude des systemes non conservatifs
(partiellement ouverts)

11l.2 Modélisation d’un thermostat
Algorithme de Nosé-Hoover (1980) :
2

On postule le lagrangien

_ g, Ins

suivant : | qi,dth i P
d, Ins

= -p
d, Ins

N mis2 i=12 - B

N mis®i=12 _9ggns



Systeme a N particules
Bain thermique

Q =masse effective pour
le déplacement s

(s est une coordonnée
sans dimension)

g = parametre constant

On définit les moments

conjugues :
2
2
2
2
2

-Uqgq + 2
- U qN + 2
—ugV+ 2
-U qN + 2
- U qN + 2
—UgV+ 2
dst
dst
dst
dst
dst
dst
dst

dsdt



oL oL, =Qs
pi=  0Q=ms°qps= 0s

lll. Etude des systemes non conservatifs

(partiellement ouverts)

l1l.2 Modélisation d’un thermostat
L'Hamiltonien du systeme a N particules+thermostat:

Hq;p;i=
N i=12Mp;;2

2rUaN, 5o P2t 95 Ins =H + P2t 95 Ins

, Changement de variable :
9i' = qgipi

dt = dts '= pig Variables virtuelles de I'hnamiltonien non

physique
Variables réelles du systéme (mais: dt’ n’est pas constant
avec le temps



Calcul de la fonction de partition

Z= N!h’I

3N dpS dsdpd q6(HO + 2Q p82+ gB Ins — E)

Z= N!h1

3N dpS dp’ dq'dss Ins — E)

No(Ho' + 2q Pez+ B
lll. Etude des systéemes non conservatifs

(partiellement ouverts)

111.2 Modélisation d’un thermostat

Z= N!h1

3N dpS dp dq'dss Ins — E)

N5(Ho + 2q ps2+ 7B
5s =0 S (50%0)

Sg = exp[-(Hg' + 2Q Ps2t gkgTins — E)/gkgT]

Z= N!h1

SN dps dp’ da dssN3 s - So So/gkgT

Z= N!h1

3N dps dp dq'SO3N+1

gksT ~ NIh|



sndp dp'dgr —3n+1 H
S e

gksT'0+2QPs2 E)

gkeT
On pose g = 3N + 1

Z = NIn3N 3N ©BE

+ 1 kBT dps e_BpZQ s2

dp’ dg'e=PHo

sndpdg e"BHo' Fonction de partition canonique!



