
 
DTIME, NTIME, DSPACE, NSPACE, P, NP, PSPACE, NPSPACE, EXP, NEXP 
 
Konstruovatelnost funkcie 

 

 
 
kodovanie TS 

 

 

 
kod_i = zapis jedneho prvku delta funkcie 

 



 
Veta o pamatovej hierarchii 

 
     
spravime stroj M' ktory si vyhradi S2(n) miesta a toto miesto pocas behu neprekroci 
skontroluje ci je vstup prefixovy kod nejakeho TS 
simuluje vstup w na stroji s kodom w 
simuluje 2^S2(n) krokov, teda ak w in DSPACE(S1(n)) tak sa bud rozhodol alebo sa uz nerozhodne 
vratime negaciu 
ak M' je DSPACE(S1) tak mame spor 
 
Veta o časovej hierarchii 

 
    ￼??? preco /log T1(n) 

 



 

 
budeme ratat funkciu f(C1, C2, t), ktora nam povie ci sa vieme dostat z konfiguracie C1 do C2 na 
najviac t krokov 
kedze existuje iba d^S(n) konfiguracii tak akceptujuci vypocet musi trvat maximalne tolko krokov 
f(C1, C2, t) = f(C1, C3, t/2) and f(C3, C2, (t+1)/2) 
hlbka rekurzie je log2(d^S(n)) = S(n)*log2(d) = O(S(n)), pricom kazda uroven zabera S(n) pamate 
pamatova zlozitost je O(S^2(n)) -> kompresia pasky na S^2(n) 

 



 
Dalsie hierarchie 

 
NTIME(T(n)) ⊆ DSPACE(T(n)) 
budem lexikograficky generovat vsetky postupnosti instrukcii 
NSPACE(S(n)) ⊆ DTIME exp(S(n)) 
existuje konecne vela konfiguracii, prechody medzi nimi su charakterizovane grafom, spravim DFS 
 

 
 



 
Translačná lema 

 
Zoberme lubovolny jazyk z NSPACE(n^20), existuje stroj M1 co ho akceptuje 
Nafukneme vstup w an w#^i tak ze |w#^i| = |w|^5 
Potom stroj M2 podobny M1 bude akceptovat v NSPACE(n^4) 
Potom existuje stroj M3 co akceptuje w#^i v NSPACE(n^3) 
Potom existuje stroj M4 co na vstupe w nafukne na w#^i a spusti M3, takze M4 je NSPACE(n^15) 

 
 



 

 
 



 

 
Gap Theorem 
existuje ocislovanie vsetkych strojov 
definujeme funkciu W(n) (S(n) je matuce), tak, ze W(n) = m tak ze 
pre vsetky stroje M1,...Mn na vsetkych vstupoch {0,1}^n plati ze S_Mk(w) <= m || S_Mk(w) > 2^W(n) 
 
postup ako to spravit rekurzivne 
paralelne simulujeme vsetky stroje na vsetkych vstupoch 
povedzme ze robime krok z t-teho kroku simulacie na t+1 
potom kazdy stroj co este nezastavil alebo sa nezacyklil spravime krok 
znovu odsimulujeme t krokov daneho stroja pre dany vstup aby sme skontrolovali ci uz nenavstivil tuto 
konfiguraciu 
pre vsetky n<=m<=t+1 (vsimni si n<=m) overime ci m splna danu podmienku pre vsetky stroje na vsetkych 
vstupoch, teda ci zastal/zacyklil a pouzil menej ako m alebo uz pouzil viac ako 2^m 
toto musi nastat lebo bud vsetkych konecne vela strojov zastavi/zacykli alebo ak sa nezacyklia tak 
musia pouzit vela pamate (viac ako 2^m pre nejake m) 

 
potom zoberme lubovolny jazyk L co patri DSPACE(2^W(n)), pre tento jazyk existuje stroj M co ho 
akceptuje a je rovny nejakemu Mk 
platia dve veci 
L in DSPACE(2^W(n)) => ∃n_0 ∀n>=n_0 S_Mk(n) ≤ 2^W(n) 
definicia W(n) => ∀n>=k S_Mk(n) ≤ W(n) || S_Mk(n) > 2^W(n) 
=> ∀n >= max(n_0, k) S_Mk(n) ≤ W(n) => L in DSPACE(W(n))  



 

 
Cook-Levin 
Ideme SAT-om zapisat vypocet TS (jedna prepisovacia vstupna paska smerom doprava nekonecna) 
Treba zarucit 4 podmienky - kazde policko kazdej konfiguracie obsahuje prave jeden znak (F), prva 
konfiguracia je pociatocna (G), posledna konfiguracia je v akceptacnom stave (I) a medzi kazdymi dvoma 
susednymi konfiguraciami je validny prechod (H) 
validny prechod zabezpecime ak sa nezmeni symbol ktory je daleko od hlavy (H*) a hlava vykona jeden z 
posunov -1,0,1 (H**) 

 



 
 



 

 
 



 

 
 
Kedze hodnotova funkcia je polynomialne ohranicena, vieme binarne vyhladat riesenie hodnotoveho 
problemu. Toto vieme v case T(s(n))*r(n). 
Teraz zostrojime optimalne riesenie. Jazyk 

 
je NP. Potom ho vieme polynomialne transformovat na L, ktory je NP-uplny. Potom sa staci pytat na 
pritomnost stale dlhsich a dlhsich slov s prefixom x#d(k)# v L’ az kym sa slovo nebude dat predlzit a 
suffix ‘z’ tohoto slova bude riesenim daneho konstrukcneho problemu. 

 

 
 



 
Aproximovateľnosť NP-optimalizačných problémov 

 

 

 

 



 

 
 
Ak by POC bol aproximovatelny pre nejake α, potom pre graf s cenami hran nastavenymi nasledovne 

 
bude riesenie optimalneho POC bud rovne |V| (ak existuje HAM) alebo >= (1+α)|V| >= α|V|+1 (ak 
neexistuje). V pripade ze HAM existuje, aproximacny algoritmus musi najst ohodnotenie <=α|V|. Ak HAM 
neexistuje, optimalne ohodnotenie je >=α|V|+1 > α|V|. Preto aproximacnym algoritmom budeme vediet 
rozlisit tieto dva pripady a riesit HAM, co je spor. 

 
 



 

 
Najdeme najvacsie T take ze 2^T|(B-1) (B je neparne) 
pre nahodne cislo A ho skusame umocnit na stupajuce mocniny (B-1)/2^i az po (B-1)/2 
Zacneme s A^[(B-1)/2^T] - ak je to 1 alebo -1 tak pravdepodobne ide o prvocislo 
Pokracujeme umocnovanim ^2 
Ak je rovne -1, pravdepodobne ide o prvocislo, ak je rovne 1 urcite nejde o prvocislo 
Ak prideme na koniec a este sme nezistili ze ide o prvocislo tak urcite nejde o prvocislo (A^(B-1)=1, 
preto A^(B-1)/2=-1 a zistili by sme to v poslednej iteracii) 

If p is an odd prime, and p – 1 = 2s d with d odd, then for every a prime to p, either ad ≡ 1 mod p, or there exists t such that 0 ≤ t < s and ad2^t ≡ −1 
mod p. 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Parity_(mathematics)


 
Pravdepodobnostné generovanie veľkých prvočísel 

1.​ vygeneruj nahodne cislo 
2.​ over ci je prvocislo 
3.​ ??? 
4.​ profit / repeat 

 
RSA  

 
 



 
Presny algoritmus pre 0-1 knapsack problem  
dynamicke programovanie 
postupne pre vsetky itemy upravujeme tabulku 
kluc stavu je value a hodnota je minimalna dosiahnutelna hmotnost ( / kluc stavu je hmotnost a hodnota je max dosiahnuta value) 
hodnotovy problem riesime  max{v | W(n, v) <= W} 
konstrukcny problem riesime tak ze sa vratime o krok spat a zistime overime ci sme sa pridanim itemu dostali do aktualneho stavu 
Θ(n^2 V) = Θ(n^2 * 2^Θ(n)) = Θ(|x| * 2^Θ(√|x|)) kedze na vstupe mozu byt velmi velke cisla 
 
Aproximacny algoritmus pre 0-1 knapsack problem 
1 < α <= 2, V = max(v_i), d = trunc((α - 1) V / (n + 1)), ak d=0 tak d=1 
predel vsetky hodnoty itemov d a zaokruhli nadol 
spusti presny algoritmus 
casova zlozitost n^2*V -> n^2*V/d = n^3 / (α - 1) = polynomialna 
dokaz aproximacie netreba vediet 

 
 



 
Pravdepodobnostne algoritmy  
procedura brand vrati 0/1 -> vieme generovat lubovolne m-bitove cisla, cize napriklad cisla z <0,1) s lubovolnou presnostou 
Pr[A akceptuje x] = suma pravdepodobnosti akceptacnych vypoctov, Pr[A akceptuje x] = 1 - Pr[A zamietne x] 

 

 
dokaz ??? 

​

 
 



 

 
Pre L existuje algoritmus A s polynomialnou casovou zlozitostou p(n) a chybou = 1/7 
Na vstupe velkosti n vykoname 2n+1 vypoctov a akceptujeme/zamietame podla vacsiny 
Upravime vypocet tak aby vzdy vykonal p(n) operacii brand (aj keby mohol skoncit skor) 
Z vety o vylepsovani vieme ze chybnych vypoctov je najviac 2^p(n) * (½)^(n+3/2) 
Vsetkych chybnych vypoctov na vsetkych moznych vstupov je dokopy 2^n * 2^p(n) * (½)^(n+3/2) = 2^p(n) * (½)^(3/2) < 2^p(n) 
Vsetkych postupnosti vysledkov funkcie brand je 2^p(n) a teda musi existovat taka postupnost ktora nie je sucastou ziadneho chybneho vypoctu 
Na prednaske to bolo vysvetlovane aj cez tabulku kde v riadkoch su vstupy a v stlpcoch su postupnosti vysledkov brand 

 



 

 
P ⊆ BPP zjavne 
 
BPP ⊆ PSPACE 
Nech L bolo z BPP, potom L je akceptovane strojom A v polynomialnom case 
Vytvorime stroj ktory bude akceptovat L a zjavne bude z PSPACE 
Na paske si bude v lexikografickom poradi generovat vsetky postupnosti vysledkov volani brand a nasledne simulovat A na zaklade danych 
rozhodnuti 
Priebezne si pocita pocet akceptacii a nakoniec sa rozhodne podla vacsiny 
Treba si davat pozor aby dlzka postupnosti brandov presne zodpovedala dlzke vypoctu 
 

 
 



 
Utajene riesenie NP-uplneho problemu  
Chceme dokazat ze vieme vrcholovo ofarbit graf G tromi farbami 
Zpermutujeme farby, pre kazdy vrchol vygenerujeme RSA kluce, pre kazdy vrchol zvolime nahodne cislo x_i od 0 po n/3, zasifrujeme 3*x_i+farba_i 
Verejne kluce a zasifrovane hodnoty zverejnime 
Protihrac sa moze spytat na lubovolnu hranu 
Zverejnime sukromne kluce pre dane dva vrcholy 
Protihrac overi ze farby vrcholov su rozdielne 
Ak sme graf neofarbili spravne, je sance aspon 1/|E| ze na to protihrac pride, teda po k*|E| kolach je sanca ze na to neprisiel 

 
Kedze vsetko je strasne nahodne a zamiesane a dozvie sa informaciu iba o jednej hrane pred tym ako sa vsetko zamiesa tak je to bezpecne 

 



 

 

 

 

 
 



 

 
je PSPACE 
rekurzivne sa volaj a skusaj vsetky ohodnotenia premennych 
pamatova zlozitost je linearna 
 
je PSPACE-uplny 
podobne ako Cook-Levin a Savitchova veta 
ideme transformovat TS na vstupe dlzky n na TQBF 
kedze nechceme aby sa zacyklil tak dlzka vypoctu musi byt najviac 2^(r*S(n)) pre nejake r 

 

​ toto je prilis dlhe, pocet premennych narasta exponencialne 

 
dokaz spravnosti indukciou na el 

 



 
 

 

 

 
TQBF pretransformujeme na BF tak ze vyjmeme kvantifikatory na zaciatok a pridame always true premenne tak aby sa kvantifikatory striedali 

 
??? 

 



 

 

 

 
BF polynomialne transformujeme na GG 
formula bude SAT 
H1 a H2 v lavej casti hodnotia premenne 
H2 urci ktoru disjunkciu chce aby H1 dokazal (ak je formula 
neplatna, vie najst taku disjunkciu ktora neplati) 
H1 potom vyberie literal ktory disjunkciu riesi 
H2 je na tahu a ak bol H1 uspesny tak je prislusne miesto v lavej 
casti uz obsadene a teda H2 hru prehral 

 



 
Rekurzivne funkcie  

 
g(x1, x2, x3) = f(x1, f1(x1), f2(x1, x2), f3(x1, x2, x3)) nezodpoveda specifikacii skladania funkcii, ale je to prehladnejsie a je to lahke opravit 



 

 

 

 
 



 
 

 

 

 
F2, F3 obdobne 

F4:​ ​  



 

 
 



 

 

 

 
 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 
mne sa paci ked je mul(sg(...)) namiesto sg(mul(...))  



 

 
 



 

 

 

 

 
 
Treba vediet F2, F4 a F8, teda x*y, sg a x/y 
pri x/y nie je potrebne robit (x-1), horny limit moze byt cokolvek vacsie rovne (x-1) 



 
chyba dodatok 29-49 https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/dodatok.pdf 
chyba 02_dolneOdhady https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/02_dolneOdhady.pdf 

 

https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/dodatok.pdf
https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/02_dolneOdhady.pdf


 
 
preco je pri speedup theorem /log - kvoli transformacii na menej pasok 
preco je K_0 take komplikovane - tazko z nularnej na unarnu funkciu 
preco sa pri registrovych strojoch nepouziva binarna abeceda - este to nie je prepisane 
preco je pocitanie num(1v_0^R) take komplikovane - lebo sa chcelo tymto sposobom poukazat na hodnotu toho cisla, da sa to jednoduchsie 
 
preco je pri x/y pocitanie do (x-1)+1 
preco je pri minimalizacii s ohranicenim to sg vonku a nie vnutri 
preco pref ked je to konstantne vela 
 
lema 
veta 
definicia 
tvrdenie 
 


