DTIME, NTIME, DSPACE, NSPACE, P, NP, PSPACE, NPSPACE, EXP, NEXP

Konstruovatelnost funkcie

Definicia 2.1.1. Funkcia S(n) je paskovo konstruovatelna, ak existuje deterministicky Turingov
stroj ktory na kazdom vstupe dlzky n nepouzije na Ziadnej pracovnej paske viac ako S(n) policok
a na prvej paske pouzije prave S(n) policok.

Definicia 2.3.1. Funkcia T'(n) je ¢asovo konstruovatelna, ak existuje deterministicky T-stroj
ktory na kazdom vstupe dlzky n vykona prave T'(n) krokov.

kodovanie TS

111 kédy 11kddy11 --- 11kdd, 111
0710%10'10™10710°1 0"
5('?} s Ay 'ﬂi) - (qﬂi: 'ff-r-; (g, df)

kod i = zapis jedneho prvku delta funkcie



\VA m ve] hierarchii

Veta [o pamiitfovej hierarchii]. ' Nech log(n) < Si(n) = o(S2(n)), kde Sa(n) je pdskovo
konstruovatelna. Potom:
DSPACE(S1(n)) € DSPACE(S2(n))

spravime stroj M' ktory si vyhradi S2(n) miesta a toto miesto pocas behu neprekroci
skontroluje ci je vstup prefixovy kod nejakeho TS

simuluje vstup w na stroji s kodom w
simuluje 27S2(n) krokov, teda ak w in DSPACE (S1(n)) tak sa bud rozhodol alebo sa uz nerozhodne

vratime negaciu
ak M' je DSPACE(S1l) tak mame spor

Veta o Casoved] hierarchii

Veta [0 ¢asovej hierarchii]. Nech n < Ti(n) = o(T2(n)/logTi(n)), kde T>(n) je casovo kon-
§truovatelna. Potom DTIME(T)(n)) C DTIME(T5(n)).

??? preco /log T1 (n)



Veta [Savitch]. Nech S(n) > log(n) je paskovo konstruovatelnd, potom

NSPACE(S(n)) C DSPACE(S?%(n)).

budeme ratat funkciu f£(Cl, C2, t), ktora nam povie ci sa vieme dostat z konfiguracie Cl do C2 na
najviac t krokov

kedze existuje iba d”"S(n) konfiguracii tak akceptujuci vypocet musi trvat maximalne tolko krokov
f(c1, c2, t) = f£f(Cc1, C3, t/2) and f(C3, C2, (t+1)/2)

hlbka rekurzie je log2(d*S(n)) = S(n)*log2(d) = 0O(S(n)), pricom kazda uroven zabera S(n) pamate
pamatova zlozitost je 0(S"2(n)) -> kompresia pasky na S"2(n)



Dalsie hierarchie

Veta 2.5.1. (a) DTIME(T(n)) € NTIME(T(n)) € DSPACE(T(n)) pre kaZdi éasovo kon-
struovatelni T (n).

(b) DSPACE(S(n)) C NSPACE(S(n)) C |J,DTIME(coen+5(n)) pre kaZdi pds-
kovo konstruovatelni S(n).

NTIME(T(n)) & DSPACE(T(n))

budem lexikograficky generovat vsetky postupnosti instrukcii

NSPACE (S(n)) & DTIME exp(S(n))

existuje konecne vela konfiguracii, prechody medzi nimi su charakterizovane grafom, spravim DFS

Désledok 2.6.1.
DSPACE(logn) C NSPACE(logn) C P C

CNPCPSPACE=NPSPACEC EXPCNEXP
Poznamka 2.6.5. Nie je zname, ¢i DSPACE(logn) € NP.

Poznamka 2.6.6. Podobne tiez nie je zname, ¢i P C PSPACE.

Poznamka 2.6.7. Naproti tomu sa vie, ze NSPACE(logn) C PSPACE a P C EXP. Vyplyva
to zo Savitchovej Vety a z Viet o pamiifovej a ¢asovej hierarchii.



Translacnd lema

Tvrdenie 2.7.1. Ak NSPACE(n*) C NSPACE(n?), potom:

NSPACE(n*®) C NSPACE(n").

Zoberme lubovolny jazyk z NSPACE (n"20), existuje stroj M1 co ho akceptuje

Nafukneme vstup w an w#"1 tak ze |w#"i| = |w|"5

Potom stroj M2 podobny M1l bude akceptovat v NSPACE (n"4)

Potom existuje stroj M3 co akceptuje w#"i1i v NSPACE (n"3)

Potom existuje stroj M4 co na vstupe w nafukne na w#”i a spusti M3, takze M4 je NSPACE (n"15)

Tvrdenie 2.7.2. NSPACE(n*) C NSPACE(n").
Dékaz. Nech by NSPACE(n*) € NSPACE(n?). Aplikiciou transla¢nej lemy pre f(n) = n3

f(n) =n*, f(n)=n® postupne dostaneme:
NSPACE(n'?*) C NSPACE(n®)
NSPACE(n'®) C NSPACE(n'?) } = NSPACE(n*®) C NSPACE(n?)
NSPACE(n*") C NSPACE(n"?)

NSPACE(n®) C NSPACE(n®)
Savitchova veta = NSPACE(n?) C DSPACE(n'®) } =
Veta o pamiifovej hierarchii = DSPACE(n'®) C DSPACE(n*?)

= NSPACE((n?%) C DSPACE(n?°) C NSPACE(n?°) spor! ]



Transla¢na lema. Nech S;(n), Sa(n) a f(n) si paskovo konstruovatelné, Sa(n) > n, f(n) > n.
Potom ak NSPACE(S1(n)) C NSPACE(Sz2(n)) =
= NSPACE(S:1(f(n))) € NSPACE(S2(f(n))).

Veta 2.7.3. Ak >0 ar =0 potom

NSPACE(n") C NSPACE(n"*)



Veta [Gap Theorem]|. Pre kaZdi rekurzivnu funkciu g(n) > n existuje rekurzivna funkcia S(n) =
n taka, Ze plati:
DSPACE(S(n)) = DSPACE(g(S(N))).

Poznamka 2.8.1. Podobné vysledky platia aj pre NSPACFE, DTIME, NTIME.

Veta [Speedup Theorem)|. Pre kazdi rekurzivnu funkciu f(n) > n? existuje rekurzivny jazyk L
taky, Ze pre lubovolny T-stroj M akceptujici L v case T'(n) existuje T-stroj M' tiez akceptujiici
L, v ¢ase T'(n) tak, Ze f(T'(n)) < T(n) pre skoro vsetky n.

Gap Theorem |

existuje ocislovanie vsetkych strojov

definujeme funkciu W(n) (S(n) je matuce), tak, ze W(n) = m tak ze
pre vsetky stroje Ml,...Mn na vsetkych vstupoch {0,1}"n plati ze S Mk(w) <=m || S Mk(w) > 27W(n)

postup ako to spravit rekurzivne

paralelne simulujeme vsetky stroje na vsetkych vstupoch

povedzme ze robime krok z t-teho kroku simulacie na t+l

potom kazdy stroj co este nezastavil alebo sa nezacyklil spravime krok

znovu odsimulujeme t krokov daneho stroja pre dany vstup aby sme skontrolovali ci uz nenavstivil tuto
konfiguraciu

pre vsetky n<=m<=t+l (vsimni si n<=m) overime ci m splna danu podmienku pre vsetky stroje na vsetkych
vstupoch, teda ci zastal/zacyklil a pouzil menej ako m alebo uz pouzil viac ako 2”m

toto musi nastat lebo bud vsetkych konecne vela strojov zastavi/zacykli alebo ak sa nezacyklia tak
musia pouzit vela pamate (viac ako 2”m pre nejake m)

potom zoberme lubovolny jazyk L co patri DSPACE(2"W(n)), pre tento jazyk existuje stroj M co ho
akceptuje a je rovny nejakemu Mk

platia dve veci

L in DSPACE(2"W(n)) => dAn 0 Vn>=n 0 S Mk(n) < 2"W(n)

definicia W(n) => Vn>=k S Mk(n) < W(n) || S Mk(n) > 2"W(n)
=> Vn >= max(n 0, k) S Mk(n) < W(n) => L in DSPACE (W(n))

W(n



Definicia 3.0.1. L C ¥* je polynomidlne transformovatelny na Ly C 3, ak existuje polyném
p(n) a deterministicky T-stroj M s ¢asovou zlozitostou p(n), ktory vstup z € X* pretransformuje
na vstup y € X taky, ze x € L & y € Ly.

Definicia 3.0.2. Lj je NP-tiplny, ak Ly € NP akazdy L € NP je polynomialne transformovatelny
na L.

Veta [Cook-Levin|. SAT je NP-uplny jazyk.

Cook-T.evin

Ideme SAT-om zapisat vypocet TS (jedna prepisovacia vstupna paska smerom doprava nekonecna)

Treba zarucit 4 podmienky - kazde policko kazdej konfiguracie obsahuje prave jeden znak (F), prva
konfiguracia je pociatocna (G), posledna konfiguracia Jje v akceptacnom stave (I) a medzi kazdymi dvoma
susednymi konfiguraciami je validny prechod (H)

validny prechod zabezpecime ak sa nezmeni symbol ktory je daleko od hlavy (H*) a hlava vykona jeden =z
posunov -1,0,1 (H**)



Konstrukcia F: F:=FiNFoA---ANFp, h=(pn)+1)(p(n)+2)

==1 =2
Fj = ( v yj-ﬁ) ‘A‘_'( v (yj-.-? ‘f“yj:f))ﬂ j - 1221"'1’11
seX'uQ SFET
s,rexn’uQ

G:=Y1,¢ NY2,90 N Y300 NYtzo N AYng2.0, AYnt3,B N AN Up(n)+2.B
Ii=9yt g0 VUts1,96 V- VYpspm)+iges t=pn)(p(n)+2)+1
Pre kazdy refazec rqs (r,s € ¥', ¢ € Q) nech:

K, s = {tuv | t,u,v € ¥'UQ, tuv mdze vzniknit z rgs v 1 kroku v stlade s 6 (pozri (**))}

Nech H; = A ( N Wimir AYis Ayjine = ?fj+p(n}+2._s))
i(p(n)+2)+1<j<(i4+1)(p(n)+2) \r,s, i€’

H = N\ ( A (yj_l,f AjaAYjs1s =\ Uitpm)+1 A Yjspm)+2.u hyﬂp(n}%m)))

- <F<- sy tuveE K.
q€Q)

Potom H = Hi AH} A---ANH

pmy—1 NHTANHTT A NHJC S ) je viraz, ktory kontroluje, ¢i



Definicia 4.1.1. NP-optimaliza¢ny problém A je dany cielom (t.j. min alebo maz), polyno-
mialne ohrani¢enou relaciou R C ¥* x ¥* (t.j. pre R existuje polyném p taky, ze ak (x,y) € R,
potom |y| < p(|z|)) a hodnotovou funkciou m : ¥* x £¥* — N, pricom R aj m su vypocitatelné
deterministicky v polynomialnom case.

Presnejsie {x#y | (x,y) € R} € P a pre dvojicu (x,y) € R mozno hodnotu funkcie m(x,y)
vypocitat deterministicky v ¢ase q(|x| + |y|), kde ¢ je nejaky polyném.

Definicia 4.1.2. Konstrukény problém: Pre dané x najdi/zostroj (ak existuje) y také, ze
(x,y) € R, pricom:

m(zx,y) = yriréiél*{-m(:r:y'] | (x,4") € R} pre ciel min a podobne:

m(x,y) = :IIEHJEX {m(z,y") | (x.y") € R} pre ciel maxz.

Definicia 4.1.3. Hodnotovy problém: Pre dané r uréi (ak existuje):

min {m(z,y") | (x,y") € R} pre ciel min,
y'ex”

matx{irn(:r, y') | (z,y") € R} pre ciel maz.
y'exr”

Definicia 4.1.4. Rozhodovaci roblém: Pre dané x a dané k € N zisti, ¢i:

Jdy : (z,y) € RAm(x,y) < k pre ciel min,

Jy : (z,y) € RAm(x,y) > k pre ciel maz.



Veta 4.1.2. Nech A je lubovolny NP-optimalizacény problém s cielom min', relaciou R a hodno-
tovou funkciou m, ktorého rozhodovaci problém:

L={x#dk)|zeX* keN, Jy: (z,y) € RAm(x,y) < k}

je NP-uplny. Nech mozno L akceptovat deterministicky v ¢ase T(n). Potom konstrukcény problém
pre A mozno riesit deterministicky v ¢ase r(n)T(s(n)) pre vhodné polynémy r,s. 2 3

Kedze hodnotova funkcia je polynomialne ohranicena, vieme binarne vyhladat riesenie hodnotoveho
problemu. Toto vieme v case T(s(n))*r(n).
Teraz zostrojime optimalne riesenie. Jazyk

L' ={a#dk)#z|lr e ke N,Jy : (r,y) € RAm(z,y) < k a z je prefix retazca y}.

je NP. Potom ho vieme polynomialne transformovat na L, ktory je NP-uplny. Potom sa staci pytat na
pritomnost stale dlhsich a dlhsich slov s prefixom x#d(k)# v L’ az kym sa slovo nebude dat predlzit a
suffix ‘z’ tohoto slova bude riesenim daneho konstrukcneho problemu.

Dosledok 4.1.1. (a) Veta 4.1.2 plati aj ked predpoklady ,,L je NP-uplny” a ,,[. mozno akcep-
tovat deterministicky v ¢ase T'(n)” nahradime predpokladom ,nejaky NP-tiplny jazyk Ly moZno
akceptovat deterministicky v ¢ase T'(n)”.

(b) Ak P = NP, potom konstrukény problém kazdého NP-optimalizacného problému mozno
riesit deterministicky v polynomidlnom case.
Veta 4.1.3. Nech A je lubovolny NP-optimalizacny problém, ktorého rozhodovaci problém L mozno

akceptovat v deterministickom c¢ase T'(n) (L nemusi byt NP-iplny). Potom hodnotovy problém pre
A mozno riesit deterministicky v éase r(n)T(s(n)) pre vhodné polynomy r, s.



Aproximov Inost NP-— imalizac¢nych problémov
Definicia 4.2.2. Problém A je dobre aproximovatelny, ak je a-aproximovatelny pre kazdé a > 1
(a — 1).

Definicia 4.2.3. Problém A je neaprozimouvatelny, ak nie je a-aproximovatelny pre ziadne o > 1
(@ — 00).

Veta 4.2.1. Ak P # NP, potom existujiu NP-optimalizacné problémy A, B a C tlake, Ze:
(i) A je dobre aproximovatelny, ale jeho rozhodovaci problém nepatri do P.
(ii) B je a-aproximovatelny (pre nejaké a > 1), ale nie je dobre aproximovatelnsy.
(iii) C' je neaprorimovatelny.
Dékaz. A, B a C st rovnaké, az na hodnotovii funkciu a sii definované takto: ciel je max,

R ={(x,y) | x je graf, y je Tub. postupnost vSetkych vrcholov grafu x (bez opakovania)}

a hodnotova funkcia m 4 resp. mp resp. m¢ pre A resp. B resp. C je definovana takto:

ma(z.y) || , ak ¥ je hamiltonovska kruznica grafu =
ma(z,y) =

|z —1 , inak

2 , ak y je hamiltonovska kruznica grafu x
mB(:L.: JU) = 1 inak

x| , ak y je hamiltonovska kruznica grafu x
me(z,y) = {ll | inai‘] &



Veta 4.2.2. Ak P # NP, potom NP-optimalizacng ,,problém obchodného cestujiceho” (POC)
je neaproxrimovatelny.

Ak by POC bol aproximovatelny pre nejake o, potom pre graf s cenami hran nastavenymi nasledovne

1 ,ak (i,j) € E

cenal(i, j) =
CD=\aVl+1 ,ak ) ¢ B

bude riesenie optimalneho POC bud rovne |V| (ak existuje HAM) alebo >= (l+oa) |V]| >= o|V|+1 (ak
neexistuje). V pripade ze HAM existuje, aproximacny algoritmus musi najst ohodnotenie <=a|V|. Ak HAM

neexistuje, optimalne ohodnotenie je >=a|V|+1 > o|V]|. Preto aproximacnym algoritmom budeme vediet
rozlisit tieto dva pripady a riesit HAM, co je spor.

Veta 4.2.3. Ak P #+ NP, potom:

(1) ,Maximalna klika grafu” (jej ndjdenie) a ,Najdlhsia cesta v grafe medzi dvoma danymi
vrcholmi” su neaproximovatelne NP-optimalizacné problémy.

(2) ,Bin-packing” (problém kontajnerov) je %—apmrimavatefn?j, ale nie je (g—s)—apmﬂmavatefmj
pre Ziadne € > 0 (pokial P # NP).

3) ,POC s trojuholnikovou nerovnostou” je 2-aprozimovatelny ale nie je dobre aproximo-
” J J 2 Y ]
vatelny.

(4) ,0-1 Knapsack” (problém batoha) je dobre aproximovatelny NP-optimalizacny problém.



Miller-Rabinov test:
Vstup: neparne b > 2, r € N,

Nech [2' | (b—1)] A [2F1 1 (b —1)]
for i — 1 to r do

begin
vyber ndhodne celé a (1 <a <b-—1)
1. if 22 =1 (mod b) and z # 41 (mod b)

pre nejaké x € {a_(b—l)ﬁ! a{b—IJM:HEb—WB, ces a_(b—l)ﬁt}
then return b uréite nie je prvoé&islo” (s absoliitnou istotou)
2. if a® 1 #1 (mod b)

then return ,b urite nie je prvo&islo” (s absoliitnou istotou) !
end

3. return ,b je prvo&islo” (s pravdepodobnostou omylu nanajvys 27").

Veta [Miller-Rabin|. Ak b nie je prvocislo, potom ndhodne vybrané éisloa (1 < a < b—1) splia
podmienku v prikaze 1. alebo 2. s pravdepodobnostou aspori %

Najdeme najvacsie T take ze 27T| (B-1) (B je neparne)

pre nahodne cislo A ho skusame umocnit na stupajuce mocniny (B-1)/2"1 az po (B-1)/2

Zacneme s A"[(B-1)/2"T] - ak je to 1 alebo -1 tak pravdepodobne ide o prvocislo

Pokracujeme umocnovanim "2

Ak je rovne -1, pravdepodobne ide o prvocislo, ak je rovne 1 urcite nejde o prvocislo

Ak prideme na koniec a este sme nezistili ze ide o prvocislo tak urcite nejde o prvocislo (A" (B-1)=1,
preto A" (B-1)/2=-1 a zistili by sme to v poslednej iteracii)

M

If p is an odd prime, and p — 1 = 2° d with d odd, then for every a prime to p, either =1 mod p, or there exists ¢ such that 0 < ¢ <sand a 1

mod p.


https://en.wikipedia.org/wiki/Parity_(mathematics)

Pravdepodobnostné generovanie velkych prvocisel
1. vygeneruj nahodne cislo

2. over cije prvocislo
3. 7?7
4. profit/ repeat

P(n

lim (n) =1
n—oo n/Inn

RSA

(1) Vyber nahodné velké (dekadicky 100-ciferné) prvocisla p, q.

(2) Vypocitaj n = pg, ¢(n) = (p—1)(g — 1).

(3) Vyber nepéarne ¢islo e nestudelitelné s ¢o(n). Presnejsie, pomocou procediry Euklid (pozri
kapitolu Modularna aritmetika (6)) najdie € {3,5,7,...}, acelé z, y také, ze 1 = ¢(n)x+ey.

(4) Vypocitaj d = e~ mod ¢(n), t.j. prvok inverzny k e v zvyskovej triede ¢isel modulo ¢(n),
presnejsie: [d « y; if y < 0 then d < y + ¢(n)]. Potom pre d plati 1 = (e - d) mod ¢(n),
d = 0.

(5) Nech D = Z, ={0,1,...,n— 1}. Potom:

e Py(M)= M* mod n,
e Sy(M)= M?mod n,



Presny algoritmus pre 0-1 knapsack problem
dynamicke programovanie

postupne pre vsetky itemy upravujeme tabulku

kluc stavu je value a hodnota je minimalna dosiahnutelna hmotnost ( / kluc stavu je hmotnost a hodnota je max dosiahnuta value)
hodnotovy problem riesime max{v | W(n, v) <= W}

konstrukcny problem riesime tak ze sa vratime o krok spat a zistime overime ci sme sa pridanim itemu dostali do aktualneho stavu
O(n*2 V) = ©(n"2 * 220(n)) = O(|x| * 2*O(\|x|)) kedze na vstupe mozu byt velmi velke cisla

Aproximacny algoritmus pre 0-1 knapsack problem
1<a<=2,V=max(v_i),d=trunc((a-1) V/(n+ 1)), ak d=0 tak d=1
predel vsetky hodnoty itemov d a zaokruhli nadol

spusti presny algoritmus

casova zlozitost n*2*V -> n*2*V/d = n*3 / (a - 1) = polynomialna
dokaz aproximacie netreba vediet

Veta. NP-optimalizaény 0-1 knapsack problém je dobre aproximovateiny.



Pravdepodobnostne algoritmy

procedura brand vrati 0/1 -> vieme generovat lubovolne m-bitove cisla, cize napriklad cisla z <0,1) s lubovolnou presnostou
Pr[A akceptuje x] = suma pravdepodobnosti akceptacnych vypoctov, Pr[A akceptuje x] = 1 - Pr[A zamietne x]

Definicia 2. Hovorime, ze pravdepodobnostny algoritmus A akceptuje jazyk

L C ¥* schyboue, (0 <€ < 1/2), ak Vo € ¥* plati: Akx ¢ L, potom

Pr]A akeeptuje x] < e a akx € L, potom Pr|A zamietne x| < e,

Veta (o vylepsSovani). Nech A je pravdepodobnostny algoritmus akcep-
tujiici jazyvk L v ¢ase T'(n) s chybou e, (0 < € < 1/2). Potom pre kazdé ¢,

(0 < € < €), existuje pravdepodobnostny algoritmus A’ akeeptujiiei L v ¢ase
O(T(n)) s chybou €'

dokaz ???
1
[ — l"ﬂ'-"ll2 ! m,2 T i _fr—1
2(4(1 €)e)™* < €. S, = E}JJ(J—)U—EE)}EE j
lmi2l (o, . . . .
s, <Y (j)(l Q)1 - e)/e)™  (podia (4)
=0
|m /2]
12 m m
= (1 —¢€) ;gfzfz(z ())
j=0 \J

m/2l
= —(2%(1 =€, )e, )™ (lebo 3~ () — 2™ /2)

=0 \J

LA

%(4(1 — €)e)™/? (podla (5)).



Veta. Nech L C {0,1}" je Ju bﬂVDfﬂ_{’ Jazyk, pre ktory existuje pravdepodob-
nostny algoritmus, ktory akceptuje L v polyvnomialnom case s chybou e,
(0 < € < 1/2). Potom existuje polyném p(n) a pravdepodobnostny algorit-
mus A s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou tak, 7e pre kazdé n existuje pos-
tupnost b" = b b2, ..., by, kde by € {0,1}Vi, takd, ze Vo € {0,1}" plati:

Vypocet algoritmu A na xz, v ktorom vysledok i-teho volania procedury brand
je b; pre kazdé i = 1,2,...,p(n), je akceptujiici, ak « € L a je zamietajici,

ak x ¢ L, (t.j., A poznajic b" neurobi chybu na Ziadnom x € {0,1}").

Pre L existuje algoritmus A s polynomialnou casovou zlozitostou p(n) a chybou = 1/7

Na vstupe velkosti n vykoname 2n+1 vypoctov a akceptujeme/zamietame podla vacsiny

Upravime vypocet tak aby vzdy vykonal p(n) operacii brand (aj keby mohol skoncit skor)

Z vety o vylepsovani vieme ze chybnych vypoctov je najviac 2*p(n) * (¥2)*(n+3/2)

Vsetkych chybnych vypoctov na vsetkych moznych vstupov je dokopy 2*n * 2%p(n) * (2)*(n+3/2) = 2*p(n) * (V2)*(3/2) < 2*p(n)

Vsetkych postupnosti vysledkov funkcie brand je 2*p(n) a teda musi existovat taka postupnost ktora nie je sucastou ziadneho chybneho vypoctu
Na prednaske to bolo vysvetlovane aj cez tabulku kde v riadkoch su vstupy a v stlpcoch su postupnosti vysledkov brand



Definicia 5. BPP je trieda jazyvkov, ktoré mozno akceptovat pravdepodob-

nostnymi Turingovymli strojmi v polynomialnom case s nejakou chybou () <
1

€ < 9

Veta. P C BPP C PSPACE.

P < BPP zjavne

BPP < PSPACE

Nech L bolo z BPP, potom L je akceptovane strojom A v polynomialnom case

Vytvorime stroj ktory bude akceptovat L a zjavne bude z PSPACE

Na paske si bude v lexikografickom poradi generovat vsetky postupnosti vysledkov volani brand a nasledne simulovat A na zaklade danych
rozhodnuti

Priebezne si pocita pocet akceptacii a nakoniec sa rozhodne podla vacsiny

Treba si davat pozor aby dlzka postupnosti brandov presne zodpovedala dizke vypoctu

Poznamka:

- vieme, ze plati P C NP C PSPACE

- nie je znamy ziadny vztah medzi NP a BPP

- nie je zname, ¢i P = BPP alebo, ¢i BPP = PSPACE



Utajene riesenie NP-uplneho problemu

Chceme dokazat ze vieme vrcholovo ofarbit graf G tromi farbami

Zpermutujeme farby, pre kazdy vrchol vygenerujeme RSA kluce, pre kazdy vrchol zvolime nahodne cislo x_i od 0 po n/3, zasifrujeme 3*x_i+farba_i
Verejne kluce a zasifrovane hodnoty zverejnime

Protihrac sa moze spytat na lubovolnu hranu

Zverejnime sukromne kluce pre dane dva vrcholy

Protihrac overi ze farby vrcholov su rozdielne

Ak sme graf neofarbili spravne, je sance aspon 1/|E| ze na to protihrac pride, teda po k*|E| kolach je sanca ze na to neprisiel

( E —l).fr.; E| — (1 . _l)h|E| E E—-‘E

£ E|

Kedze vsetko je strasne nahodne a zamiesane a dozvie sa informaciu iba o jednej hrane pred tym ako sa vsetko zamiesa tak je to bezpecne




PSPACE = .o DSPACE(n*).

Definicia. Jazvk Ly je PSPACE-iuplny, ak Lo € PSPACE a kazdy L €
PSPACE je polynomidlne tranformovatelny na Ly .

Definicia. Booleovska formula s kvantifikatormi je iiplne kvantifikovand, ak
kazda jej premennd je v oblasti posobnosti niektoreho kvantifikdatora.
Pozndmka. Kazda tplne kvantifikovant formulu mozno napisat v tvare
Qrx1Qoxa. .. Qury, Oy, 29, ..., 2,), kde kazdé (); je nejaky kvantifikdtor a
¢(xy,...,x,) neobsahuje ziadny kvantifikator.



Veta. Jazyk TQBF je PSPACE-iplny.

je PSPACE
rekurzivne sa volaj a skusaj vsetky ohodnotenia premennych
pamatova zlozitost je linearna

je PSPACE-upliny

podobne ako Cook-Levin a Savitchova veta

ideme transformovat TS na vstupe dizky n na TQBF

kedze nechceme aby sa zacyklil tak dlzka vypoctu musi byt najviac 2*(r*S(n)) pre nejake r

O (z,9) = ((H; NH)V (2 =7)) A A Fj)
i(S(m)2) 4 1<5< (142)(S () +2)

& (a, 0) = F2(P'(a, 2) A D2, D

U C .
)) toto je prilis dlhe, pocet premennych narasta exponencialne

®*(a,0) = 2VaVy((z=a) A (y=2)) V(= 2) A (5 =10))) = ¢'(z,9))

dokaz spravnosti indukciou na el



Hra BF

dana je booleovska formula ¢(xy, ..., z,), (bez kvantifikatorov V, d)

hru hraju striedavo dvaja hraci H, a H,; zacina H,

hraci postupne a striedavo urcuju hodnoty by, by, ..., b, premennym xq, T,

..., &, (vkazdom kroku hry jednu b;; H, neparnym premennym a H, parnym)

hru vyhral hrac H, iff ¢(by,... b,) =1
Veta. Jazyvk BF je PSPACE-iplny.

TQBF pretransformujeme na BF tak ze vyjmeme kvantifikatory na zaciatok a pridame always true premenne tak aby sa kvantifikatory striedali

Vo, Jag Yy I3V 24 Olxy, ..o, zg) Al Vi) Alya Vi)

N - p - -

1 1

?7?7?



Hra GG

- dany je orientovany graf G' a jeho vrchol b

- hru hrajn striedavo dvaja hraci H, a Hs; zacina H, vo vrchole b
- hraci postupne a striedavo navstevuju (z momentalne navstiveného vrchulu)
eSte nenavstivené susedné vrcholy, (v kazdom kroku jeden vrchol)

- hru prehral hrac, ktory uz nemoze navstivit ziadny este nenavstiveny vrchol

Veta. Jazvk GG je PSP AC E-iplny.

BF polynomialne transformujeme na GG

formula bude SAT

H1 a H2 v lavej casti hodnotia premenne

H2 urci ktoru disjunkciu chce aby H1 dokazal (ak je formula
neplatna, vie najst taku disjunkciu ktora neplati)

H1 potom vyberie literal ktory disjunkciu riesi

H2 je na tahu a ak bol H1 uspesny tak je prislusne miesto v lavej
casti uz obsadene a teda H2 hru prehral



Rekurzivne funkcie
V tejto podkapitole budeme uvazovat len funkcie typu f: N* — N,
(N =1{0,1,2,...}), pricom funkcia f nemusi byt totalna.

Oznac¢enia.

(a) Funkcia IT, (1 < m < n), je n-drna funkcia, pre ktorid platr.
I’ (zy,..., z,) = x, pre vsetky x,,...,x, € N,

(b) Funkcia s je undarna funkcia, pre ktori plati: s(x) = =+ 1, Vo € N.
(Funkcia s je nasledovnik.)

(c) Symbol 0 oznacuje (okrem iného aj) nula-drnu funkciu s konstantnou
hodnotou 0.

Definicia. Nech f je n-arna funkcia a g, fy, ..., f, si m-arne funkcie. Funk-
cia g vznikne skladanim z funkcii f, fy,..., fn, ak pre vsetky xy,..., x,, € N
platr:

g(g}l:"':gjm) — f(fl(fglmm)fn(mlmm))

ag(x1, x2, x3) = f(x1, f1(x1), f2(x1, x2), f3(x1, x2, x3)) nezodpoveda specifikacii skladania funkcii, ale je to prehladnejsie a je to lahke opravit



Definicia. Nech h je n-drna funkcia, g je (n+ 2)-drna funkcia a f je (n+1)-
arna funkcia. Funkcia f vznikna z funkcii ¢ a h operaciou primitivnej
rekurzie, ak pre vsetky x,...,x,,y € N platr:

f(0$l$n):h($l$n).

Definicia. Funkcia f je primitivne rekurzivna, ak vznikne z funkci 0,
s a I konetnym poctom operacil skladania funkcii a primitivnej rekurzie.
(Primitivne rekurzivne funkcie su preto totalne.)

Veta 1. KonsStantnd funkcia Ky(x) = 0, Vo € N, je primitivne rekurzivna.

Ko(0) =0=h,

Ko(y+1) = 0= Ko(y) = 13y, Koly)) = gy, Ko(y)).
Dosledok 1. Nech j > (). Potom konstantnd funkcia K;(z) = j, Vo € N,
je primitivne rekurzivna.



Veta 2. Funkcie F', az F7 su primitivne rekurzivne.
Fl (I 'E;'} =T+ Y

Fz(fb",’y}:fﬂ-‘y

0, akx=0
Filz) = sg(x) = { 1; inak

F5(z) = 5g(2) = 1 - sg(x)

Fﬁ(fb":'y):’y;a::{o’ aky <z

y—x, aky>=x
Frle.y)=le—yl=(z ~y) + (y ~ 2)

Priklad 1: Funkcia f(y, ) = y + = vznikne operaciou primitivnej rekurzie z
funkcit g(y, z,x) = z + 1 a h(z) = =, lebo plati:
f0,z) =z = h(z),
fly+Lz)=y+1+a=fly,2)+1=gly fly z) ).
F2, F3 obdobne
s9(0)

= nula vpravo je nula-arna funkcia 0),
g(z,y) = K (I (z,y)) = 1. sg(z+

= g(x,sg(z)).

ey

0,
1) =

F4:



Pre Fs: (Idea.) Podobne, ako pre Fy alebo Fs mozno dokizat, ze funkcie
s(x) = x = 1 a F§ st primitivne rekurzivne, lebo plati:
s(0) = 0, (nula vpravo je nula-drna funkcia z bodu (¢) vyssie),

+1) =2 = Ij(z, Fg(z)) a



Veta 3. Nech h(y, z,,...,x,) je primitivne rekurzivna funkcia. Potom aj

funkcie

fl(y!:!iﬂla"'amn)

f?(yazamla"'amn)

su primitivne rekurzivne.
f1(0! Sy Ly .133?1)

fl(y‘|‘1,ﬂ,1171,---,33n)

=l
-+
[

=,
Il

=
e ]

ﬁ.
Il
v

hiz, xy, ..., xn)

ytz

Zh(51$111$ﬂ)+h(y+5+11$11

fl(y’:’:ﬂl""!:’-’“n)—l_h(y‘l‘ﬂ—l—]_!j_’,'h.”
g(y!fl(yg A

=,

|
Z

|l
=

=

B
=
2

B
=
2

R N T

'nmn)!

g(y! Uy Zy Ty ee ,il?n] — “'—l_h(y—l_*:—l_l! Liyeny ilfn) — Fl(u'! h(S(Fl(y! <

))!u:'jl! O



f(j:l:’gn) — #y(g(y *Tl_'-"':j:n) — )

ak pre vietky xy, ..., x, plati: f(x,...,x,) = y iff ked pre vsetky » < y jc
g(z,zy,..., x,) definovana a kladna a g(y, x,,...,x,) = 0. (y je prvy nulovy
bod funkcie g vzhladom na x,,..., zy.)

Ak naviac f a g su totalne, hovorime, ze f vznikne z g regularnou
minimalizaciou.
Pozndmka. Operacie minimalizécie nezachovava totalnost a ani primitivnu
rekurzivnost.
Priklad : Nech f(0) = 0 a nech f(z) nie je definivana pre ziadne z > 0. Pre
:, _ 2 _
f plati: f(z) = py (I3 (y, ) = 0).

Definicia. Funkcia f je rekurzivna, ak f vznikne z funkcii 0, s a I
konecnym poctom operadcii skladania funkcii, pritivnej rekurzie a reguldrnej
minimalizacie. (Rekurzivne funkcie si preto totalne.)

Poznamka. Kazda primitivne rekurzivna funkcie je rekurzivna,



Definicia. Clastoc¢nd funkcia f je ¢iasto¢ne rekurzivna, ak f vznikne z
funkeii 0, s a I} konecnym poctom operacii skladania funkcii, primitivnej
rekurzie a minimalizacie.

Veta 4. Nech funkcie g(y, 1, ..., x,) a h(x,...x,) si primitivne rekurzivne
a nech pre kazdé xy, ..., z, existujeu < h(xy,..., x,) také, zeg(u,zy,..., x,) =

0. Potom je funkcia f(xy,...,x,) = pylgly, x1,...,3,) = 0) primitivne
rekurzivna.

hizy,....tn) Y

f(ml:-".'-g:n): Z SQ(HQ("’*TL*TH))

y=0 1=0

mne sa paci ked je mul(sg(...)) namiesto sg(mul(...))



Veta 5. Funkcie Fg az F5 si primitivne rekurzivne.
Fs(z,y) = [2/y], ([z/y] =0, aky = 0)
Fo(x,y) =z mody, (rmody=ux aky=0)

. 1, aky dell =
Fio(z,y) = div(z, y) = { 0. jﬂali

Fyi(z) = nd(z) = { gaéet delitelov ¢isla =, ak z # 0

inak

0, ak x je prvocislo
1, inak

= pocet prvocisel nepresahujicich x

= x-té prvocislo (t.j., p(0) = 2,p(1) = 3,p(2) =5,...)
Fi5(xz,y) = ex(x, y) = exponent prvocisla p(x) v rozklade ¢isla y na
prvocisla, (ex(xz,y) =0 pre y = 0)



o/y] = sg(y) DiZr Vi sglioy = a)
zmody=x—=y-|z/y], div(z,y) = sg(z mod y),
nd(z) = sg(z) ©\2 U div(, i), chp(e) = sg(|nd(z) — 2])

m(x) = i 5g(chp(i)).
p(z) = py(lm(y) — (@ + 1) = 0)
ex(z, y) = pulsg(y) - div(y, (p(z))**') = 0)

Treba vediet F2, F4 a F8, teda x*y, sg a x/y
pri x/y nie je potrebne robit (x-1), horny limit moze byt cokolvek vacsie rovne (x-1)



chyba dodatok 29-49 https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/dodatok.pdf
chyba 02_dolneOdhady https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/02_dolneOdhady.pdf


https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/dodatok.pdf
https://matfyz.koniky.xyz/files/archive/3Z/vypoc/data/02_dolneOdhady.pdf

preco je pri speedup theorem /log - kvoli transformacii na menej pasok

preco je K_0 take komplikovane - tazko z nularnej na unarnu funkciu

preco sa pri registrovych strojoch nepouziva binarna abeceda - este to nie je prepisane

preco je pocitanie num(1v_0"R) take komplikovane - lebo sa chcelo tymto sposobom poukazat na hodnotu toho cisla, da sa to jednoduchsie

preco je pri x/y pocitanie do (x-1)+1
preco je pri minimalizacii s ohranicenim to sg vonku a nie vnutri
preco pref ked je to konstantne vela

lema
veta
definicia
tvrdenie



