PAU — MATEMATICAS lly COU | — ALGEBRA — ANDALUCIA — MODELOS DE 2001
RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuinez Nogales

1.- Delas matricesA =(1234), B=(123456),C=(1133)y D =(123012001)
determina cuales
tienen inversa y en los casos en que exista, calcula el determinante de dichas matrices.
Resolucién
Como det A = -2 # 0, A tiene inversa; Como B no es cuadrada no tiene sentido hablar de su inversa

Como det C = 0, entonces C no tiene inversa; Como det D = 1 # 0, D tiene inversa.

2.-Considerad =(1 —2 —30a2a —1a—-2), B=(101)y X=(xyz)
(a) Determina el rango de A en funcién del parametro a.
Resolucién
detA=a’-2a-4a+3a°+2=4a"-6a+2=0 ©2a°-3a+1=0;
_ 3+9-421 _ 3+1 1

2.2 ;o a=la=—

—Siailyai%,detAiO y, por tanto, rg A = 3.
-Sia=1,detA=0yA=(1 -2 —-30121 -1 —1).Como |1 —201|=1+#0,rgA=2.

. 1 1 1 -3 1 1
-Sia = detA=0y A=(1 -2 30525 —1-—).Como |1 —20—|=-20rgA
=2.

(b) Discute en funcion de a el sistema, dado en forma matricial AX = B.
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA = (1 — 2 —30a2a —1la—-2)y

A=(01-2-310a20a —1a—21)
-Sia#1ly a;t%, rg A =3 =rg A* = n? de incognitas. Luego, por el teorema de Rouché-Frdbenius el

sistema es compatible determinado, tiene solucién tunica

-Sia=1,rgA=2;
A=(1-2-3101201 -1 -11) f3—-f1 (1 -2 -3101200120) f3=f2 (1 —2 -

Como |1 — 201 |= 1+#0,rg A*=2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incégnitas. Por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

—Sia=%,rgA=2;
A*=(1 -2 -310+20+ —1%1) 2f22f3 (1 —2 —3101401 —2 —32)

La 12 y 32 filas corresponden a las ecuaciones x - 2y - 3z = 1, x - 2y - 3z = 2, respectivamente, que son
ecuaciones contradictorias. Luego, el sistema es incompatible.
(c) Resuelve AX = B en los casos en que sea compatible indeterminado.
Resolucién
Para a = 1, sabemos que el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es equivalentea (1 — 2 — 310120), que corresponde al sistema
{x —2y—-2z=1y+2z=0.
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De la 22 ecuacion, y = -2z; dela 12 ecuacion, x =1+ 2y +2z=1-4z+ 2z=1- 2z.

Llamando z =k, las infinitas soluciones son{x = 1 — 2ky =— 2kz = k ,conk€R

3.- Determina la matriz X tal que AX-3B =0, siendo4A = (10 — 123 - 701 —2) y
B=(12 -10 —-21)

Resolucién
Sumando 3B, en los dos miembros, AX = 3B. ComodetA=-6-2+ 7 =-1 # 0, existe AL

Multiplicamos por A™}, por la izquierda, en los dos miembros: A AX = A™3B=3A"'B = X =3A"'B

. t t !
X=3_—1 (adjA)B=3"-(142 -1 —2 —1353) (12 =10 —21)=-3(1 — 134 —252 —13)(12 — 10 —21)=—3(— 45 — 413 — 3

4.- Consideralamatriz4 = (10 —2111110)
(a) Calcula el determinante de las matrices: 24, Ay (A3HT
Resolucién
det A=-2 + 2-1=-1. Entonces, det(2A) = 2°.det A= 8.(-1) = -8
-1 1 1

31y _ 31 _ (1331 — _ 31 — — -
det(A®) = [det AP = (-1)* = -1 detdet (4™ ppyc e ale

(b) Halla la matriz A™.
Resolucién

! ———(adjA) =——(- 110 —22 —12 —31)' =— (-1 —2212 =30 —11)=(12 —

A = detdet A

5.- Resuelve el sistema de ecuaciones, dado en forma matricial, AX = -AX + B siendo
A=(102 —111314), B=(141)y X=(xyz)
Resolucién
Sumando AX, en los dos miembros, AX + AX=B ; 2AX=B.ComodetA=4-2-6-1=-5%#0,

existe A™'. Multiplicamos por A™, por la izquierda, en los dos miembros:
AT'2AX = AT'B= 2X = A”'B. Multiplicando por —- en los dos miembros, X = %A_lB.

X=a——(adjA)B=———(37 —42 -2 -1 -2 -31)(141)=—-(32 —27 —2 — 3
6.- Consideralamatriz4A = (1A1A1A0A1)
(a) Determina para que valores del parametro A la matriz A no tiene inversa.

Resolucién

detA=1+22-22-A2=1-A?=0o1=1 6 A=-1.

Luego,paraA=1 6 A =-1 lamatriz A no tiene inversa.

(b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para A = -2.
Resolucién
Para A = -2 sabemos que A tiene inversa. Ademas,A = (1 — 21 — 21 —20 —21);detA=1-

(-2)2=-3#0.

-1 _ 1 N | _ -2 -1 -4 -2
A= (adjA)' = (32401230 —3) =" (-30321042 —3)_(10 —1TTOTT1)
7.- (prueba ordinaria) Sea
A = (senx — coscosx 0 coscosx senx(0senx + coscosx senx — coscosx 1) ;Paraqué valores

de x existe la

-2
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matriz inversa de A? Calcula dicha matriz inversa.
Resolucién

Desarrollando por la tltima columna, det A = sen’x + cos’x =1 # 0.
Luego, para cualquier valor de x existe la matriz inversa de A.

A T detdet A

, t 1 2 2
(ad] A) = T(senx — COSCOSX SenxCcoscosx — COoOS X — Sen X — Senxcoscosx cosxs

A_lz(senx — coscosx — lcosxsenx — 1001)t=(senx coscosx 0 —cosxsenx0 —1 —11)

8.- (prueba ordinaria) Consideralamatriz4A = (0341 — 4 —5 — 134)
(a) Siendo I la matriz identidad 3 x 3 y O la matriz nula 3 x 3, prueba que A*> + 1 =0,
Resolucién

A’=(0341 —4 -5 —134)(0341 —4 —5 —134)(0341 —4 —5 —134)=(—101144

A= (=1000 —1000 — 1)=— 1. Como A> = -, entonces A> + [ =0

(b) Calcula A™.
Resolucién A =A°A=(A*>PA=(-)’A=-IA=-A=(0 —3 —4 — 1451 —3 —4)
9.- (prueba extraordinaria) Determina a, b y c sabiendo que lamatriz4A = (- 3111a2 — 1bc)
verificaA(123)= (294 )yrango(A) = 2.
Resolucién
(-3111a2 —1bc)(123)=(294)= (22a+72b+3c —1)=(294)={2a +7 =92b + 3¢ —

Como rg A = 2 el determinante de A debe anularse,-3ac+b-2+a+6b-c=0;a+7b-c-3ac=2

Puestoquea=1,quedal + 7b-c-3c=2;7b-4c=1.Nos queda el sistema,
{2b + 3c=57b — 4c =1

{2b + 3c =57b — 4c
—92.p = 23
=23;b =5

1 .4.3 {8b + 12¢ = 2021b — 12c¢ = 3.Sumando las ecuaciones, 29b

{2b + 3¢ =57b —4c=1 .7.(—2) {14b + 21c = 35 — 14b + 8c =— 2.Sumando las

. 33
ecuaciones, 29c=33;¢c = o

., 23 33
Conclusién:a=1,b = 29 Y € ="

10.- (prueba extraordinaria)
(a) Clasifica el siguiente sistema segun los valores del parametro m
2x+my=0x+mz=mx+y+3z=1

Resolucién

Las matrices de coeficientes y ampliadason A = (2m010m113) yA*= Zm0010mm1131)
detA=m’-2m-3m=m*-5m=m(m-5)=0 & m=006 m=5

-Sim#0;m=#5,detA#0 y rg A= 3 =rgA* =n?de incégnitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucion unica.

-3-
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~Sim=0,detA=0 y A=(200100113).Como [1011|= 10,rgA = 2.

A =(200010001131)f1 =272 (10001131). Como [1011|= 1+#0,rgA*=2.
Luego, rg A* = rg A = 2 < n? de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

- Si m = 5, la matriz del sistema es

A =(250010551131)f1 —2f3 f2—f3 (03 —6 —20 —1241131)f1 +3f2 (000100 — 1241131).

La 12 fila corresponde a la ecuacion 0 = 10, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible
(b) Resuelve el sistema anterior para m = 6.

Resolucién
Para m = 6, sabemos que el sistema es compatible determinadoy A = (260106113)

A =(260010661131)
Vamos a usar la regla de Cramer para resolverlo:
Ax=(060606113) Ay=(200166113) AZ=(2601O6111)

detA,=36-108=-72 det Ay =36-12 = 24.
detA,=36-12-6=18 detA=6(6-5)=6
g A 72 A4 24 A 18
La solucion es x = detdetA — 6 12 y = detdyetA -6 4 Z = Tdetdeta 6 3

OTROS DEL 2001 (COU I
1.- ConsideralamatrizA = (6245217 — A4 — 6)
(a) Determina los valores de A para los que A no posee inversa.
Resolucién

detA=0-724+80+ 141-22%2-56 4+ 81+ 60 -24A=-2)2-2A+12=0=7A>+A-6=0

3\ = —1+/1-41.(=6) _ —1+5 CA=2A=

T > =— 3 .Luego,paraA=2 0 A=-3 lamatriz A no tiene

inversa.

(b) Para A = 2 resuelve si es posible, A(x yz)=(1 — 112)

Resolucién
ParaA=2, A=(62452254 — 6).Laecuacién del enunciado da lugar al sistema
{6x + 2y + 4z = 15x + 2y + 2z =— 15x + 4y — 6z = 12

La matriz del sistema es

A =(6241522 — 154 — 612)5f1 — 6f3 f2 — f3 (0 — 1456 — 670 — 28 — 1354 — 60)f1

—4 -
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La 12 fila corresponde a la ecuacion 0 = 24, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.

Por tanto, no se puede resolver la ecuacion del enunciado, porque es incompatible.

(c) Para A = -3 resuelve, si es posible, A(xyz)= (1 — 112).

Resolucién
ParaA=-3, A=(62452 — 3104 — 6).Laecuacion del enunciado da lugar al sistema
{6x + 2y + 4z = 15x + 2y — 3z =— 110x + 4y — 6z = 12

La matriz del sistema es
A=(624152 -3 —1104 —612) f3 —2f2 (624152 —3 —100014)

La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = 14, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.
Por tanto, tampoco se puede resolver la ecuacién del enunciado, porque es incompatible.

2.- Considera el sistema de ecuaciones
2 -3y +22z2=0 —x+y+z=14+2Ax+A-1Dy—-—2z=1
(a) Clasificalo segun los valores del parametro A.
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadason4 = (2 —3A —1111A -1 - 1)y

A=@ -320 —1111+2A1A—-1 —11)
detA=-2-3-2+A-A4+3-2A+2=-2-2A=A(-A-2)=0A=0 6 A=-2

-SiA#0,A#-2,detA#0 y rg A= 3 =rg A* = n? de incognitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

- Si A =0, La matriz del sistema es

A*=(2 -300 —-11111 -1 —-11) f2+f3 (2 —30000011 —1 —11).
La 22 fila corresponde a la ecuacién 0 = 1, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.

- Si A = -2, La matriz del sistema
es

A=2-3-20-111-11 -3 —11) f1—2f3 f2+f3 (030 —20 —2001 —3 — 11

La 12 fila corresponde a la ecuacion 0 = -4, que es incompatible. El sistema también es incompatible.

(b) Determina el valor que debe tomar A para que el sistema tenga una solucién cony = -1
Resolucién
Si en una soluciéon es y = -1, sustituyendo
2x-3—1D)+2z2=0 —x+(-—D+z=1+2Ax+A-1D(1) —-z=1=>{2x+ Az =—3 — x +
Sumando las 2 ultimas ecuaciones, 0 = 2 + 2A. De donde, A = -1

—-5—
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3.-
(a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.
Resolucién
Sean A la matriz de coeficientes y A’ la matriz ampliada de un sistema de m ecuaciones lineales
con n incognitas. Siry r' son el rango de A y A, respectivamente:

- El sistema es compatible si los rangos coinciden r = r'. Ademas, si r = n, el sistema es compatible
determinado; es decir, tiene solucion Unica.
Sir=r', peror < n, el sistema es compatible indeterminado; es decir, tiene una infinidad de soluciones.

- El sistema es incompatible si los rangos son distintos, r # r', es decir, el sistema no tiene solucidn.

(b) Determina los valores de a para los que toda solucion del sistema{x + 2y —z=1x+y +z =0
también lo sea del sistema {2x + 3y = 14x + 2y + 8z =— 2x —y + az =— 2.

Resolucién
La matriz del primer sistemaes (12 —111110)f1 — f2 (01 —211110), que corresponde al
sistema{y —2z=1x+y+2z=0.

Dela 12 ecuacion,y = 1 + 2z; dela 22 ecuacién,x =-y-z=-1-2z-z=-1- 3z

Llamando z =k, las infinitas soluciones son{x =— 1 — 3ky =1 + 2kz =k ,conk€R

Como deben ser soluciones del 22 sistema, sustituyendo,

21-3k)+30 +2k)=14(—-1-3k)+ 21+ 2k)+ 8k =—2 —1 -3k — (1 + 2k) + ak =—
, para todo k € R. Luego, debe ser a = 5.

4.-
(a)SeaAd =(1021 — 11110) yseaA"su matriz traspuesta, calcula 2A- A" y (A%)™.
Resolucién

24 -A"=2(1021 —11110)— (1110 —11210)=(1 —132 —=11010)
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Por otraparte, B = A" = AA = (1021 —11110)(1021 —11110)=(3221212 — 13)

-1

detB=18+4-2-8+3-6=90.Luego, existe (A°) =B

(4 =B =—05(adjB)'=——(7 -1 -5 —857 =2 —14)' =47 -8 -2 =15 — 1 -

(b) Sabiendoque |[abcdefghi|= 2,calculal|3a3b3cghidef].
Resolucién
|3a3b3cghidef| (1) =23labcghidef| (2) =3{—|labcdefghil|}=3.(—2)=—6

(1) Sacamos el factor 3 de la 12 fila

(2) Cambiamos de orden 22 y 32 filas y el determinante cambia de signo



