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LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y
RAMAS INFINITAS
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA Y RESUELVE
El valor de la funcién f{x) = x2

2x +4x

— 10 — 45 para x = 5 no se puede obtener directa- mente porque el
denominador se hace cero. Lo obtendremos por aproximaciones sucesivas, dando a x los valores 4; 4,9; 4,99;

I Comprueba que:
f(4) =6,5; f(4,9) = 6,95; £(4,99) = 6,995
I Calcula £(4,999); £(4,9999); £(4,99999); ...
[ ; Te parece razonable afirmar que, cuando x se aproxima a 5, el valor de f{x)
se aproxima a 7? Lo expresamos asi: lim f{x) =7 x — 51 Si f{x) =x2 + 4x
2x - —
10 45, entonces: f{4,999) = 6,9995; f(4,9999) = 6,99995; £(4,99999) = 6,999995
lim fix) =7 x — 51 Calcula, analogamente, lim x — 3 x2 +
2x 6x

—-6-27.1/(2)=5,5;/12,9) =5,95; f(2,99) = 5,995; f(2,999) = 5,9995;
f12,9999) = 5,99995

Iimfix)=6x—3

Problema 1

Representa grdficamente las siguientes funciones y di, de cada una de ellas, si es continua o discontinua:
a)y="01101101x2

5-+3x<1

x2x>1b)yy=0000104

4-x2x—-11x<0

0<x<5x>5

y=d)y=x—+3x<1

2xx>10 000000 Ix22xx+2Vx<0

0<x<3x>3
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Pagina 166

1. i el limite cuando & — +== de las signientes funciones dadas por sus grificas:

l'( o . ¥ =lifx)
=)
Lz St
¥ =Sl x) TN — # i

fim _,I'IJ[.'I.'r = —oo fimr _.'rz[.‘u'] =3
X = tom —s oo

lim _.n"j[.ﬂ = 4oa fim (%) no existe
X = tom - oo
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1. Di el valor del limite cuande x — +e= de las siguientes funcio nes:

a) fla)=—n? +30+5 b)Y i) =52 =T ) flx) = x— Fa*
1 1 xio1

d) flx) = 3 e} fad -3 1 flx) = —

a) —e= bl +ee Cl—=

dio [ L fi1—e=

2. Como Im (x%— 200x%) = +e=, halla un valor de x para el cual &% - 200x°

X —s +=

sea mavor gque 1000 000,

Por ejemplo, para o= 1000, fTa) = SO0 000 000,

3. Como  ifm __r . 0, halla un valor de x para el cual 1

— sea
x—s s XT— 10X xf—10x

menor gue 00001,

Por ejemplo, para o = 1000, fix) = 000000100
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4. Calcula i  f{x) ¥ representa sus ramas:

a) S = L b)) = 2
REY X

) flx) =— Lz ) f(x) =355
k5

Unidod 7. mites de funciones. Continuidad y ramaos infinites 0



a)b)

66

4

2
2268
)

c)

242
4-224
-2
6d)

248464
4-2246
-2
2246

Las tres primeras son continuas y d) es discontinua (d) es continua en todos los puntos excepto en x = 3).
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Problema 2

Vamos a comprobar que la grdfica de la funcion y = f(x) = se

aproxima a la recta de ecuaciony =x—2.1x2-3x+1

x-1

Completa en tu cuaderno esta representacion, obteniendo los valores de f{x) para los siguientes valores de x:
5,6,7,8,9,10y 11

Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas



a) fim fix)=1 — p=1 esasintom horizontal

= tm
4

b grado de P - grado de Q=2 /
fim fix)=+ea — rama parabalica hacia arriba.

xr — toa
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T.Halla jdim J(2) v representa la rama correspondicnte:

Kb =

Sy =—2aF = 7x4_ 3

fim o fixd = lim Txt = tes \

e T —oo

2. Halla iim {2} v traza las ramas correspondientes:
X — —s=o

ad flad = + 3)—x) by STad =—adi(a® +3)

. x? 1
a)l dim = dim = lim —— =0
x— —m ot —mm —xt x— —sn — -—
.3
by dim filxy = lim ;, = lim  —x = feo \
X —+ —ma x—+ —m X7 X = —an N
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3. Halla las ramas infinitas, x — —= de estas funciones y sitia la curva respecto a

las asintotas:

1 a x® x3
ajp= —— byy= — cp=s — dyp= —— _
Y RS | ¥ 1+ a2 ¥ 1+ x? ¥ 1+ x?

Unidod 7. Lmites de funciones. Continuidad y ramos infinites



Comprueba para valores muy grandes de x que la diferencia entre curva y recta llega a ser muy pequeiia.
x 501001000 y=f(x)y=x-2DIFERENCIA
De este modo se comprueba que la recta y =x — 2 es asintota de la funcion y =x2
x—3x

—1+ 11 Comprueba, mediante pasos similares a los anteriores, que la funcién
y=x2x3
— 2x tiene por asintota a la recta de ecuacién y =x + 2.

Ix56789101110f(x) 2,75 3,8 4,83 5,86 6,88 7,89 8,9 8

6x 50 100 1000 4 y = £'(x) 47,98 97,99 997,999 y =
x —2 48 98 998 2 DIFERENCIA 0,02 0,01 0,001 22468 10

-2
I Paray =/ (x)=x3
x2—2x108
x50 100 1000 6 y = f'(x) 52,08 102,04 1002,004 4 y =x + 2 52 102 1002 2 DIFERENCIA 0,08 0,04 0,004
22468
-2
Pagina 159 1. Explica por qué la funcién y = x2 — 5 es continua en todo A.
Porque es polinomica.

2. Explica por qué la funcion y = 5 — x es continua en (—o, 5]. Porque (0, 5] es su dominio, y en ¢l no hay
ningun punto critico.

Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas



LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA Y RESUELVE

El valor de la funcién f{x) = X +dx- 45
2a— 10

mente porgue el denominador se hace cero. Lo obtendremos por aproximaciones
sucesivas, dando a x los valores 4; 4.9 4.99; ...

para x =5 no sc pucde obtener directa-

B Comprucha que

JU4) = 6.5 (4.9 =695 (499 = 6,995

Calcula f{4.999); r(4,9999); j{4,99999); ...

B ;Te parcce razonable afirmar gue, cuando & se aproxima a 5, el valor de JTa)
scaproxima a 72 Lo expresamos asi:  Wm f(x) =7
X5

] -

- a° +dr — 43

B S flvl=_" — ° enionoes:
’ 2x - 10

FrAH99) = 6 9995, 4 99997 = (89995, (14 999499 = § 999995
Ifim flxy=7

X 3

o .
B Calcula, analogamente, fm & +6x—27
T3 2x- b

B S(2y=35 f(29)=395; fl2099)=3995; f(20999) =3 50405, fi2 0uag) = 5 00095
fim fixk=0
r—=3

Problema 1

Represenla grdficamente las signienles funciones y di, de cada una de ellas, si
ex conlinua o discontinma:

+ x< 0

byy=1{4- x 0= x=<5§
2a-11 x> 5

_{.\'3+5 x< 1
aly=

5—xf x=z1

X2 xa<

c}-}'={1x+5 ¥l diy=q 2x 0= a<3
2/ x xz=1

x+2 x=z=3

Unidod 7. Lmites de funciones. Continuidad y ramaos infinites

3. Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mas puntos donde no es con- tinua. Indica cudles son esos



puntos y qué tipo de discontinuidad presenta: a) y =x
x+2

-3b)y=x2

x-3xc)y=x2-3

X

dy=x21e)y=101 01013

x+-4,x<3

1, x > 3 f) y = a) Rama infinita en x = 3 (asintota vertical). b)
Discontinuidad evitable en x = 0 (le falta ese punto). ¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical). d) Rama infinita en
x =0 (asintota vertical). ¢) Salto en x = 3. ) Salto en x = 4.
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1. Calcula el valor de los siguientes limites:
a) b) (cosx—1)
a)—b) -2
2. Calcula estos limites:
a)b)log10 ) 113
1si
six#4x=4
limx—03
x—-2xlim—032
xlim —2\x2—3x+5 lim x x — 0,1 2) V3 b) -1
Pagina 163 3. Calcula k paraquey =11 [ [1x3-2x+k
Tsix#3

six =3 sea continuaen A. lim (3x —>3f(3)=7-2x+k)=21+k [
000021 +k=7— k=-14 Pagina 165

4. Calcula los limites de las funciones siguientes en los puntos que se indican. Donde convenga, especifica el
valor del limite a la izquierda y a la derecha del punto. Representa graficamente los resultados. a) f{x) = x2 x3

—4en-2,0y2b)fix)=(x4x
2)212en2,0y3c¢)fix)=x2
X2 —
+ 2x
2x +
-1
3enly-3d)fix)=x3x4



+3x2en0y-3

Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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30

31

32

x*— 4

o Zx

Prucha gque la funcién f{x) = solo tiene una asintota vertical v otra

horizontal.
Al ballar fn Jlx) verds gue no es e,
a2

lim flaxy=2 fim Jlx) = —oa; fim  flx) = 4oo; lim flad=1
r—= 2 x= x = T —s too

Asinuota vertical: x =10

Asintota horzontal: p =1

Calcula los siguicntes limites v representa graficamente los resultados gue
obtengas:

. 2_ ]
a) ifm et b} ifm X
x = ~'l-' r—1 25— x
. a—1
a) fim 2 ;I‘
x—= il -

lim fixy=4ee; [im [flx)= —=
x—= il a0

Mo tiene limite en v =0

+
.‘,.l"

o1 (x+1Hx-1)

= . - a= — - _ o
by fim — =lim ——— = [im — =12 T

=1 x°—x x—=s 1 xlx—=11 s 1 X |

La funcidn no es continua en x = 1, pem —_—t

tiene limile en ese punio.

Estudia ¢l comportamiento de estas funciones en los puntos cn los que ne
estan definidas:

1 X
a) p= —— b) y=
Y (1- x)? M
1 1
ap=_1 dyp=_1
¥ o2 ¥ xr— 4
oy
i1 —x)

Mo definida en 2 =1

fim flx)=+sa;  fim_ fix) = +oa
r=1 r=1

Unidod 7. mites de funciones. Continuidad y ramaos infinites



x3a)f(x)=@x+2)(x—2)

xlim — -2 — f(x) =—o0 [J [] [1 [] No existe
fx)=+oxlim—2f(x)223xlim— 2+ xlim—0f(x)=0xlim —2—f(x)=-o0
f(x) =400 [ [1 [][J[JNoexiste lim f(x) xlim —>2x—2

b) f(x) =4(x—3) (x—2)2
xlim —2f(x)=—0
23lmf(x)=-3x—>0xlim—>3f(x)=0-3
0)f(x)=(—1)2
=1 (x+3)
limf(x)=0x—1xlim—-3f(x)=+0 31
f(x)=—0 I J 0 No existe lim [ (x) x lim — -3+x — -3
d) f(x) =x2(x x4
+3)
limf(x)=0x—0xlim—-3f(x)=—o0 [ [1-3

—x lim — =3+ f(x) = +oo [] [J [J No existe x /[im — -3 f(x) Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas
infinitas

il



alil

/

ol

/

5.Calcula jfm  JS{x) v representa sus ramas:

X — fon
Sl =21
-5
x?
) flad = 3
a) —e=
-
O} 4=

Pagina 169

by i
—ee], “‘-‘-‘-
d) #e= ;
oE
b)) = 2 =3
S
1- a7
d) flx) = — =
1+ x
by i
T
d 1=l
—
_____ -

1. Halla las asintotas verticales v sitia la curva respecto a ellas:

x*+3a+11

Tp=
i x+1

al fim fix)

r— =l
fim f(x) = 4ea

xo—s =17

by dim flx) = 4e

= =1

fim f(x)

xo—s =17

o5 asintota vertical i

. ]
o5 asintota vertical I'

_at+ 3

atl

Unidod 7. lmites de funciones. Continuidad y ramos infinites
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1. Di el limite cuando x — +oo de las siguientes funciones dadas por sus graficas:

fly=f4@)y=f1@)y=f2x)y=f3 ) lim (x)=-0 limx — +oox — +0 [2 (x) =-3 lim x — +oo f3 (x) = +o0 [im x —
+oo {4 (x) no existe
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1. Di el valor del limite cuando x — +oo de las siguientes funciones:

a) filx)=—x2+3x+5b) fix)=5x3+7Txc) fix)=x-3x4d) fix)=3x1e)fix)=—x211) fix)=x3-1
—5a)-—wob)+wc)—0

d)0e)0f)—o

2. Como x lim — +x (x3 — 200x2) = +co, halla un valor de x para el cual x3 — 200x2

sea mayor que 1000000.

Por ejemplo, para x = 1000, /'(x) = 800 000 000.

3. Como lim x — +0x2 -1

10x = 0, halla un valor de x para el cual x2 — 1

10x sea menor que 0,0001. Por
ejemplo, para x = 1000, /'(x) = 0,00000101.
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4. Calcula lim f(x) y representa sus ramas: x — +o

a) fix)=1

3xb) fix)=3xc¢)fix)=—x214d) fix) =3x-5

Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas

A



a)0c)0b)0



d) +oo

5. Calcula x lim — +oo f(x) y representa sus ramas:

a) flix) =x3
-5-1b) fix)=x2
x3-3c¢) fix)=x2x3
-3d)fix)y=11
+—-x3x3
a)-ob)0
c)+tod)-1

-1
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1. Halla las asintotas verticales y sitiia la curva respecto a ellas:
a)y=x2+
x 3x
+1+11b)y=x2+3x
x+1
a)x lim — -1 —f(x) =—o©
x lim — —1+ f(x) =+oo [ [] [ [1 [1x=-1 es asintota vertical b) f(x) = +oo
xlim — -1+ f(x) =—o0 [J -1 xlim — -1 -] [J [J [J x =—1 es asintota vertical
-1

Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas



Zx

13 Dada la funcion p = , halla:
- x
al ifm b)Y dime
r—1" - x—1t 1=
A dtm =X d im X
x— 4o 1— X K= —me 1 —

Representa grificamente los resultados obtenidos,

a1 +ea | IE
b) —ee L
cl=2 :]
d) -2 _,
.------:}“--EE-";;.;
14 £ .1“ e .-1.'!
n 7y
JILY
y ]
= I

Estas son, respectivamente, las graficas de las funciones:

5 = 1 = -1
JyCad P ¥ S« 3

sCuil es ¢l limite de cada una de estas funciones cuando  x — 27

F Observa la fancign cuando x = -2 por la izgaierda y pov la devecha.

fim fylx) = +es |
r—= =2
lim flxh = +e=
fim  ffx)=4ea | w2
r— =27

fim [l = 42 |

r—= =2
! Mo existe  fim flx)
fim JSlx) = —oe r—-2 °
r—s -2 "
15 .‘f L4 Sobre la grafica de la funcion fx), halla:
1
al lim JS(x) by i ()
A Y e o
= ) lim f(x) d) im0
I X —+ 0 X —% —oo
[

Unidod 7. mites de funciones. Continuidad y ramaos infinites o



2. Halla las asintotas verticales y sitia la curva respecto a ellas:

a)y=x2+2

x2—-2xb)y=x2x2

-2x+2

+1

a) x lim — 0 —f(x) = 400

x lim — 0+ f(x) =—o0 [J [ [J [J [J x =0 es asintota vertical

2

xlim — 2 —f(x)=—0x lim — 2+ f(x) =400 [] [J [J [I [J x =2 es asintota vertical b) x lim — 1 — f(x) = +o0
f(x)=-+w [J [J ] [Jx=1 es asintota vertical x /im — 1+ 1
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3. Halla las ramas infinitas, cuando x — +oo, de estas funciones. Situa la curva

respecto a su asintota:

a)y=1+x
x2b)y=1x3
+x2

a) lim f(x) = 0 — y = 0 es asintota horizontal. x — +ow
b)y=x+-—x

1 +x2 — y = x es asintota oblicua. 1

1

4. Halla las ramas infinitas, x — +oo, de estas funciones. Sitiia la curva respecto a
sus asintotas, si las hay: a) y = x2 x2

-+

2x2b)y=2x3-3x2+7

X

Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
iN

A



Comprueha para valores muy grandes de x que la diferencia entre curva v
recta llega a ser muy pregue fta.

k4

50

104

1 000

y=0lx)

y=x-12

DMIFERENCIA

De este modo se comprucha que la recta p = x— 2 es asintota de la funcidn

aioFae+l

r= x—1

B Comprucha, mediante pasos similares a los anteriores, gue la funcién

.3
¥y= z'h—z ticne por asintota a la recta de ecuacion p= a0 + 2
KT — S
" x . Li T H L 11 11
T ] ’/
Sixh | 275 38 [ 483 [ 550|088 | 7THY | B B /,/
rs
x 3 (K} 1 {HK)
¥=fl=z) 47 o4 a7t o9 | 997 a9y -
y=x—-2 i U Crlke -
[MFERENCTA 0z 0011 0,001 £ 1
M
J/
X i
W Pam v ={x) = —— Q
x= = 2x
k-
x S0 1M} 1K) =
»=fix) 3208 10204 (1002004 I
yr=x+2 532 102 112 2
[HFEREM 1A 008 0,104 1004
b
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1. Explica por qué la funcién y = x?- 5 s continua en todo R,

Porque o5 polinomica.

2. Explica por qué la funcién y = ¥5- x es continua en {—-=, 5]

FPormue (—es, 51 es su dominio, v en €] no hay ningtn punto critico.

Unidod 7. Lmites de funciones. Continuidad y ramaos infinites

a) lim f(x) =1 — y =1 es asintota horizontal. x — +w




1
b) grado de P — grado de O > 2
lim f (x) = +o0 — rama parabolica hacia arriba. x — +oo
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1. Halla x lim — —o f{x) y representa la rama correspondiente:
fx)=-2x3+7x4-3
lim f(x) = lim Tx4 = 40 x — —00x — —©
2. Halla x lim — — f{x) y traza las ramas correspondientes:
a) f(x) = (x2 + 3)/(=x3) b) fix) = —x3/(x2 + 3)
a) x lim — —oo f(x) = x lim — —o0 x2
—x3=xlim— -1
—~x=0
b) lim f (x) = lim x — —0 x — —0 —x3
X2 = [lim —x = 400 x — —0
Pagina 173
3. Halla las ramas infinitas, x — —oo de estas funciones y sitiia la curva respecto a
las asintotas: a) y=b)y=c)y=1x2
+x2d)y=11xx3x2+11+x2+x2
Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas

/
A
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Calcula @ para que las signicntes funcio nes sean continuas en x = 1:

a+ 1 s =1 2 _ - i x
) 20 ={ : ) b)) = { (x?— 10— 1) si x=1
G- ax® si =1 i sio =1
a) dim flx)=2=f(1) ]
=1
I=d4—ag - a=1
fim fix)l=4—a
=17

k) dim Sixd = fim Ix-Dix+1) 2

r—1 x—1 lx—11

(B9

@ =

fly=a

En una empresa s¢ hacen montajes en cadena. El namero de montajes reali-
zados por un trabajador sin experiencia depende de los dias de entrena-

300
I+4

a) jCudantos montajes realiza el primer dia? Y el décimo?

micnto segin la funciéon M0 = (1 en dias).

b) Representa la funcion sabiendo gue el periodo de entrenamiento es de un
mes.

c) jQué ocurriria con ¢l nimers de montajes si nunca acabara el entrena-
muiento?

al M1}y =0 montjes e primer dia.

My = 2143 — 21 moniajes ol décimo dia.

by oo T

b =

15114

1]
i

i
C) Se aproxima a 30 {pu-:s lim 3 ]"_ = _":LJ].
[ tem @+
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42

El gasto mensual en alimentacion de una familia depende de su renta, x Asi

0,62 + 200 si 0= x= 1000

x(x) ={ 1000 (2 + 2500 si x> 1000

Unidod 7. Lmites de funciones. Continuidad y ramaos infinites

a) lim f(x) = 0 — y =0 es asintota horizontal. x — —0



b) lim f(x) = 0 — y = 0 es asintota horizontal. x — —o0

¢) lim f(x) =1 — y =1 es asintota horizontal. x — —0 1

dyy=x+1-x

+ x2 — y = x es asintota oblicua. 1

1

4. Halla las ramas infinitas, cuando x — —o, y si tienen asintotas, sitia la curva

respecto a ellas: a) y = x2 x4

+1b)y=x2x2
—+
2x2¢)y=x2
X+

+3x

1d)y=2x3-3x2

X

a) grado P — grado 0 >2

x lim — —oo f'(x) = +o0 — rama parabdlica.

b) lim f(x) =1 — y =1 es asintota horizontal. x — — 1
y=x+2+-2

x+ 1 — y=x+2 es asintota oblicua. 2

-2

d) lim f (x) = lim (2x2 — 3x) = +o0 x —> —0x — —©

Unidad 7. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas



