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  :       𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸  1

   𝐿𝑒  𝑝𝑙𝑎𝑛  é𝑡𝑎𝑛𝑡  𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡é  à  𝑢𝑛  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é   𝑂 ,  𝑢
→

 ,  𝑣
→

 ( )  ,    𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑è𝑟𝑜𝑛𝑠  𝑙𝑒  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝐴 1( )  𝑒𝑡  𝑓  𝑙'𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎

  P  ∖  P       𝐴{ }  𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑞𝑢𝑖  à  𝑡𝑜𝑢𝑡  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑀 𝑧( ) 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑒  𝑙𝑒  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑀' 𝑧'( )   ;   𝑧' =   𝑧 
 𝑧  −  1 

   𝑒𝑡   𝑧 =  𝑥 + 𝑖𝑦   ;   𝑥, 𝑦( ) ϵ 𝑅2 .

             C      1 ) 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  𝑙'𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒  𝑑𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠  𝑖𝑛𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡  𝑝𝑎𝑟  𝑓   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛 𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒  à  𝑝𝑟é𝑐𝑖𝑠𝑒𝑟  .

            2 ) 𝐸𝑥𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟  𝑧'  𝑒𝑛  𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝑥  𝑒𝑡  𝑦  .

            3 ) 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟  𝑙'𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒  𝑑𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠   𝑀  𝑑𝑢  𝑝𝑙𝑎𝑛  𝑑𝑒  𝑠𝑜𝑟𝑡𝑒  𝑞𝑢𝑒   𝑀'  𝑠𝑜𝑖𝑡  𝑢𝑛  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑑𝑒   𝑂 ,  𝑣
→

 ( ) .   

            4 ) 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑡𝑜𝑢𝑡  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑀  𝑑𝑢  𝑝𝑙𝑎𝑛  𝑝𝑟𝑖𝑣é  𝑑𝑢  𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒   𝐶   ,   𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠   𝐴 ,   𝑀  𝑒𝑡  𝑀'   𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑎𝑙𝑖𝑔𝑛é𝑠  .

   :    𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸  2
 
       𝐴  𝑡𝑜𝑢𝑡  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒  𝑧 ≠0   𝑜𝑛  𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑒  𝑙𝑒  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒    𝑢 =    𝑧 −  𝑖 

𝑧   .

         1 ) 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟   𝑢   𝑠𝑎𝑐ℎ𝑎𝑛𝑡  𝑞𝑢𝑒  𝑧 = 1 − 𝑖  .  

         2 ) 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟  𝑧   𝑠𝑎𝑐ℎ𝑎𝑛𝑡    𝑢 = 2𝑖  .

         3 ) 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟  𝑙'𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒  𝑑𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠  𝑀 𝑧( ) 𝑡𝑒𝑙𝑠  𝑞𝑢𝑒  :   𝑢| | = 1 .

           4 ) 𝑅é𝑠𝑜𝑢𝑑𝑟𝑒  𝑑𝑎𝑛𝑠   𝐶  𝑙' é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛   :    𝑧  −  𝑖  
𝑧 =− 𝑖 𝑧   .  

   : 𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸  3
 
       Le  plan  complexe  étant  rapporté   à un  repère   orthonormé   . soient  A  , B   𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡 𝑂 ,  𝑂𝐼

→
,  𝑂𝐽

→
 ( )  − 1( ) 1( )

        et  C   ,   l’ application  de  ∖   vers   ∖   qui  à  tout  point  M on associe  le  point    –𝑖 ( ) 𝑓  𝑃 𝐴{ } 𝑃 𝐶{ } 𝑧( ) 𝑀' 𝑧'( )

         tel que   :      . 𝑧' =− 𝑖  𝑧  −  1
 𝑧  +  1 ( )

   1 ) Déterminer  l’ ensemble  des  points  invariants  par    . 𝑓

   2 ) Déterminer l’ ensemble  des  points  M  lorsque   décrit  le cercle  trigonométrique  . 𝑀' 

   3 )  a / Montrer que pour tout   z  ℂ ∖   on a :    .  ϵ − 1 ,  1 { } 𝑂𝐼
→

 , 𝑂𝑀'
→^

 ( ) ≡ π
 2  +  𝐴𝑀

→
, 𝑀𝐵

→^
  ( ) 2π[ ]

   b / Déterminer  puis  construire  les  ensembles  des  points  M  lorsque : 

  est  un  réel  positif                   **     est  imaginaire  pur  non  nul   .​  *   𝑧'   𝑧'  

   : 𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸  4

 

    1 ) 𝐿𝑒  𝑝𝑙𝑎𝑛  é𝑡𝑎𝑛𝑡  𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡é  à  𝑢𝑛  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é   𝑂 ,  𝑢
→

 ,  𝑣
→

 ( )  ,   𝑠𝑜𝑖𝑒𝑛𝑡  𝐴 ,   𝐵  𝑒𝑡  𝐶   𝑡𝑟𝑜𝑖𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠  𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖

          𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒𝑠   :   𝑧
1

= 2𝑖  ,   𝑧
2

=− 3 +  𝑖  𝑒𝑡  𝑧
3

=− 3 − 𝑖  .

            𝑎 / É𝑐𝑟𝑖𝑟𝑒  𝑠𝑜𝑢𝑠  𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑧
1
 ,  𝑧

2
 𝑒𝑡 𝑧

3
  .

            𝑏 / 𝑃𝑜𝑢𝑟   θ ϵ ] 0 ,  π [  ,   é𝑐𝑟𝑖𝑟𝑒  𝑠𝑜𝑢𝑠  𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒  :   𝑢 = 1 + 𝑐𝑜𝑠 θ( ) +  𝑖 𝑠𝑖𝑛 θ( ) .

             𝑐 / 𝐷é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒  𝑙𝑎  𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑑𝑒    𝑧' = 1 −   3 
2  ( ) +  1 

2( ) 𝑖  .
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            𝑑 / 𝐷𝑜𝑛𝑛𝑒𝑟  𝑙𝑎  𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑎𝑙𝑔é𝑏𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒  :   

  𝑧
3
  −  𝑧

1
  

𝑧
2

   𝑒𝑡  
  𝑧

2
  −  𝑧

3 
 

𝑧
1

  ,   𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒  𝑞𝑢𝑒  𝑂𝐴𝐵𝐶  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛  𝑙𝑜𝑠𝑎𝑛𝑔𝑒  .

      2 ) 𝑂𝑛  𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒   :   𝑍 = 6 +  2 ( ) +  𝑖  6 − 2 ( )  .  

            𝑎 / 𝐷𝑜𝑛𝑛𝑒𝑟  𝑙𝑎  𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑎𝑙𝑔é𝑏𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒   𝑒𝑡  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑑𝑒   𝑍2 .

            𝑏 / 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟  𝑙𝑒  𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒  𝑒𝑡  𝑢𝑛  𝑎𝑟𝑔𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡   𝑑𝑒  𝑍  .

                 𝑐 / 𝐷é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒  𝑙𝑎  𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟  𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡  𝑑𝑒  :   𝑐𝑜𝑠 π
12( )  𝑒𝑡  𝑠𝑖𝑛 π

12( ) .

     𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸  5 :

I  /  Soit     . α ϵ  0 ,  π [ ]   𝑒𝑡   𝐸
α
  :   𝑧2  −   2 cos 𝑐𝑜𝑠 α  +  1 ( ) 𝑧 +  1 +  𝑒−𝑖 α =  0  

    1 ) Résoudre  dans     l équation    . 𝐶  ' 𝐸
π

    2 ) Trouver     pour  que   l équation   admette  deux  racines  opposées  .  α  '  𝐸
α

    3 ) Vérifier  que     est  une  solution  de  l équation   . 𝑧
1

=  1 + 𝑒𝑖α  '  𝐸
α

    4 ) Déterminer  alors  l autre  solution  de  l équation  . '  '  𝐸
α

 II  /  Soient   un  repère  orthonormé  du  plan  ,     𝑂,   𝑢 
→

 ,  𝑣 
→

 ( )  𝐴  𝑖 ( )  ,   𝐵 – 𝑖  ( )   ,    𝐶 −   1 ( )   𝑒𝑡  𝐷  1 ( )    .

     On  désigne   par   f    l’ application  du  plan  P    dans  le  plan  P      qui  à  tout  point     ∖  𝐵 { } 𝑀 𝑧( )

        associe  le  point      tel que     . 𝑀' 𝑧'( ) 𝑧 ' =  1 +  𝑖 𝑧  
  𝑧  +  𝑖   

 1 ) Déterminer  l image  du  point  O  par  f  . ' 

 2 ) Déterminer  l’ ensemble  des  points  invariants  par   f  . 

 3 ) a / Montrer  que    .  :    𝑂𝑀' =    𝐴𝑀 
 𝐵𝑀 

       b / Montrer  que     . :    𝑢 
→

 , 𝑂𝑀'
→^( )≡  π 

2  + 𝑀𝐵
→

 , 𝑀𝐴
→^( )  2π [ ]

       c / Montrer  que  si   M  appartient  à  l axe  alors  son  image  appartient  à  un  cercle    '  𝑂,   𝑢 
→

 ( ) 

       d / Déterminer  les  lieux  de  l image  par  f   d un  point  du  cercle  de  diamètre     ' ' 𝐴𝐵[ ] \   𝐴 ,  𝐵 { }  .

6  𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸   :

     𝑆𝑜𝑖𝑡   𝐸 ( ) 𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑎𝑛𝑠   𝐶   :   𝑧2 − 2 𝑖 𝑧 −  1 + 𝑎2 ( ) = 0   𝑎𝑣𝑒𝑐   𝑎 ϵ 𝐶* .   

       1 ) 𝑎 / 𝑇𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟   𝑙𝑒𝑠  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠   𝑧
1
  𝑒𝑡  𝑧

2
  𝑑𝑒  𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛   𝐸 ( ) .  

                     𝑏 / 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒   :   𝑧
1| | = 𝑧

2| |    𝑠𝑠𝑖    𝑎 ϵ 𝑅* .

     2) 𝐷𝑎𝑛𝑠  𝑙𝑒  𝑝𝑙𝑎𝑛  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒  𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡é   à   𝑢𝑛  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é   𝑂 ,  𝑢
→

 ,  𝑣
→

 ( )  𝑜𝑛  𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒  𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠   𝐴 ,  𝐵 ,  𝑀  𝑒𝑡  𝑁   

             𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠  𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒𝑠   1 ,  − 1 + 2 𝑖  ,   𝑖 + 𝑎   𝑒𝑡   𝑖 − 𝑎  .  

             𝑎 / 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒   𝑀  𝑒𝑡  𝑁   𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠  𝑝𝑎𝑟  𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡  à  𝑢𝑛  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑓𝑖𝑥𝑒  𝐼  𝑞𝑢𝑒  𝑙'𝑜𝑛  𝑝𝑟é𝑐𝑖𝑠𝑒𝑟𝑎  .

             𝑏 / 𝐿𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒   𝑀 ∉ 𝐴𝐵( )   𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑎  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒  𝑑𝑢  𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙𝑎𝑡è𝑟𝑒  𝐴𝑀𝐵𝑁  .   

      3 ) 𝑂𝑛  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒  𝑞𝑢𝑒   :   𝑎 = 𝑒𝑖θ − 2 𝑖    𝑜ù   θ ϵ [ 0 ,  2 π [  .

              𝑎 / 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒   θ  𝑑é𝑐𝑟𝑖𝑡  [ 0 ,  2 π [   𝑙𝑒  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑀  𝑠𝑒  𝑑é𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒  𝑠𝑢𝑟  𝑢𝑛  𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒  𝑓𝑖𝑥𝑒  à  𝑝𝑟é𝑐𝑖𝑠𝑒𝑟  .

              𝑏 / 𝐷é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒  𝑙𝑒  𝑙𝑖𝑒𝑢  𝑑𝑢  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡   𝑁  𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒   θ  𝑑é𝑐𝑟𝑖𝑡  [ 0 ,  2 π [ .

    𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸   7 :
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    𝐿𝑒  𝑝𝑙𝑎𝑛  é𝑡𝑎𝑛𝑡  𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡é  à  𝑢𝑛  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é   𝑂 ,  𝑢

→
 ,  𝑣

→
 ( )  ,   𝑜𝑛  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑è𝑟𝑒  𝑙𝑒𝑠  é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  :

            𝐸
1
 :  𝑧2 −  1 + 𝑖 ( ) 𝑧 + 2 + 2 𝑖 = 0         𝑒𝑡       𝐸

2
 :   𝑧3 +   1 + 𝑖 ( ) 𝑧2 +   2 − 2 𝑖 ( ) 𝑧 + 8 𝑖 = 0  .

         1 ) 𝑂𝑛  𝑑é𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒  𝑝𝑎𝑟     𝑧'  𝑒𝑡   𝑧''   𝑙𝑒𝑠  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠   𝑑𝑒  𝐸
1
  .

              𝑎 / 𝑆𝑎𝑛𝑠  𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟    𝑧' 𝑒𝑡  𝑧'' ,   𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  :   𝑧'| | × 𝑧''| | = 2 2    𝑒𝑡  𝑞𝑢𝑒  :   𝐴𝑟𝑔 𝑧'( ) + 𝐴𝑟𝑔 𝑧''( ) ≡  π 
4 2π[ ]  .

              𝑏 / 𝑆𝑎𝑛𝑠  𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟  𝑙𝑒  𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟𝑖𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡  𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  𝑙'𝑢𝑛𝑒  𝑑𝑒𝑠  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑑𝑒  𝐸
1
  𝑒𝑠𝑡  𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒  𝑝𝑢𝑟𝑒  .

               𝑐 / 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟  𝑙'𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝐸
1
 .

           2 ) 𝑎 / 𝑉é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒   2 𝑖 ( ) 𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝐸
2
 .

                 𝑏 / 𝑅é𝑠𝑜𝑢𝑑𝑟𝑒  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   𝑑𝑎𝑛𝑠   𝐶   𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸
2
  .

          3 ) 𝑆𝑜𝑖𝑒𝑛𝑡  𝐴  ,   𝐵  𝑒𝑡  𝐶   𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠   𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠  𝑟é𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒𝑠  :   𝑎 = 2 𝑖  ,   𝑏 = 1 − 𝑖   𝑒𝑡   𝑐 =− 2 − 2 𝑖  .  

                𝑎 / 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟  𝑙𝑒  𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒  𝑒𝑡  𝑢𝑛  𝑎𝑟𝑔𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡  𝑑𝑢  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒  :     𝑏  –  𝑎  
𝑏  −  𝑐   .

                𝑏 / 𝐸𝑛  𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒  𝑙𝑎  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒  𝑑𝑢  𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒  𝐴𝐵𝐶  .

8  𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸  :

​   1 ) 𝑎 /  𝑉é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  :    5 +   2 𝑖 ( )2 = 21 + 20 𝑖  .

        𝑏 / 𝑅é𝑠𝑜𝑢𝑑𝑟𝑒  𝑑𝑎𝑛𝑠  𝐶   𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  :   𝑧2 −  5 − 4 𝑖 ( )𝑧 − 3 − 15 𝑖 = 0 .

  2 )

 𝑆𝑜𝑖𝑡   𝑂 ,  𝑢 
→

 , 𝑣 
→

 ( )  𝑢𝑛  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é  𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡  𝑒𝑡  𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠  :  𝐴 − 3 𝑖 ( ) ,    𝐵  5 − 𝑖 ( )  ,   𝐴'  − 3( )  𝑒𝑡  𝐵'  1 + 5 𝑖 ( ) 

        𝑎 /  𝑃𝑙𝑎𝑐𝑒𝑟  𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠    𝐴  ,   𝐵  ,   𝐴'  𝑒𝑡   𝐵'   𝑑𝑎𝑛𝑠  𝑐𝑒  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  .

         𝑏 / 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒    𝑂𝐴𝐴'  𝑒𝑡  𝑂𝐵𝐵'  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑑𝑒𝑠  𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒𝑠  𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒𝑠  𝑒𝑡  𝑖𝑠𝑜𝑐è𝑙𝑒𝑠  .  

  3 ) 𝑆𝑜𝑖𝑡   𝑀  𝑢𝑛  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑑𝑒  𝑙𝑎  𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒  𝐴𝐵( )   𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒    𝑧
𝑀

 .

        𝑎 / 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢'𝑖𝑙  𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑛  𝑟é𝑒𝑙  𝑘  𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒  :   𝑧
𝑀

= 5 𝑘 +   2𝑘 − 3( ) 𝑖  .

        𝑏 / 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒  𝑂𝑀( )  𝑒𝑡  𝐴'𝐵'( )  𝑠𝑜𝑛𝑡  𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠  𝑠𝑖  𝑒𝑡  𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  𝑠𝑖   𝑀  𝑒𝑠𝑡  𝑙𝑒  𝑚𝑖𝑙𝑖𝑒𝑢  𝑑𝑒  𝐴𝐵[ ]  .

        𝑐 / 𝑉é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑑𝑎𝑛𝑠  𝑐𝑒  𝑐𝑎𝑠  𝑞𝑢𝑒  :   𝐴'𝐵' = 2 𝑂𝑀  .

 9  𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸   :

 ​   1 ) 𝑂𝑛  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑è𝑟𝑒  𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸( ) :    2 𝑧2 − 3 3 +  𝑖( ) 𝑧 + 1 + 𝑖 3 = 0  .   

        𝑎 / 𝑉é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  1  𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒  𝑑𝑒  𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸( ) .

         𝑏 / 𝐷é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒  𝑙'𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒  𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒  𝑑𝑒  𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸( ) .  

 𝐷𝑎𝑛𝑠  𝑙𝑎  𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒  𝑑𝑒  𝑙'𝑒𝑥𝑒𝑟𝑐𝑖𝑐𝑒  𝑙𝑒  𝑝𝑙𝑎𝑛  𝑒𝑠𝑡  𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡é  à  𝑢𝑛  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é  𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡  𝑂 ,  𝑢
→

 ,  𝑣
→

 ( )  .
   2 )  𝑂𝑛  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑è𝑟𝑒  𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠    𝐴   𝑒𝑡   𝐵   𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠  𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒𝑠   𝑧

𝐴
=   1  +   𝑖  3  

2      𝑒𝑡    𝑧
𝐵

=  𝑖 𝑧
𝐴

  .  

           𝑜𝑛  𝑑é𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒  𝑝𝑎𝑟  𝐼   𝑙𝑒  𝑚𝑖𝑙𝑖𝑒𝑢  𝑑𝑒    𝐴𝐵 [ ]  𝑒𝑡  𝑛𝑜𝑡𝑒   𝑧
𝐼
   𝑙'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒 𝑑𝑒  𝐼  .

          𝑎 / 𝐷𝑜𝑛𝑛𝑒𝑟  𝑙𝑎  𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑑𝑒   𝑧
𝐴

    𝑒𝑡  𝑧
𝐵

  .  

          𝑏 / 𝑃𝑙𝑎𝑐𝑒𝑟   𝐴  ,   𝐵   𝑒𝑡   𝐼   𝑑𝑎𝑛𝑠  𝑙𝑒  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑂 ,  𝑢
→

 ,  𝑣
→

 ( ) .

      3 ) 𝑎 / 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  𝑙𝑒  𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒  𝑂𝐴𝐵  𝑒𝑠𝑡  𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒  𝑒𝑡  𝑖𝑠𝑜𝑐è𝑙𝑒 .   

             𝑏 / 𝐸𝑛  𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒  𝑞𝑢𝑒  :    𝑂𝐼 =   2  
2    𝑒𝑡   𝑞𝑢𝑒  𝑢

→
 ,  𝑂𝐼

→^( ) ≡   7 π 
12  2π[ ] .
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             𝑐 / 𝐸𝑐𝑟𝑖𝑟𝑒   𝑧

𝐼
   𝑠𝑜𝑢𝑠  𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  𝑎𝑙𝑔é𝑏𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒   𝑝𝑢𝑖𝑠  𝑒𝑛  𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟𝑒   𝑙𝑒𝑠  𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠  𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒𝑠   𝑑𝑒   𝑐𝑜𝑠   7 π 

12( ) 𝑒𝑡   𝑠𝑖𝑛   7 π 
12( )  .

 10  𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸   :

        𝐿𝑒  𝑝𝑙𝑎𝑛  𝑒𝑠𝑡  𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡é  à  𝑢𝑛  𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é  𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡  𝑂 ,  𝑢
→

 ,  𝑣
→

 ( )
       𝑂𝑛  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑è𝑟𝑒  𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠  𝐴  𝑒𝑡  𝐵  𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠  𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒𝑠   𝑎 =  1 

2 + 𝑖  3 
2   𝑒𝑡   𝑏 =  3 

2 +  1 
2  𝑖  .  

         1 ) 𝑎 / 𝐷𝑜𝑛𝑛𝑒𝑟  𝑙'𝑒𝑐𝑟𝑖𝑡𝑢𝑟𝑒  𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑑𝑒  𝑐ℎ𝑎𝑐𝑢𝑛  𝑑𝑒𝑠  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠  𝑎  𝑒𝑡  𝑏  .

              𝑏 / 𝑉é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  :    𝑏2 = 𝑎  .

        2 )  𝑆𝑜𝑖𝑡    𝐶    𝑙𝑒  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡  𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒    𝑐 = 𝑎 + 𝑏  .   

              𝑎 / 𝑃𝑙𝑎𝑐𝑒𝑟  𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠    𝐴  ,   𝐵  𝑒𝑡  𝐶  .

              𝑏 / 𝑉é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  :    𝑐 =     2  +  6  
2   𝑒

𝑖   π 
4( )  .

       3 ) 𝑂𝑛  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑è𝑟𝑒  𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝐸( ) :     𝑧2 +  𝑧 − 𝑐 = 0  .    

              𝑎 / 𝑉é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒   𝑏   𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛𝑒  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒  𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐸( ) .   

              𝑏 / 𝑂𝑛  𝑑é𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒  𝑝𝑎𝑟    𝑑   𝑙𝑎  𝑑𝑒𝑢𝑠𝑖è𝑚𝑒   𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛   𝑑𝑒  𝑙'é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐸( ) .   𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟  𝑞𝑢𝑒  :    𝑑 =    2  +  6  
2   𝑒

𝑖 −11 π 
12( ) .

               𝑐 / 𝑃𝑙𝑎𝑐𝑒𝑟  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠   𝑙𝑒  𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡   𝐷  𝑑'𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒  𝑑  .

 
 
 
 
 
 
 
     𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸   11  :
 
  Soit      .   θ ϵ  0 ,  π [ ]   𝑒𝑡   𝐸

θ
  :   1 − 𝑖 ( ) 𝑧2  − 2  cos 𝑐𝑜𝑠 θ  +  sin 𝑠𝑖𝑛 θ  ( ) 𝑧 +   1 + 𝑖 ( ) =  0  

   1 ) Sans  calculer  les  solutions    et    de   ,  Montrer  que    𝑧
1

𝑧
2

𝐸
θ

  :  𝐴𝑟𝑔  𝑧
1 ( ) +  𝐴𝑟𝑔  𝑧

2 ( ) ≡  π 
2  2π[ ]  .  

   2 ) a / Vérifier  que     est  une  solution  de     :    𝑧
1

=  𝑒 𝑖θ 𝐸
θ
   .

       b / Déterminer  alors      . 𝑧
2

       c / Trouver      pour  que       θ :     𝑧
 1

=  𝑧
 2

   .

      d / Calculer  dans  ce  cas      . 𝑧
 1
 2013

  3 ) Soient   un  repère  orthonormé  du  plan   𝑂,   𝑢 
→

 ,  𝑣 
→

 ( )    ∆   :   𝑦 = 𝑥    ,   𝑀
1

 𝑒 𝑖θ ( )    𝑒𝑡    𝑀
2
  𝑖  𝑒−𝑖θ ( )  .

      a / Déterminer  puis  construire  l’ ensemble       des  points     lorsque     décrit    𝐶
1

𝑀
1

θ  0 ,  π [ ] .  

      b / Déduire  que  les  lieux    des  points     sont  les  symétriques  de    par  rapport   à      𝐶
2

𝑀
2

𝐶
1

 ∆   .

 4 ) On  considère      et  désigne   par   f    l’ application   P      𝐴 − 1 ( )  ,   𝐵  2 ( )   ,    𝑀  𝑧 ( )   𝑒𝑡  𝑀'  𝑧'( ) ∖  𝐵 { }

            dans   P       ;      avec       et     .   𝑀' = 𝑓  𝑀 ( )   𝑧 ' =    𝑧  
  2  −  𝑧  𝑀'' =  𝑆

 𝑂 , 𝑢
→

 ( ) 𝑀( )

       a / Déterminer  l’ ensemble  des  points  invariants  par   f  . 

      b / Montrer  que         . 𝐴𝑀' =   2  
  𝐵𝑀 
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     c  / Montrer  que  les  vecteurs      sont  colinéaires  et  de  même  sens  . 𝐴𝑀'
→

  𝑒𝑡  𝑀''𝐵 
→

    d / Déduire  la  construction  de  l’ image  d’ un  M  du  cercle  C    de  centre    et  de  rayon     𝐵 2 

               par   f   .  Fais  une  figure .   unité          4  𝑐𝑚   .

      𝐸𝑋𝐸𝑅𝐶𝐼𝐶𝐸    12  :
 

  I – Soient   un  réel  de   et   l’ équation       .    θ ] 0 ,  π [  𝐸
θ
  : :    𝑧2 −  3 𝑐𝑜𝑠θ  + 𝑖  𝑠𝑖𝑛θ ( ) 𝑧 + 1 +  𝑒2𝑖θ = 0

    1 ) Montrer  que     :   3 𝑐𝑜𝑠θ +  𝑖 𝑠𝑖𝑛θ ( )2 − 4  1 +  𝑒2𝑖θ( ) = 𝑒−2𝑖θ .

    2 ) Résoudre  alors  dans    l’ équation     𝐶 𝐸
θ
  .

    3 ) On  désigne  par   la  solution  réelle  de  l’ équation      et  par      l’ autre  solution  . 𝑧
1
 𝐸

θ
𝑧

2

            Déterminer  les  lieux  des  points  et     lorsque    varie  . 𝑀
1

𝑧
1( )  𝑀

2
𝑧

2( ) θ

 II – Dans  le  plan  rapporté  à  un  repère  orthonormé    on  donne    A ( 2 )   et  B (-2 )   𝑂 ,  𝑢 
→

 ,   𝑣 
→

 ( )
            f   l’application  de  P  /   dans  P     qui  à  tout  point  M ( z )  associe  le  point  M  ( z  ) 𝐴{ }  '  '

                 tel que          𝑧' =   𝑧     𝑧  –  2  ( ) 
𝑧   −   2 

  1 ) Déterminer  l’ ensemble  des  points  invariants  par   f  . 

  2 ) a / Montrer  que       est  réel  . :   𝑧' +   2
  𝑧  −  2 

       b / Montrer  que  pour  tout  point  M  ( AB )  les  droites  ( AM ) et ( MM  )  sont  perpendiculaires  ∉  '

       c / Déduire  une  construction  de  l’ image  d’ un point  M  ( AB )  par   f  ,  fais  une  figure  . ∉
 


