Teorema 1. 15

Sea T v W espacios wvectoriales de igual dimensidn vy sea T:¥ — W una

transformacion lineal; T es inyectiva, si v sdlo si T es sobreyectiva.
Dremostracicn:
En efecto:

=) T es inyectiva, entonces dimR{T) = dim(I7) v per hipétesis dim (1) = dim (1%
y por lo tanto dimR{T)=dim(W) v R(T)=W y en consecuencia T es

sobreyectiva.

<) Por hipdtesis T es sobreyectiva por lo tanto B(T] = W y dimR{T) = dim{1W")
por ¢l teorema de las dimensiones RII:T:] L T entonces d._'lmR{T::l = d]_m{V:) hipdtesis,

entonces T es invectiva.
Participante: José Meléndez
Teorema 1.17. “Teorema Fundamental de las Transformaciones Lineales™

Sea ¥ un espacio wvectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K, sea
f= {1;‘1,1.?2.113,..,,1?‘“} base ordenada de 7. Sea W un espacio vectorial sobre el
cucrpo Koy Wy, Wy, Wy, .., W, veclores cualesquiera de IV, entonces existe una dnica

transformacién lineal de 7 en W otal que, T{VJ =W,coni{=1723, ..M

Demostracidn:

Frimero probamos que T es una Transformacidn lineal tomando en cuenta gque T estd

definida asi:
L]
(V)= ) aw,
=1

Como ¥ es un espacio vectorial se sabe que 7 = @y + 4,7, + =+ a_ ¥ entonces:



T(V) = ayw, +o,w, + -+ &, w, Con todo esto podemos comenzar a probar la

transtormacion lineal.

i) Tlx+¥)=TIx)}+T(¥) ¥x,vy EV como x e y £ Vse definen asi:

"

T= et et T, = z £ 17y
i=1

y=Fyy B o+ By =ZE.’!’E
i=1

En efecto

Tx+y)=T (z v, + z,ﬁ,-vf) de Finicicn de x e y
1 =1

Tx+y)=T (Z{rx, +5) v,) Propiedad de Z
=1

Tx+v)= Z{a,. 4 B)w, definicibn de T

=1

i *

T+ = z e, w; + Z B;w; Propiedad de z
i=1 i=1

T{x+ ¥ =T{x)+T(¥) deflnicion de x e .

Por lo tanto T cumple con la primera condicidn de Transformacion lineal.

Por otro lado:



i) Tlax)= aTl(x)

T{ax)=T (Z a:a:,v,) definicidén de x

i=1

T(ex) = z aew, definiciondeT

i=1

k3

T(ex) = az &, w: Propiedad de z

i=1
T(ax) = al(x) definicidnde T

Por todo esto T es lineal, es decir. cumple con las dos condiciones de transformacién

lineal.

Debemos probar ahora gue T es dnica suponiendo que existe otra transformacion
lineal M: 7" —= W tal que M(3,) = w, coni= 1,2,3,....m: veamos entonces si

M =T %3 €eVT.En ecfecto, se tiene que:

k!

xEV=ix=z:r,-v,-

=1

ki

T(x)=T (z e, 1:',-) definicidn dex €V

=1

T(x] = z a;w; definicionde T

=1

T(x) = z o, M(r,) definicién de M

i=1



T(x)=M Za::-v,- va que M esuna T.L
=1

T(x] = M(x) definicion de x
Asi se tiene que T es tnica.
Probaremos par terminar que T{%,] = w, con { = L2 3, .., 7 En efecto:
=Ly 0y 0w+ 0y,
T(y) =Lowy + 0wy + 0wy + -+ 0w,
T{v) =w,
vy = 0oy + Loy + 0oy 4+ 0.2,
T{m)=0w, + L, +0.w; + - +0.w,
Tl{u) = wy

Si continuamos de esta forma encontramos que T{vn} =w,_ por lo tanto T{t?:.] =w;
coni=1,23, .., m

En conclusion  existe  la  tansformacion  lineal dnica v T{t?:.]=w:. con

=123 ..
Participante: José Meléndez.

Teorema 1.17. “Teorema Fundamental de las Transformaciones Lineales™

Sea V' un espacio wvectorial de dimension  finita sobre un cuerpo K, sea
i ={1:1,112,t?3,..,,ﬂn} base ordenada de V. Sea W un espacio vectorial sobre el
cusrpo K ¥ Wy, Wa, Wy, v, W, vectores cualesquiera de T, entonces existe una linica

transtormacion lineal de ¥ er W tal que, T{:I"I) =W;coni=1233,.,m

Demostracidn:



Primero probamos que T es una Transformacion lineal tomando en cuenta que T esta
definida asi:

T(V]= ia:,-w,-
=1

Como Ves un espacio vectorial se sabe que ¥V = @y + @13 + -+ a, ¥, entonces:

TV = Wy + oW, + o+ @, W, Con todo esto podemos comenzar a probar la

transtormacion lineal.

i} T'I:I + }T} = T{x} + T[}T} Wr,y EVcomo x e v £ Vse definen asi:

*

=iy oy, by, = Z a1,

i=1
y=Byvy + B+ By = ) Bim,
=1

En efecto

Tx+y) =T (z v, + z,ﬁ,-vf) de Finicion de x e y
=1

i=1

Tx+y)=T (Z{rx, + 5. tr,) Propiedad de z
=1

Tx+¥)= Z{a,. 4 B)w, definicion de T

=1

T+ = i o, w; + ﬂz B;w; Propiedad de Z
i=1 i=1



Tx+v)=T{x)+T(¥) definicion de x e y.
Por lo tanto T cumple con la primera condicidn de Transformacion lineal.

Por otro lado:

i) Tlax) = aT(x)

n

T(ax]=T (Z cm:,-tr,-) definicion de x

i=1

T{zx]) = anx,wl- definicionde T
=1

"

T(ex) = cxz a; w; Propiedad de z

i=1
Tlax] = al(x) definiclinde T

Por todo esto T es lineal, es decir. cumple con las dos condiciones de transformacién

lineal.

Debemos probar ahora gue T es dnica suponiendo que existe otra transformacion
lineal M: T — Wl que M{vi] =w; coni= L4,3, .., veamos entonces si

M=T ¥x V. En efecto, se tiene que:

0

xEV=ix=Zac,-vl-

=1

i

T(x)=T (Z &, 1:',-) definicidn dex €V

=1

T(x] = Z a;w; definicionde T

=1



*

T(x) = z o, M) definicién de M

=1

T(x) =M (E a,-r.r,) va que M esuna TL
=1

T{x} = M[x) definicidn de x

Asf se tiene que T es tnica.
Probaremos pam terminar que T{w,] = w; con i = 1,23, .., En efecto:
T =Llw 0w 0w+ 0w,
T(y) =Lowy + 0wy + 0wy + 4+ 0w,
T{r) =w,
= 0wy + L+ 0y -+ 001y,
T(m)= 0w, + 1w, +0w, + +0.w,
T} = wy

51 continuamos de esta forma encontramos que T(‘pﬂ} = W, por lo tanto T{-p:.] =w,;
coni=1,2,3, .., 7

En conclusion  existe la  transformacion  lineal  dmica  y T{'pt.]=l.u:. con

=123 ..m

Participantes: José Melénder, Wilmer Perozo ¥y Rafael Torres.



