PAU — MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC SSilly COU Il - ALGEBRA — ANDALUCIA
MODELOS DE 1999 RESUELTOS Profesor: Rafael Niiez Nogales

1.- Sea el sistema de ecuaciones{x + y + z=0x +2z2=—1 —x+y —2z=0
a) Expréselo en forma matricial.
Resolucién
LlamandoA = (111102 — 11 — 2) alamatriz de coeficientes, X = (xyz) y b =(0 — 10)
tenemos AX =b

b) Calcule la matriz inversa de la matriz de coeficientes.
Resolucién

ComodetA=-24+1-24+2=-1+0, existe A7 y

-1

A= adjA) =1 -adj(11 — 110112 —2)=—(=2320 -1 —-11 -2 —1)=( -3 —2011 — 121
-1

e (
detdet A

c) Resuélvalo.

Resolucién

La matriz del sistema es
(1110102 -1 —11 —-20) f2—-f1f3+f1(11100 —11 —102 —10) — f2 f3+ 2f2(

que corresponde al sistema{x + y + z=0y —z =1z =— 2 .Comoz=-2,entoncesy=z+ 1=-2
+1=-1

Sustituyendo en la 12 ecuaciéon,x -1 -2 =0, x = 3. La solucién del sistemaesx =3,y =-1,z=-2

2.- (prueba extraordinaria)
a) Plantee, sin resolver, el sistema de ecuaciones necesario para dar solucidn al siguiente problema:
"Un comerciante ha vendido 600 camisetas por un total de 638000 ptas. Su precio original era
de 1200 ptas por camiseta, pero ha vendido en las rebajas una parte de ellas con un descuento
del 30% del precio original y otra parte con un descuento del 40%. Sabiendo que el nimero total de
camisetas rebajadas fue la mitad del nimero de las que vendi6 a 1200 pta, calcular cuantas camisetas se
vendieron a cada precio."
Resolucién
Sean x, y, z el n? de camisetas con precio original, con descuento del 30% y del 40%, respectivamente.

Usando el enunciado llegamos al sistema

{x +y +z=6001200x + 0,7.1200y + 0,6.1200z = 638000y + z =% = {x +y + z=6001200x

b) Resuelva el sistema formado por las ecuaciones: x - 2y -3z =1;x -4y -5z=1; -2x + 2y + 4z = -2
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadason4A = (1 — 2 — 31 —4 —5 —224) y

A=@1-2-311-4-51-224 —2)

detA=-16-20-6+24+10+8=0 y como |1 — 21 — 4|=— 2#0,rgA=2.
-1-
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A=(1-2-311—-4-51-224-2) f2—f1f3+2f1(1 -2 —310 -2 —200 — 2

Como |- 1201 |=— 1+#0,rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incoégnitas. Por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es equivalentea (— 123 — 10110 ), que corresponde al sistema
{—x+2y+3z=—1y+2z=0

Enla 22 ecuacion,y =-z; enla 12 ecuacion,x =2y +3z+1=-2z+3z+1=z+1

Llamando z = k, las infinitas solucionesson{x = k + 1y =— kz = k ,conk€R

3.- (prueba ordinaria) En una tienda, un cliente se ha gastado 15000 ptas en la compra de 12 articulos
entre discos, libros y carpetas. Cada disco le ha costado 2000 ptas, cada libro 1500 ptas y cada
carpeta 500 ptas. Se sabe que entre discos y carpetas hay el triple que de libros.
(a) Formule el sistema de ecuaciones asociado al enunciado anterior.

Resolucién
Sean x, y, z el n2 de discos, libros y carpetas, respectivamente.

Usando el enunciado llegamos al sistema
{x +y +z=122000x + 1500y + 500z = 15000x + z =3y =>2{x + y+z=124x + 3y + z = 30«x

(b) Determine cuantos articulos ha comprado de cada tipo.
Resolucién
La matriz del sistema es
(11112431301 —310) f2 —-4f1f3—-f1(111120 -1 —3 =180 —40 —12) — f2 f3:(

que corresponde al sistema{x + y + z = 12y + 3z = 18y = 3 .Como y = 3, entonces 3 + 3z = 18,
z=5

Sustituyendo en la 12 ecuacion, x + 3 + 5 =12, x = 4. Compro 4 discos, 3 libros y 5 carpetas.

4.-
a) Una heladeria prepara helados de tres tamaiios, 125 gr, 250 gr y 500 gr, cuyos precios son 150 ptas,
270 ptas y 495 ptas, respectivamente. Un cliente compra 10 helados, con un peso total de 2,5 kg, y paga
por ellos 2670 ptas. Se desea conocer el numero de helados que ha comprado de cada tipo.
1) Formule el sistema de ecuaciones asociado al enunciado del problema.

Resolucién
Sean x, y, z el n2 de helados de tamafio pequefio, mediano y grande, respectivamente.

Usando el enunciado llegamos al sistema
{x +y+ z=10125x + 250y + 500z = 2500 150x + 270y + 495z = 2670 =2 {x + y +z=10x + 2

2) Halle el numero de helados que se lleva de cada tipo.
Resolucién
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La matriz del sistema es
(1111012420101833178) f2 — f1 f3 — 10f1 (1111001310082378) f3 —8f2 (111100

que corresponde al sistema{x + y + z = 10y + 3z = 10 — z =— 2 .Como z = 2, entonces y + 3.2
=10, y=4

Sustituyendo en la 12 ecuacion, x + 4 + 2 = 10, x = 4. Se llevo 4 pequefios, 4 medianos y 2 grandes.

b) Dada la matriz (0 1 1 0), halle A*%.
Resolucién

Observamos que A° = (0110)(0110)= (1001) = I. Luego A% = (A2)100 = [100 — |

5.- Sean las matricesA = (- 201010) y B=(10120 — 1)
a) Compruebe que (AB)' = B'A" (tindica traspuesta).
Resolucién
(AB) =[(-= 201010)(10120 —1)]'=(=2 —112)' =(=21 —12);
B'A"=(11002 —1)(-200110)=(—21 —12)
Luego, (AB)" = B'A".

b) Halle una matriz X que verifique ABX = (— 3603)
Resolucién
SeaC=AB=(—2 —112) y D =(— 3603).Nos quedalaecuacién CX =D.

_ . 1. S S
ComodetC=-3#0,existeC™ ;C = Jotde C

(adjc’) = 5adj(- 21 —12)=——(21 - 1 - 2)

Multiplicando por C, por la izquierda, C'CX=C"'D, X=C"'D

X=——(21-1-2)(-3603)=——(—6153 —12)=(2 — 5 — 14)

6.- Sea el sistema de ecuaciones lineales{x + my + z=4x + 3y +z=5mx +y + z =4
a) Resuélvalo y clasifiquelo param = 1.

Resoluci6n
Para m = 1, las matrices de coeficientes y ampliadason4 = (111131111) y

A =(111413151114)

det A=0porquefl =13 y como [1113|= 2#0,rgA=2.
A=(111413151114) f2—-f1f3=f1(11140201)

Como [1102|= 2+#0,rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n?de incognitas. Por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es equivalentea(1 114020 1), que corresponde al sistema
x+y+z=42y =1

., 1 . 1 8—1-2z 72z

Enla29ecuac1on,y=7; enlali‘ecuac1on,x=4—y—z=4—T—Z= 5 = 5
e . — 2k 1

Llamando z = k, las infinitas soluciones son {x = ———y =—-z = k ,conk€R
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b) Resuélvalo y clasifiquelo para m = 2.
Resolucién
Para m = 2, las matrices de coeficientes y ampliadason A =(121131211) y

A =(121413152114)

detA=3+4+1-6-1-2=-1+0.Luego, rg A=rgA* =3 =n?de incognitas. Por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

La matriz del sistema es
(121413152114) f2—-f1f3—-2f1 (121401010 —3 —1 —4) —f3 (121401010:

que corresponde al sistema{x + 2y + z =4y =13y + z = 4 .Comoy=1,entonces3.1+z=4, z
=1

Sustituyendo en la 12 ecuacién, x + 2.1 + 1 =4,x = 1. La solucién del sistemaesx=y=z=1

7.- En un supermercado, un cliente compra 5 unidades de un producto A, 4 unidades de un
producto B y 3 unidades de un producto C, pagando un total de 4500 ptas.
Otro cliente compra 2 unidades de Ay 2 unidades de C, pagando en total 2000 ptas.
Una tercera persona compra en la tienda del barrio, que marca los precios un 10% mas caros que el
supermercado, 3 unidades del producto A y una de B, pagando un total de 1210 ptas. Se pide:
a) Formular el sistema de ecuaciones asociado al enunciado.
Resolucién
Sean x, y, z los precios por unidad de los productos A, By C, respectivamente.

Usando el enunciado llegamos al sistema

{5x + 4y + 3z = 4500 2x + 2z = 20003. 1,1x + 1. 1,1y = 1210 :2 .10 = {5x + 4y + 3z = 4500«

b) Calcular el precio por unidad de cada uno de los productos A, By C en el supermercado.
Resolucién
La matriz del sistema es

(543450010110003101100)f1 — 5f2 f3 —3f2 (04 —2 — 500101100001 — 3 — 1900)f1 — 4f3 (00107100101100001 — 3 — 1900)f"

que corresponde al sistema {x = 710x + z = 1000y + 3z = 1900 . Como x = 710, entonces 710 + z
=1000, z =290

Sustituyendo en la 32 ecuacion, y + 3.290 = 1900, y = 1030.

Luego, los precios por unidad son: 710 ptas el producto A ; 1030 ptas el By 290 ptas el C

c) Calcular el precio de cada uno de estos productos en la tienda del barrio.
Resolucién
Como en la tienda del barrio son un 10% mas caros, los precios por unidad serian:
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710.1,1 = 781 ptas el producto A; 1030.1,1 = 1133 ptasel By 290.1,1 = 319 ptas el C

8.- Un almacenista ha mezclado aceite de girasol de coste 130 ptas litro con aceite de oliva de
coste 250 ptas litro. La mezcla se vende a 225 ptas litro. Calcular los litros que ha mezclado de cada clase,
sabiendo que ha utilizado 10000 litros mas de aceite de girasol y que el 20% del precio de venta de 1 litro
de mezcla es su ganancia.

Resolucién
Si x son los litros de aceite oliva, los de aceite de girasol son x + 10000. Las ganancias son los ingresos
menos los gastos.
Ingresos: 225.(x + 10000 + x) = 450x + 2250000 Gastos: 130(10000 + x) + 250x = 380x + 1300000

Ganancias por litro: 0,2.225 = 45 ptas litro Ganancias totales: 45(2x + 10000) = 90x + 450000
Queda la ecuacion 450x + 2250000 - (380x + 1300000) = 90x + 450000
Operando, 70x + 950000 = 90x + 450000 ; 500000 = 20x ; x=25000.

Por tanto, mezcl6 35000 litros de aceite de girasol y 25000 litros de aceite de oliva

9-Sead =(211012)

a) Hallar B de manera que AB =1,
Resolucién

Como A,,3 y I,,, para que tenga sentido la igualdad debe ser B;,,.SeaB = (adbecf)
AB =1=(211012)(adbecf)=(1001)>R2a+b+c2d+e+ fb+ 2ce+ 2f)=(1001)
. Igualando términos,

Ra+b+c=12d+e+f=0b+2=0e+2f=1. Dela 32 ecuacion,b = -2c y queda
{20 —2c+c=12d+e+f=0e+2f=1=>{2a—-—c=12d+e+ f=0e+2f =1

De la 32 ecuacion, e = 1 - 2f y queda
{2a —c=12d+1-2f+f=0={c=2a—-1f = 2d + 1.Dandovaloresa“a”y “d” se

obtienen infinitas soluciones. Tomemos por ejemplo a = 0, d = 0. Entonces,c=-1,f=1,e=-1, b= 2.
Una de las infinitas solucioneses B = (002 — 1 —11)

b) ;Contradice el resultado anterior el hecho de que una matriz que posee inversa debe ser cuadrada?
Justifique la respuesta.

Resolucién
No, porque en la definicién de inversa de una matriz A la matriz A debe ser cuadrada. En el a) la matriz B
no es la inversa de A, no tiene sentido

10.- Dadas las matricesA = (1234) v B=(2 —1 —42)
a) ;Existen las matrices inversas de A y B? Justificar la respuesta.
Resolucién Como det A = -2 # 0, existe Al y como det B = 0, no existe B~L

b) Si es posible, calcular dichas matrices inversas.
(adja) = —-adj(1324)=—-(4 —2 —31)= (_ Zlng)

. -1 1
Resoluciébn A  =—-——
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c) Resolver la ecuacién matricial AXA" = B (Siendo A'la matriz traspuesta de la matriz A)
Resolucién
Atesinvertibley (A= (AH) = _—21(4 — 3 — 21), multiplicando por A™, por la izquierda, y por
(AH!, por
la derecha, nos queda A7AXA'(AN'=ATBAY ' =ATBAT)' = X=ATB(A™"
X==-(4 -2 -31)2 -1 -42)5-(4 -3 —21)=——(16 — 8 — 105)(4 —3 —21)=——(80 — 56 — 5035)

X=(20 —14‘725375)

11.- Las velocidades medias de tres bicicletas (en km/h) vienen dadas por la matrizV = (10 16 24 ).
El niimero de horas que cada bicicleta pasea viene dado por H = (34 6)
a) Calcular los productos VH y HV.
Resolucién
VH =(101624)(346)=(3040604864967296144) HV =(346)(101624)= (238)

b) Justificar si las matrices resultantes poseen inversa.
Resolucién

Como
detdet (VH) =|3040604864967296144|=110.310.410.616.316.416.624.3 24.424.6|= 10.16.:

VH no tiene inversa y como det (HV) = 238 HV si que tiene inversa.

c) Interpretar los valores de los términos de las matrices resultantes.

Resoluci6n
En VH sélo tienen significado los elementos de la diagonal principal y representan los km recorridos por
cada bicicleta.

En HV, 238 significa que entre las tres bicicletas han recorrido 238 km

12.- Obtener la matriz X que verifica AX - B=3XsiendoA = (32 —1301213) y
B=(—-2-11)

Resolucién
Trasponiendo, AX - 3X = B = AX - 3IX = B. Sacando factor comun X, por la derecha, (A - 3)X=B

LlamandoC = A -3/ =32 —1301213)—-3(100010001)=(02 —13 —31210),
queda la ecuaciéon CX =B

ComodetC=4-3-6 =-5% 0, existe C"*. Multiplicando por C%, por la izquierda, C"'CX = C"'B
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X==-2 -9 -28)= (3 + %)

13.- Dadas las matricesA = (0230) yv B=(ab61)
a) Calcule los valores a y b para que AB = BA.
Resoluci6n
AB = BA=>(0230)(ab61)=(ab61)(0230) > (1223a3b)=(3b2a312)=
{12 =3b2 = 2a3a =33b = 12
Resolviendo,a=1,b =4

b) Paraa =1, b = 0 resuelva la ecuaciéon matricial XB-A =1.
Resolucién
DeXB-A=1]setieneXB=A+1. Paraa=1,b=0,B =(1061); detB=1 # 0, B es invertible.

Multiplicando por B™}, por la derecha, nos queda XBB* = (A+ 1) B'=>X=(A+1)B™

=[(0230)+(1001)]—adj(1601)=(1231)(10 — 61)=(— 112 — 31)

OTROS DEL 1999 (COU II
1.- Dadas las matricesA = (5221) v B=311x)
a) Determine los valores de “x” para los que existe la inversa de la matriz C = AB - BA.
Resolucién
C=(5221)B11x)—311x)(5221)=172x+57x+2)—(1772x +5x+2)=(02x — 22 —

det C = (2x - 2)* = 0 © x = 1. Luego, para x # 1, existe la inversa de C

b) Para x = 2, calcule la matriz inversa de B.
Resolucién
Parax=2,B=(3112);detB=5+#0;

-1 1 , 1 2 -1 -1 3
3B = adj(3112)=—(2 -1 - 13)= (- )

2.- Dadas las rectas 1, s, t del plano definidas por las ecuaciones r: 6x + 4y =12, s:3x+ 2y =12
y t:x-y =2, halle la posicion relativa de cada par de rectas.

Resolucién
Como—— = = » 12 r// s . cOmo —— # ryt son secantes ; como —— # sy tson
3 72 12’ ’ 1 3 Y ’ 1 -1 SY
secantes

3.-SiendoA =(3 —571)y B=(5 —18 — 2), calcule la matriz X tal que AX=B
Resolucién

det A = 38 # 0, A es invertible. Multiplicando por A™, por la izquierda, nos queda A™AX = A™' B

X=A4 B=—adj37 —51)(5 — 18 —2)=——(15 —73)(5 — 18 —2)=——(45 — 11 — 1

—11 —11 1
38
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4.- Clasifique y resuelva el sistema{x + y = 3x — 2y =— 32x —y =0

Resolucién
De la 32 ecuacién y = 2x. Sustituyendo, {x + 2x = 3x — 2.2x =— 3=2>{x = 1x = 1 ;luego,y=2.1=
2.

El sistema es compatible determinado y tiene como solucién dnicax =1,y = 2.

5.- Sean las rectas del plano 1, s, t definidas por las ecuacionesr: 2x-y-1=0,s:3x-3y+ 3 =0,
t: 6x + 2y - 18 = 0. Determine la posicion relativa de cada par de rectas.
Resolucién

3 -3
ry tson secantes ; como —— # ——, sy tson

2 -1 2
Como —5— # ——3 'y ssonsecantes ; Como — F L

-3’ 2

secantes

6.- Sea S el sistema de ecuaciones{x + y —z2 =0 —x + 2y +2z2=62x —y —z=0
a) Resuelva dicho sistema.

Resolucién
La matriz del sistema es

A=(11-10 -12262 -1 —10) f2+f1f3—-2f1 (11 —1003160 —210) f2 — f3 (

que corresponde al sistema{x + y — z =05y =6 — 2y + z = 0.Enla 22 ecuacién,y = % ;
6 12
Z=2y =25 =T

., 12 6 6 ., . 6 12
Enla la—‘ecuacmn,x:z—y:T—T=?.Lasoluc1onde151stemaesx =y==,2z="—""

b) Clasifique el sistema resultante si se suprime en S la primera ecuacion.

Resolucién
{—x+ 2y + 2z=62x —y — z = 0 ; matrices de coeficientes y ampliada:
A=(—1222 —1 —1),A=(—12262 -1 —10)

Como el menorde Ay A* |— 122 — 1|=— 3#0,rgA* =rg A =2 <n?de incognitas. Por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

) ;Qué ecuacién debe suprimirse en el sistema S para que el nuevo sistema tenga entre sus soluciones la
solucion (0, 0, 0)?

Resolucién
Légicamente suprimiendo la 22 ecuacion queda el sistema{x + y — z = 02x — y — z = 0 que tiene
entre sus soluciones la solucion (0, 0, 0)

7.- Dadas las matricesA = (1101), B=(1211 —10) y C=(111301)
a) Obtenga, si existe, una matriz X tal que AX + 2B = C.

Resolucién
De AX + 2B =C, setiene AX=C-2B; detA=1+# 0, A es invertible.

-8-—
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Multiplicando por A™, por la izquierda, nos queda A™'AX = A"l(C -2B)=>X= A"l(C - 2B)
1 .
X=—7adj(1011)[(111301)—-2(1211 -10)]=(1 -101)(-1 -3 -1121)=(-2 =5 -

b) Obtenga, si existe, una matriz Y tal que YA - B = C.
Resolucién
De YA - B =, se tiene YA=B + C. Si men, comoA“2 y (B + C)ng,

entonces (YA)mx2 = (B + C) .Locual esimposible.
2x3

c) En ambos casos, razone la existencia o no de las matrices inversas de Xy de Y.
Resolucién
X no tiene inversa porque al no ser cuadrada no tiene sentido e Y no existe

8.- Dado el sistema de ecuaciones {x + y + z = 22x + 3y — z = 8 afiada una tercera ecuacion para
que el sistema resultante sea compatible indeterminado.
Resolucién
Basta anadir una ecuacion que sea c.l. de las dadas, por ejemplo, la ecuacién suma de las dadas:
3x+ 4y =10

9.- La suma de dos cantidades es 500. Aumentando la primera en un 10% y disminuyendo la segunda en
un 20%, la suma es 525. Plantee el sistema que obtiene tales cantidades.
Resolucién
Sean x, y las cantidades. Usando el enunciado,
{x+y=5001,1x + 0,8y =525 =2{x + y = 500 11x + 8y = 5250

10.- Halle una solucién no nula del sistema de ecuaciones {x — 2y + 3z = 02x + y — 2z =0
Resolucién

La matriz del sistemaesA = (1 — 23021 —20) f2-2f1 (1 —23005 —80),que

corresponde al sistema{x — 2y + 3z = 05y — 8z = 0.

8z
5

. s 8z .2
Enla 22 ecuacion y = —— ; enla 12 ecuacién, x = 2y — 3z = 2

Z
5 _32_5

8k

Llamando z =k, las infinitas soluciones son {x = % y=—2z=k ,conkeR

Tomando por ejemplo k = 5, obtenemos una solucion nonulax=1,y=8,z=5
11.- Sean las rectas del plano 1, s, t definidas por las ecuaciones

rr2y+2=x, s:2x+y-4=0, tty=-2x+2
a) Estudie si el sistema formado por las ecuaciones tiene solucidn.

Resolucién

El sistemaes {r:x — 2y = 2s:2x + y = 4t:2x + y = 2 .Restando las ecuaciones de s y t obtenemos
0 = 2 (imposible)
Luego, el sistema es incompatible, no tiene soluciéon

b) Indique la posicidn relativa de cada par de rectas y calcule los puntos de corte entre ellas.

-9
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Resolucién
- Como % * —Tz’ ry s son secantes. Para hallar el punto de corte resolvemos el sistema
{frix —2y=2s:2x +y =4
De la 22 ecuacion y = 4 - 2x. Sustituyendo, x-2(4-2x)=2;x =2,y =4 — 2.2 =0
Las rectas r y s se cortan en el punto P(2, 0)

- Como % * _TZ, r y t son secantes. Para hallar el punto de corte resolvemos el sistema
{frix —2y=2t2x+y=2

De la 22 ecuacién y = 2 - 2x. Sustituyendo, x - 2(2-2x) =2 ; x =%,y =2 - 2% = %

6 =2
Las rectas r y t se cortan en el punto Q(?, T)

2 1 4
-Como——=——#——71//s

12.- Resuelva el sistema de ecuaciones determinado porlaigualdad (x 11 + 2x3)(2y)=(23)
Resolucién

Operando queda el sistema

2x+y=22+4+4x+3y=3=>{2x+y=2 . 2->4x+3y=1=>{4x+2y=44x+3y=1

Restando las ecuaciones, y = -3. Luego, 2x-3=2,x = % La solucion del sistema es x = %, y=—23

13.-DadalamatrizA = (- 1012100 — 1 — 2)
a) Calcule (A - I)B, siendo I la matriz identidad de orden3yB = (10 — 2)
Resolucién
A-DB=[(—-1012100 -1 —2)-(100010001)J(10 —2)=(=2012000 —1 —3)(10

b) Calcule, si es posible, BA".
Resolucién

t
Como ng1 yA3x3

el n? de filas de A" (3 columnas)

no se puede realizar BA' porque el n? de columnas de B (1 columna) no coincide con

c) ;Es posible obtener la inversa de A?
Resolucién Como detA =2 -2 =0, no existe A}
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