L’EPREUVE EST CONSTITUEE DE DEUX PROBLEMES INDEPENDANTS.

PREMIER PROBLEME

DESULFURATION DE GAZOLES

Les normes antipollution demandent un taux de soufre de plus en plus faible dans les
carburants. Dans cette partie, on aborde 1’é¢tude de divers réacteurs ou peuvent se produire les
hydrodésulfurations, c’est-a-dire 1’obtention d’hydrocarbures et de sulfure d’hydrogene par
réaction entre des composés soufrés et du dihydrogene.

Les composés organiques soufrés considérés dans ce probléme ne contiennent qu 'un atome de
soufre par molécule.

Les notations suivantes seront employées :

0, : débit volumique total a I’entrée du réacteur, exprimé, par exemple, en m*.s” ;

Q, : débit volumique total a la sortie du réacteur, exprimé, par exemple, en m’.s™ ;

n; : quantité¢ de matiere, dans une phase, du constituant A; de masse molaire M, ;

C; ou [A{] : concentration molaire du constituant A; dans une phase de volume V, C;=n,/V ;
F;, : flux d’entrée, dans le réacteur, du constituant A;, exprimé, par exemple, en mol.s™ ;
F,, : flux de sortie, du réacteur, du constituant A;, exprimé, par exemple, en mol.s™.

En notant A; un produit et A; un réactif :

D;: le débit molaire, exprimé, par exemple, en mol.s, de consommation (D; > 0) de A, par la
transformation chimique ;

D;: le débit molaire, exprimé, par exemple, en mol.s”, de production (D; > 0) de A, par la
transformation chimique ;

r;ou R, vitesses de formation du produit A, ;

r; ou R;vitesses de disparition du réactif A;.

Les vitesses ainsi définies sont positives, il s’agit de débits molaires spécifiques de
transformation chimique, c’est-a-dire de la quantité¢ de A; ou de A, transformée par unité de
temps, quantité rapportée a une unité d’extensivité qui dépend du probléme traité :

- ryou r;: vitesse en milieu homogéne, exprimée, par exemple, en mol.m™.s™, rapportée
au volume V' (m?) du milieu ;

- R; ou R, vitesse en présence d’un catalyseur, exprimée, par exemple, en mol.kg".s™,
rapportée a la masse m,,, (kg) du catalyseur.



Les transformations chimiques étudiées sont censées se dérouler dans les réacteurs idéaux
suivants :

- réacteur fermé parfaitement agité¢ (RPAF) : il n’y a ni flux entrant, ni flux sortant ;
- réacteur parfaitement agité continu (RPAC) : il y a un flux entrant et un flux sortant ;
- réacteur piston (RP) : il s’agit d’un réacteur ouvert ou réactifs et produits progressent
en bloc dans la direction de I’axe du réacteur (comme un piston dans un cylindre) en
tranches parall¢les successives n’échangeant pas de matiere entre elles.

L’expression « parfaitement agité » signifie, en fait, de composition, pression et température
uniformes dans tout le volume V" du réacteur.

Le catalyseur éventuellement présent demeure intégralement dans le réacteur.
Dans les 3 cas, des transferts énergétiques avec le milieu extérieur sont possibles.

Lors de transformations dans un RPAC ou un RP, seuls les régimes permanents et les
fonctionnements isothermes sont considerés.

Partie A. Etude des réacteurs en milieu pseudo-homogeéne.

Dans cette premiére approche, on considére que tout se passe comme si le milieu réactionnel
¢tait homogene (une phase liquide).

A.L. Relations générales.

A.LL1. Quel que soit le réacteur, a chaque instant et pour un réactif A;, on peut écrire :

dn,
Fie=F,+D;+ dt D
Quel que soit le réacteur, a chaque instant et pour un produit A; on peut €crire :
dn,
D+ F, =F + dt @)

Quelle est la signification chimique des relations (I) et (I’) ?

A.L2. Quelle relation lie D,, r; et V dans un réacteur parfaitement agité pour un réactif ?
Quelle relation lie D;, r;et V' dans un réacteur parfaitement agité pour un produit ?

A.IL. Réacteur fermé parfaitement agité RPAF.

A.IL.1. Que deviennent les relations (I) et (I’) dans un RPAF de volume ¥ constant ?

A.IL2. Exprimer r; et r;.

Des mesures effectuées a 360 °C ont conduit aux résultats suivants (Tableau I), en notant RS

le composé sulfuré. La concentration en dihydrogéne est considérée comme constante au
cours de la transformation.



t/h 0 0,5 0,9 1,5 2,2 3,0
/RS] /mol.m’ 30,0 22,3 174 12,1 8,0 5.1

Tableau I : Evolution des concentrations de RS au cours du temps dans un RPAF.

A.IL.3. Déterminer I’ordre partiel par rapport a RS ainsi que la valeur de la constante
apparente de vitesse. On applique la méthode intégrale.

A IIL. Réacteur parfaitement agité continu RPAC.

On se limite aux réacteurs fonctionnant en régime permanent et dont les débits volumiques
totaux d’entrée et de sortie sont égaux.
Le temps de passage t est défini par = V/Q..

A.IIL.1. Que représente le temps de passage 7 ?

A.IIL.2. Quelle relation lie C;, (concentration du constituant A; a la sortie du réacteur) et C;
(concentration du constituant A; dans le réacteur) ?

A.IIL.3. A I’aide de la relation (I), exprimer r; (vitesse de disparition d’un réactif A;).
D’un point de vue cinétique quel intérét présente un RPAC ?

A.IIL.4. Dans le cas d’un unique réactif R, on note » ’ordre de la réaction, les ordres partiels
par rapport aux produits étant nuls. Etablir une relation liant /R/,, /R]., n, 7 et k la constante
de vitesse.

Des mesures effectuées a 360 °C ont conduit aux résultats suivants (Tableau II), en notant RS
le composé sulfuré. Le dihydrogéne est en exces, sa consommation est considérée comme
négligeable au cours de la transformation. On opére avec le méme composé que dans la
question A.IL.3.

La concentration d’entrée du composé sulfuré est /RS], = 30,0 mol.m>.

t/h 1,2 2,1 2,8 3,9 5,0 9,0
[RS], /mol.m? 17,3 13,3 11,2 9.0 7,5 4,7

Tableau II : Evolution des concentrations de RS
en fonction du temps de passage dans un RPAC.

A.IIL5. Déterminer I’ordre partiel par rapport a RS ainsi que la valeur de la constante
apparente de vitesse.
A.IIL.6. Comparer les lois de vitesse obtenues dans les deux réacteurs. Conclusion.

A.1V. Vitesse « initiale ».



I1 peut étre utile d’étudier 1’évolution aux tous premiers instants de la transformation, lorsque
les quantités de produits sont négligeables devant celles des réactifs. On considére alors la
vitesse dite « initiale » ou a avancement nul.

A.IV.1. Montrer que, lors de I'utilisation d’un RPAC, on ne peut atteindre directement la
vitesse « initiale ».

A.IV.2. Proposer le principe d’une méthode de détermination de la vitesse « initiale » basée
sur une extrapolation.

AV, AEQS.

A.V.1. Rappeler quelles conditions doivent é&tre remplies pour pouvoir appliquer
I’approximation des états quasi-stationnaires a une espece.

A.V.2. Pour la désulfuration d’un compos¢ R,-S-Ry on a pu envisager un mécanisme qui
comprend, entres autres, les étapes suivantes :

—>
R—S—R, . ®

Appliquer I’AEQS au radical R,S lors d’une réaction dans un RPAC en régime permanent en
admettant que cette espece n’intervient que dans les étapes €crites plus haut.

A.VI. Réacteur piston RP.

La figure I ci-dessous est une représentation simplifiée d’un réacteur en écoulement piston.
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Figure I : Représentation schématique d’un réacteur piston.



On considére une tranche fixe de réacteur, infiniment mince, supposée parfaitement agitée et
dont de volume dV. Cette tranche est repérée par son abscisse V', comptée en volume depuis
I’entrée du réacteur.

A.VIL1. Quel est I’intérét de repérer une tranche infinitésimale de volume dV par son abscisse
J” plutdt que par son abscisse axiale x (distance entre 1’entrée du réacteur et la tranche) ?

A.VI.2. Ecrire le bilan de matiére sur le réactif A; dans un mini-réacteur parfaitement agité de
volume dV. En déduire une premiére expression de la vitesse ;.

A.VI1.3. En utilisant la relation précédente et la relation existant a 1’abscisse V" qui relie le flux
molaire de A; et le débit volumique total, établir une deuxiéme expression de la vitesse 7;.
Cette expression se met sous la forme d’une somme de deux termes. Donner une signification
chimique a chacun de ces termes.

A.VL4. Quelle est I’expression du temps de séjour vrai z; d’un constituant A; ? Ce temps de
séjour varie-t-il avec la nature du constituant ?

A.VL5. Peut-on établir une relation entre le temps de séjour vrai zg et le temps de passage
défini par t=V/Q, ?

A.VIL6. On se place dans le cas particulier ou le débit volumique total reste égal au débit
d’entrée Q..

A.VL6.a. Ecrire une troisiéme expression de la vitesse 7; en fonction de C; et de 7.

A.V1.6.b. Peut-on établir une analogie entre un RPAF et un RP ? Justifier bri¢vement.
A.VI1.6.c. Dans le cas d’un unique réactif R, on note » I’ordre de la réaction, les ordres partiels
par rapport aux produits étant nuls. Etablir une relation liant /R/,, [R]., n, T et k la constante de
vitesse.

A.VIL. Comparaison : RPAC et RP.

On se limite aux réacteurs dont les débits volumiques totaux d’entrée et de sortie sont égaux.
Pour chaque réacteur, la concentration d’un réactif a ’entrée est C,,; la concentration de ce
méme constituant a la sortie est C; .

On note 7, et 7, les temps de passage respectivement dans un RPAC et un RP, permettant de
passerde C;, a C;,.

A.VIL1. Exprimer z, en fonction de C,,, C; et r-.

A.VIL.2. Exprimer 7, en fonction de C,,, C; et r..

A.VIL3. Proposer une méthode graphique, mettant en jeu une courbe dont 1’abscisse est la
concentration C;, permettant de comparer 7, et 7,.



A.VIL4. On se place dans le cas d’un unique réactif R. On note »n 1’ordre de la réaction, les
ordres partiels par rapport aux produits étant nuls.

A.VIl.4.a. Pour quels ordres a-t-on 7, > 7, ? Pour quels ordres a-t-on 7, < 7, ? Conclusion ?
Justifier qualitativement I’influence du signe de 1’ordre.

X =
A.VIL4.b. On définit le taux de conversion x par : e
Lorsque I’ordre vaut un, on désire un taux de conversion de 99 %. Quelle doit alors étre la
valeur de V,/Vp, rapport des volumes ¥, d’un RPAC et V, d’un RP, toutes choses étant égales
par ailleurs ? Que devient ce rapport lorsque 1’ordre vaut deux ? Commenter bri¢vement.

Partie B. Influence du réacteur sur I’ordre apparent en « soufre total »
Un gazole contient naturellement plusieurs composés organiques soufrés. Pour simuler un
gazole on ¢tudie le comportement d’un mélange de 4 sulfures R;S. La vitesse
d’hydrodésulfuration de chacun d’eux suit une loi du premier ordre par rapport a R;S dans les
conditions des expériences (5 MPa, 360 °C). Les résultats obtenus sont indiqués dans le

tableau III.

On note :

C,..: la concentration totale en sulfure a I’entrée du réacteur, C,,,,=

C..: la concentration totale en sulfure en sortie du réacteur, C,,,,= =

Constituant RS R,S R;S R,S
C,,/ mol.m? 45,0 15,0 30,0 10,0
k,,./h’ 12,0 1,2 0,6 0,3

Tableau I1I : Concentration d’entrée des constituants
individuels et constantes apparentes de premier ordre.

Dans les deux réacteurs ouverts étudiés, on se place dans le cas particulier ou le débit
volumique total reste égal au débit d’entrée Q,.

B.I.1. Rappeler dans chaque cas (RPAC et RP) I’expression donnant C;, en fonction de C,,,
kypp i €L T.

B.I1.2. Indiquer dans chaque cas (RPAC et RP), I’expression donnant C,,,, en fonction de C,,,
kqypi» €t T. Montrer, que dans le cas général, I’évolution de C,,, ne peut pas €tre décrite comme
résultant d’une loi de vitesse globale d’ordre un.

B.II. Dans le cas d’un RPAC, on obtient les résultats rassemblés dans le tableau IV :

7 /h 1,2 2,1 2,8 3,9 5,0 9,0
Cyp /mol.m’ 39.3 254 214 17,2 14,4 9,1




Tableau IV : Evolution de la concentration totale
en sulfure C,,; en fonction du temps de passage dans un RPAC.

Montrer, qu’avec une précision usuelle en cinétique chimique, la vitesse de disparition en
« soufre total » admet un ordre apparent dont on donnera la valeur.

B.III. Une simulation de méme nature donne un ordre apparent de 1,77 par rapport a C,,, dans
un RP. Comment interpréter la différence entre les ordres apparents selon la nature du
réacteur ?

B.IV. Les résultats précédents montrent qu’une étude cinétique de la désulfuration nécessite
de déterminer la concentration en sortie de chacun des dérivés soufrés. Proposer une méthode
permettant une telle analyse.

Partie C. Etude du fonctionnement d’un réacteur parfaitement agité continu.

C.I. Temps de mélange.

Le temps de mélange ¢,, est la durée nécessaire pour atteindre une homogénéisation complete
du fluide. On utilise souvent ¢,, o5 temps de mélange a 95 % d’homogénéisation.

Pour déterminer si cette valeur est atteinte, on utilise une méthode conductimétrique. Le
traceur employé est une solution aqueuse de chlorure de sodium (50 g.L"), le détecteur est
une sonde conductimétrique placée au voisinage du fond du réacteur et reliée a un systéme
d’acquisition.

Le protocole opératoire est le suivant :

- remplissage du réacteur avec de I’eau distillée (V=185 mL) ;

- démarrage de I’agitation et de 1’acquisition ;

- injection rapide de 0,20 mL de solution de traceur a I’aide d’une seringue ;

- fin de I’acquisition lorsque le signal de la sonde semble étre stabilisé depuis au moins une
minute.

La sonde et les points d’injection sont sensiblement dans un méme plan vertical.
L’obtention de la courbe de concentration C en chlorure de sodium permet de déterminer le
temps pour lequel on atteint a plus ou moins 5 % la concentration a temps dit infini C,,,

correspondant a I’homogénéisation complete.

La figure II ci-apres donne un exemple représentatif de 1’évolution du rapport C/C,,,au cours
du temps obtenu lors d’une expérience.
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Figure II : Exemple de courbe de concentration normalisée en fonction du temps.

C.I.1. Rappeler (15 lignes maximum) le principe de la conductimétrie.

C.I.2. Quelle que soit la hauteur du point d’injection, on obtient une courbe présentant deux
maxima au cours du temps. Proposer une interprétation de cette observation.

C.1.3. Pourquoi cherche-t-on a atteindre ce temps de mélange ?

C.IL. Régime chimique.

En pratique, les réactions d’hydrodésulfuration se déroulent en présence d’un catalyseur. Dans
la suite du probléme on utilise du sulfure de molybdéne promu par du cobalt et supporté sur
alumine.

Pour chacune des expériences, la température du réacteur est maintenue a 340 °C ; la pression
vaut 3,1 MPa et le débit volumique de gazole (liquide) reste égal au débit d’entrée Q..

On utilise un gazole de masse volumique pso = 863 kg.m, supposée constante lors des
transformations et dont la concentration massique initiale en soufre total est C,,,, = 7600 ppm,
soit 7600.10° g de soufre dans 1g de gazole.

On rappelle la masse molaire du soufre : Mg = 32.10" kg.mol™.

R, la vitesse de transformation, est ramenée a la masse m,,, de catalyseur employée.
Ryps est la vitesse d’hydrodésulfuration globale exprimée en mol.h"' kg™,
7¢, le temps de contact, est défini par le rapport du volume du catalyseur V., au débit

y

cat

volumique de gazole Q, : 7. = 0.

Une réaction en catalyse hétérogeéne est usuellement décomposée en sept étapes, quatre
dépendent de la diffusion, trois sont de nature chimique. On souhaite vérifier que les
conditions opératoires choisies font que 1’hydrodésulfururation est bien conduite en régime
chimique, c’est a dire que la vitesse n’est pas imposée par des limitations diffusionnelles.



C.IL.1. Catalyse hétérogene.

C.IL.1.a. Citer les étapes d’une réaction procédant par catalyse hétérogéne. D’un point de vue
cinétique, préciser la nature physique ou chimique de chacune d’entre elles.

C.IL.1.b. Rappeler brievement le ou les rodle(s) joué(s) par un promoteur en catalyse
hétérogene.

C.11.2. Vitesse d’hydrodésulfuration globale.

On note :
C.i.: la concentration totale en soufre a I’entrée du réacteur, exprimée en mol.m™;
C,.,: la concentration totale en soufre en sortie du réacteur, exprimée en mol.m™;

C C

tot e - fot,s

) C
x : le taux de conversion, tot,e .

C.I1.2.a. Quelle est la valeur de C,,,, dans le gazole étudié ?

X =

C.I1.2.b. Etablir la relation exprimant R en fonction de C,,,., x, O, et m,,;.

C.I1.2.c. Etablir la relation exprimant Ryps en fonction de C,,,, x, 7, et p.,,, masse volumique
du catalyseur.

C.IL3. Influence de [’agitation.

Toutes les expériences de ce paragraphe ont été conduites avec un méme débit entrant de
dihydrogéne et un méme débit volumique de gazole Q, = 0,5 mL.min™".

Une premiére série d’expériences a été faite avec une masse m.,, = 1,9 g et une taille moyenne
de grains de catalyseur égale a 0,15 mm. Une seconde série d’expériences a été faite avec une
masse m., = 3,4 g et une taille moyenne de grains de catalyseur égale a 1,25 mm. Dans
chaque cas la vitesse d’agitation est comprise entre 300 et 1300 tr.min™'.

La figure III présente, pour les deux séries d’expériences, les variations de R;;,s en fonction de
la vitesse d’agitation.
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Figure III : Vitesse d’hydrodésulfuration globale en fonction de
la vitesse d’agitation pour deux tailles moyennes de grains de catalyseur.
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C.II.3.a. Qu’observe-t-on pour chaque série d’expériences. Que peut-on en déduire concernant
le régime cinétique ?

C.I1.3.b. Justifier la différence entre les deux vitesses.

C.IL3.c. Calculer le taux de conversion moyen dans chacune des deux séries d’expériences.

C.IL4. Influence de la masse de catalyseur.

On réalise une série d’expériences en maintenant constants le débit d’entrée de dihydrogeéne,
la taille moyenne des grains de catalyseur et le temps de contact.

Deux séries de mesures de vitesse sont réalisées : 1’une avec 1,9 g de catalyseur, 1’autre avec
4,1 g pour une méme taille moyenne de grains de catalyseur.

La figure IV présente, pour ces deux séries d’expériences, les variations de R;;s en fonction
de la concentration en sortie de soufre total C,,,,.
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Figure IV : Vitesse d’hydrodésulfuration globale en fonction de
la concentration en sortie de soufre totale pour deux masses de catalyseur.

Que peut-on déduire de ces résultats quant au régime cinétique ?
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C.ILS. Influence de la taille des grains du catalyseur

On réalise une série d’expériences en maintenant constants le débit d’entrée de dihydrogeéne,
et le temps de contact.

Deux séries de mesures de vitesse sont réalisées : 1’'une avec des grains de taille moyenne de
0,15 mm, I’autre avec des grains de taille moyenne de 1,25 mm.

La figure V présente, pour les deux séries d’expériences, les variations de R, en fonction de
la concentration en sortie de soufre total C,,,,.
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Figure V : Vitesse d’hydrodésulfuration globale en fonction de la concentration
en sortie de soufre totale pour deux tailles moyennes de grains de catalyseur.

Que peut-on en déduire de ces résultats quant au régime cinétique ?

FIN DU PREMIER PROBLEME.

T.S.V.P.
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SECOND PROBLEME
SPECTROSCOPIE ATOMIQUE

Les principaux résultats et définitions de mécanique quantique ainsi que les constantes
nécessaires aux applications numériques sont fournis en annexe a la fin de l'énoncé.

Partie A. Trois modéles simples : hamiltoniens monoélectroniques.

Pour cette partie, on utilisera un jeu de coordonnées sphériques (R,0,9) pour décrire le

comportement quantique des particules étudiées.
On rappelle 1'équation de Schrodinger indépendante du temps donnant la fonction d'onde

Y(R,0,¢) associée a une particule de masse M :
HY = EY

Dans cette expression, E désigne I'énergie de la particule et H désigne son opérateur

hamiltonien, lequel s'exprime en fonction du potentiel V (R,0,9) auquel est soumis la

particule selon :
2

HY =——AY + V¥
2M

AL Particule en rotation : cas a une dimension.
On considere un électron de masse m, astreint a se déplacer sur un anneau de rayon R situé
dans le plan (xy) perpendiculaire a un axe z, et centré a 1’origine O d’un repere. Cette

particule n'est soumise a aucun potentiel.

A.L.1. Approche quantique.

A.ll.a. Expliquer simplement pourquoi un tel systéme peut servir a décrire un électron T

dans un systéme conjugué cyclique. A quoi correspond alors la grandeur R ?
A.L.1.b. Donner l'expression du laplacien du systéme.

A.L.1.c. Donner l'expression de 1'hamiltonien du systéme et celle de 1'équation de Schrodinger
associée.

A.L.1.d. Vérifier que les solutions de cette équation sont de la forme :

¥(p) = Bexplikp)
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B étant une constante, préciser la valeur de & en fonction de 7, R, m, et E (énergie associée au
systéme).

A.l.1.e. Déduire la valeur de B de la condition de normalisation appliquée a V.

A.LL.f. Quelle relation existe-il entre W(®) et W(@ + 2171) ? En déduire les valeurs possibles
du nombre £.

A.L.1.g. Quelles sont alors les valeurs possibles de 1’énergie ? Montrer que, a une exception
que l'on précisera, chaque niveau est dégénéré deux fois : quelles sont les fonctions d'onde

associées ?

A.L.1.h. Quelle est I’interprétation physique (au sens de la mécanique classique) de 1’existence
de dégénérescences dans ce systeme ?

A.1.2. Applications.
On assimile les niveaux énergétiques trouvés dans le cadre du modele précédent a des niveaux
énergétiques orbitalaires. Dans cette hypothése, chaque niveau peut "recevoir" deux électrons

et I'énergie totale du systeme consiste simplement en la somme des énergies orbitalaires de
chaque électron.

A.l.2.a. On considere le systeme T de la molécule de benzeéne C¢Hy. Combien ce systeme

contient-il d'électrons ?

A.L2b. Dans le cadre du modele considéré dans cette partie, indiquer quel serait le

remplissage orbitalaire correspondant au systeme T du benzene.

A.L2.c. On considére une transition électronique a un seul électron. Quel serait alors le
remplissage orbitalaire correspondant au premier état excité du benzene ?

A.1.2.d. En déduire l'expression littérale AE de la premiére énergie électronique d'absorption

du benzéne.

A.L.2.e. Proposer un remplissage électronique pour I’anion cyclopropényle, le cyclobutadiéne,
I'anion cyclopentadiényle et le cyclooctatétracne. A quelle regle électronique bien connue en
chimie organique ces remplissages vous font-ils penser ?

A_Il. Particule en rotation : cas a deux dimensions.

On considére maintenant un électron de masse m, astreint & se déplacer sur une sphéere de
rayon R. Cette particule n'est soumise a aucun potentiel.

A.IL.1. Expliquer pourquoi ce systeme est "a deux dimensions".
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K
A.IL.2. On rappelle que les fonctions propres associées a l'opérateur L’ sont les harmoniques
sphériques, notées Y,,,. Elles dépendent des deux nombres quantiques £ et m.

A.Il.2.a. Rappeler quelles sont, en fonction du nombre quantique £, les valeurs propres de
l'opérateur L” .
A.IL.2.b. Quelles sont les valeurs possibles pour le nombre quantique m ?

All2.c. En déduire la dégénérescence de chaque fonction Y,,. On notera cette
dégénérescence D(0).

A.IL.3. Donner l'expression de 1'hamiltonien du systéme en fonction de R, m, et de I'opérateur
#
L

A.IL4. Vérifier que les harmoniques sphériques sont solutions de 1'équation de Schrodinger
associ¢e. Exprimer les énergies associées en fonction de m,, R, # et du nombre quantique (.

Dans la suite, on procede comme a la question A.I.2 en considérant que chaque niveau £ peut
accueillir 2D(() électrons.

On considere ici la molécule de footballéne de stoechiométrie Cgy, et dont la structure figure
sur le schéma suivant, a gauche :

On se restreint au systeme 1T : la partie droite du schéma précédent fait apparaitre une des

orbitales de type 2p du carbone intervenant dans la description du systéme TT.

A.ILS. Justifier le fait que le modele considéré ici peut servir a modéliser Cq. Que

représente R ? Combien d'électrons T y a-t-il a considérer ?

A.IL.6. Quelle est alors la configuration ¢électronique fondamentale du footballéne dans ce
modele ?

A.IL7. Cq, est soluble dans certains solvants et donne des solutions colorées.

14



A.Il.7.a. Montrer que AE, premicre énergie de transition électronique TT-TT* de Cg, s'exprime

selon :

3h°

27°m,R’

A.IL.7.b. A quel intervalle d'énergie correspond, grossiérement, une absorption électronique
dans le domaine visible du spectre électromagnétique ? En déduire une borne supérieure et
une borne inférieure du rayon R de la sphére considérée ici comme modele du footballéne.

A.IL.7.c. Procéder a l'application numérique et commenter les valeurs obtenues sachant que la
valeur expérimentale du rayon de Cq, est de 1'ordre de 0,35 nm.

A.III. Atome d'hydrogene.

Dans toute cette partie, on néglige 1'énergie cinétique des noyaux devant celle des électrons.

A.IIL.1. Quel est le nom usuellement donné a cette approximation ? Sur quelle considération
physique repose-t-elle ?

AIIL2. Ecrire I'hamiltonien H° relatif a I'atome d'hydrogéne.

A.IIL.3. Rappeler, sans démonstration, l'expression des énergies E, relatives a ce systéme. On
les exprimera en fonction d'un nombre quantique n dont on précisera les valeurs possibles et
d'une constante C dont on précisera la valeur en électron-volt.

A.IIL.4. Indiquer comment, expérimentalement, on peut déterminer la valeur de la
constante C.

A.IIL5. On rappelle que les fonctions d'onde associées a E, se mettent sous la forme :
\Pnlm = Rn[ (R) Y/m (99(/))

A.IIL.5.a. On considere 1'atome d'hydrogeéne dans son état fondamental. Que valent alors L,
i

nombre quantique associé a l'opérateur L~ , carré du moment cinétique orbital, et S, nombre
il

quantique associé a l'opérateur S”, carré du moment de spin total ? En déduire la notation du
terme spectroscopique fondamental de I'atome d'hydrogéne.

A.IIL5.b. On considere ici la premicre puis la seconde configuration électronique excitée de

I'atome d'hydrogéne. Que valent L et S dans ces cas ? Comment les termes spectroscopiques
associés a ces états sont-ils notés ?
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A.IIL.6. En l'absence de toute considération de régle de sélection, exprimer en fonction de la
constante C définie a la question A.IIL.3 la valeur des énergies des deux premiéres transitions
de I'atome d'hydrogéne a partir de son état fondamental.

A.IIL.7. On observe expérimentalement que la transition vers le second état électroniquement
excitée est en fait constituée de deux raies proches en énergie.

Pour rendre compte de ce fait, on rajoute a I'hamiltonien 7 * introduit a la question A.IIL.2 le
terme de couplage spin-orbite suivant, dans lequel A est une constante :

A [
H'=A4L.S
l&2
On notera 7~ l'opérateur associé au carré du moment cinétique total :

W K W
NZ
On associera a l'opérateur J” le nombre quantique J.

K K K
AIIL7.a. Exprimer 7 en fonction de L et S° .

. K K K
A.IIL.7.b. En déduire I'expression de /7 en fonction de A, J? , L’ et S*

A.IIL.7.c. En déduire, en fonction de J, L, S, % et A4, les valeurs propres de 1'opérateur q .

A.IIL.7.d. Les nombres quantiques L et S étant fixés, quelles sont les valeurs possibles pour le
nombre quantique J ?

A.IIL.8. Montrer que l'opérateur /4 ' n'implique aucune levée de dégénérescence sur les termes
spectroscopiques issus de la configuration fondamentale et de la premicre configuration
¢lectronique excitée de I'atome d'hydrogene.

A.IIL.9. Montrer par contre que le terme spectroscopique issu de la seconde configuration
excitée de I'atome d'hydrogene se scinde par en deux niveaux. Quelle est la dégénérescence de

chacun d'eux ?

A.IL.10. Indiquer comment la connaissance de la position des deux raies mentionnées a la
question A.III.7 permet d'avoir acces a la constante A4.

A.III.11. On parle souvent du « doublet » du sodium. Expliquer cette expression au vu de ce
qui précéde. On rappelle que le numéro atomique de 1'atome de sodium est 11.
A.IV. L'atome d'hydrogene (trés !) perturbé.

Quand un atome d'hydrogene est "plongé" dans un plasma, son hamiltonien doit étre modifié
afin de tenir compte des propriétés particuliéres de son environnement. Un mod¢ele simple
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consiste a utiliser un potentiel de Yukawa. Dans cette approche, il convient de remplacer le
potentiel coulombien intervenant a la question A.II1.2 par le potentiel :

, exp(—A R)

X
V(R)=-
(R)=-q 4re, R

ou A est une constante réelle positive, g désignant la charge de 1'¢lectron.

A.IV.1. Qu'appelle-t-on un plasma ?

A.IV.2. Expliciter en quelques lignes 1'origine physique de la forme de cet hamiltonien.

A.IV.3. En utilisant un développement limité au premier ordre de V(R)

I'hamiltonien complet du systéme prend la forme :

, montrer que

2
a=H+2-4
4re,

ot H° est 'hamiltonien relatif a l'atome d'hydrogéne non perturbé par le plasma et introduit a
la question A.III.2.

A.IV.4. Montrer que les fonctions propres de A’ sont également fonctions propres de A

A.IV.5. On note :

A

Al;nlm =< Iil/nlm H F[O

lrl/nlm >—=< l/jnlm li[/nlm >

Montrer que cette grandeur est indépendante de n, £ et m.

A.IV.6. En déduire que, plongé dans un plasma, 1'atome d'hydrogeéne voit tous ses niveaux
orbitalaires décalés.

A.IV.7. Application.

On rappelle qu'un "état li¢" de l'atome d'hydrogéne est un état dans lequel I'électron est
effectivement "li¢" au proton. De tels états impliquent que 1'électron se trouve dans des
orbitales d'énergie négative : si I'énergie devient positive ou nulle, il y a ionisation du systéme.

A.IV.7.a. Déduire des questions précédentes que, dans un plasma, le potentiel d'ionisation de
I'atome d'hydrogéne est modifié¢ par rapport a la valeur qu'il a dans le vide. Montrer qu'il peut

méme s'annuler pour une valeur de A que 1'on précisera. Quelle serait la conséquence physique
de ce fait ?

A.IV.7.b. En l'absence de plasma, expliquer pourquoi l'atome d'hydrogéne posséde une
"infinité dénombrable" (expression a prendre au sens mathématique) d'états liés.
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A.IV.7.c. Montrer que dans un plasma caractérisé par A = - 0.1 C (411€y)/q* ou C est la

constante définie a la question A.IIL.3, I'atome d'hydrogéne ne posséde plus que quelques
niveaux liés. Quels sont-ils ?

Partie B. Deux électrons actifs : carbone et cation du bismuth

Dans toute la suite, on appelle électrons actifs des €lectrons appartenant a une sous-couche
¢lectronique incomplétement remplie.

On s'intéresse dans cette partie a deux systémes atomiques, isoélectroniques de valence,
présentant deux électrons actifs, 'atome de carbone C et I'ion du bismuth Bi".

B.I. Atome de carbone.

B.I.1. Préciser le numéro atomique Z de l'atome de carbone. Quelle est sa configuration
¢lectronique fondamentale ? Sur quelle(s) régle(s) s'appuie-t-on pour la déterminer ?

B.1.2. Citer trois systémes (atomes, anions ou cations) iso¢lectroniques de I'atome de carbone.
Citer trois autres systémes (atomes, anions ou cations) isoélectroniques de valence de 'atome
de carbone.

B.1.3. Micro-états.

On appelle micro-état chacune des fonctions d'onde susceptibles de rendre compte des
différents états physiquement signifiants issus de la configuration électronique fondamentale
de l'atome de carbone. Chacun de ces micro-états est défini par la donnée de cinq nombres
quantiques (n, s, £, my, m,) pour chaque électron actif.

B.1.3.a. Préciser quelles sont, pour un ¢électron, les valeurs possibles des nombres quantiques
n, s, £, m; et m,.

B.1.3.b. Dans le cas d'un systéme a deux ¢€lectrons actifs, notés 1 et 2, quel serait le 10-uplet
(micro-état) caractérisant le systéme ?

B.1.3.c. En l'absence de toute régle de restriction, en déduire qu'une configuration €lectronique
de type np? génére a priori 36 micro-états.

B.1.3.d. Dans le cas ou les deux électrons sont considérés comme "actifs et équivalents",
notion d'équivalence que I'on précisera, comment peut-on ramener sans ambiguité 1'expression
de ce 10-uplet a une notation en 4-uplet ?

B.1.4. Indiscernabiliteé.

B.I.4.a. Rappeler a quelle famille de particules les électrons appartiennent : fermions ou
bosons ? D'un point de vue du spin, comment se distinguent ces deux familles ?
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B.1.4.b. Comment le principe de Pauli relie-t-il alors les deux fonctions d'onde a deux

¢électrons numérotés 1 et 2, a savoir W(1,2) et W(2,1) ?

B.I.4.c. En déduire pourquoi, dans le cas d'un systeme a 2 électrons actifs équivalents notés
1 et 2, on a I'équivalence des micro-états :

(mﬁlamsla mﬁzamsz) = (mfzamsza mﬁlamsl)
B.I.4.d. En déduire qu'il y a moins de 36 micro-états a considérer pour une configuration
électronique np”.
B.1.5. Principe d'exclusion de Pauli.
B.1.5.a. Quelle est, dans sa formulation la plus générale, ce principe ?

B.I1.5.b. En utilisant la notation introduite a la question B.l.4.c, donner un exemple de
micro-€tat qui ne respecterait pas ce principe.

B.L.5.c. Expliquer alors briévement pourquoi le théoréme d'addition des moments cinétique ne
peut pas €tre utilisé pour déterminer le moment orbital total et le moment de spin total d'un
systéme a plusieurs €lectrons actifs équivalents.

B.1.6. Termes spectroscopiques d'une configuration p°.

B.1.6.a. Au vu de ce qui précéde, indiquer, selon la notation (m,',m,', m?,m), quels sont les
15 micro-états physiquement signifiants issus d'une configuration 2p°.

B.1.6.b. Montrer, en vous appuyant simplement sur les dégénérescences, que ce tableau de 15
états est compatible avec la génération des trois termes spectroscopiques suivants : *P, 'D
et'S.

On admettra pour la suite que cette configuration génére bien les seuls termes °P, 'D et 'S.
B.1.7. Régle de Landé.

B.I.7.a. Montrer comment, du fait du couplage spin-orbite introduit a la question A.IIl.7,
chacun de ces trois termes spectroscopiques voit, ou non, sa dégénérescence partiellement

levée.

B.I.7.b. Dans le cadre du modele de couplage spin-orbite considéré jusqu'ici, chaque niveau
énergétique est caractérisé par le triplet de nombres quantiques L, S et J et I'énergie E(L,S,J).
On introduit la grandeur AE(J) définie par :

AE(J)=E(L,S,J +1)— E(L,S,J)
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Montrer que, pour un terme spectroscopique donné, on a la relation :
AE(J)=A(J +1)

Cette relation porte le nom de régle des intervalles de Landé.

B.1.8. Diagramme énergétique de l'atome de carbone.

B.1.8.a. Rappeler 1'énoncé des deux premicéres reégles de Hund. La troisiéme régle est rappelée
en annexe.

B.I1.8.b. Regrouper I'ensemble des résultats précédents en proposant un diagramme
énergétique des premiers niveaux d'énergie de I'atome de carbone issus de la configuration p’.
On réservera une page entiere a ce diagramme qui sera complété dans la question B.II.

B.1.8.c. L'expérience montre que les 3 premiers niveaux de l'atome de carbone issus de la
configuration électronique fondamentale se trouvent aux énergies 0, 16 et 43 cm™, le niveau
fondamental étant pris comme référence d'énergie. La régle de Landé est-elle ici vérifiée ?
B.IIL. Spectre électronique de l'atome de carbone.

On admet que 1'écart énergétique entre les orbitales atomiques 2p et 3s de l'atome de carbone
est grand devant I'écart énergétique entre les orbitales atomiques 2s et 2p.

B.I1.1. Quelle est alors la premiére configuration ¢lectronique excitée de 1'atome de carbone ?
B.I1.2. En appliquant strictement les deux premieres regles de Hund, quel est le terme
spectroscopique fondamental généré par une configuration électronique p* ?

On admet que les deux autres termes générés par une configuration p* sont P et °D.

B.I1.3. Quels sont alors les termes spectroscopiques issus de la configuration €lectronique
considérée a la question B.IL.1. Les classer énergétiquement et compléter le diagramme initié
a la question B.I1.8.b.

B.I1.4. Compléter ce diagramme en faisant apparaitre les niveaux de spin-orbite pour les
termes issus de la configuration électronique excitée. On admettra qu'il n'y a pas de
croisement entre niveaux issus de termes spectroscopiques ou de configurations €lectroniques
distincts et on utilisera la troisiéme reégle de Hund dans I'hypothese "sous-couche moins que
demi-pleine".

B.ILS. Spectroscopie électronique.

B.IL.5.a. Les premiers niveaux énergétique de 1'atome de carbone correspondent aux énergies
suivantes, 1'énergie du terme du niveau fondamental étant pris comme référence :

0, 16,43, 10193, 21648, 33735, 64087, 64090, 64091,
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75254, 75255, 75256, 97878, 105799, 119878 cm'
Ces valeurs sont-elles en accord qualitatif avec le diagramme énergétique établi ?

B.IL5.b. On considére la possibilit¢ de réaliser entre ces niveaux des transitions dipolaires
¢lectriques a un photon. Rappeler les régles de sélection qui doivent étre appliquées a ce type
de transitions.

B.IL.5.c. On suppose que seul le niveau de structure fine fondamental de la configuration
¢lectronique fondamentale est peuplé. Quelles sont alors les transitions électroniques permises
en absorption a partir de ce niveau ?

B.IL5.d. On n'observe pas, expérimentalement, d'absorption 4 97878 ¢cm™ ; par contre on en
observe une a 105799 cm’'. Qu'en déduire relativement au diagramme tracé a la
question B.11.4 ?

B.III. Le cation Bi".
L'atome de bismuth, "métal lourd" sujet aux effets relativistes, est caractérisé par Z = 83.
B.III.1. Vérifier que la configuration électronique du cation Bi" est de type ns* np?.

Du fait de la perturbation induite par les effet relativistes qui stabilisent particuliérement les
électrons ns?, on admet que 1'écart énergétique entre les orbitales atomiques np et (n+1)s de
I'atome de bismuth est faible devant 1'écart énergétique entre les orbitales atomiques ns et np.

B.II1.2. Quelle est alors la premicére configuration électronique excitée du cation Bi™ ? Quel(s)
terme(s) spectroscopique(s) génere-t-elle ?

B.IIL.3. Positionner sur un diagramme énergétique l'ensemble des termes spectroscopiques
(L, S) et des niveaux de spin-orbite (L, S, J) issus des deux configurations électroniques
considérées. On admettra qu'il n'y a pas de croisement entre niveaux issus de termes
spectroscopiques ou de configurations €lectroniques distincts et on utilisera la troisieme reégle
de Hund dans I'hypothése "sous-couche moins que demi-pleine".

B.III.4. Les énergies des neuf plus bas niveaux du cation Bi" sont expérimentalement les
suivantes :

0, 13324, 17030, 33963, 44173, 69133, 69598, 88769 et 89883 cm
Les 5 premiers niveaux sont attribués a la configuration fondamentale et les 4 derniers a la
configuration excitée. Attribuer a chacune de ces neuf valeurs le niveau électronique qui lui

revient.

B.IIL.5. La regle de Landé est-elle vérifiée pour les niveaux de spin-orbite issus du terme
spectroscopique fondamental ?
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B.11.6. Couplage j-j.

Dans la suite de cette partie, on abandonne le schéma de couplage spin-orbite de type L-S
utilisé jusqu'ici (couplage Russel-Saunders) qui considére chaque électron individuel comme
caractérisé par les 5 nombres quantiques n, £, s, m; et m,.

On considere désormais le couplage j-j. Dans cette approche, les niveaux de spin-orbite sont
obtenus non plus en couplant ensemble le spin et le moment orbital totaux des €lectrons actifs,

mais en couplant chaque moment orbital individuel avec le spin de 1'électron considéré pour
K

obtenir un moment individuel / . Chaque électron est alors caractérisé par les 5 nombres
quantiques n, ¢, s, j et m;.

Dans un second temps, on couple ces moments individuels entre eux pour obtenir un moment
total caractérisé¢ par un nombre quantique J. Dans le cas d'un systéme a deux électrons actifs 1
et 2, les niveaux sont alors écrits sous la forme (j,.j,);.

B.III.6.a. Déterminer le(s) nombre(s) quantique(s) j associé(s) au moment total d'un électron s
puis d'un €lectron p.

B.IIL.6.b. Montrer que le schéma de couplage j-j appliqué a une configuration électronique
s' p' produit les 4 niveaux notés : (p;2812)o 5 (P12512)1 5 (P32512)2 €t (P32 812)1-

B.II1.6.c. Dans le cas d'une configuration p?, les deux niveaux (p;,Pin): €t (P3s P3n); N'existent
pas. Pourquoi ? On admettra que le niveau (p;,, p;»), n'existe pas non plus.

B.II1.6.d. Quels sont les cinq autres niveaux possibles ?
B.IIL.7. Classement énergétique des niveaux issus du couplage j-j.

Pour classer les niveaux j-j issus des deux configurations considérées, on va s'appuyer sur les
régles suivantes :

- corrélation avec le couplage L-S : le nombre quantique J est le seul a rester "bon
nombre quantique" quand on passe continiiment du couplage L-S au couplage j-j en
augmentant le numéro atomique Z. En conséquence, pour une configuration
¢lectronique initiale donnée, l'ordre des niveaux en fonction de J doit étre le méme
dans les deux schémas de couplage,

- s'il y a plusieurs possibilités d'attribution pour un J donné, on admettra que les couples
(J1.J»); présentant les plus faibles j, et/ou j, sont les plus bas en énergie.

B.III.7.a. Classer énergétiquement les cinq niveaux j-j issus de la configuration fondamentale
de Bi".

B.III.7.b. Méme question pour les niveaux issus de la configuration excitée.

B.IIL.7.c. Reporter sur un diagramme énergétique semi-quantitatif I'ensemble des niveaux j-j
considérés. On admettra que, pour une configuration ¢électronique donnée, les niveaux (ji,j,);
caractérisés par des valeurs identiques de j; et j, sont trés séparés des niveaux caractérisés par
des valeurs différentes de j, et j,. On admettra également que des niveaux issus de
configurations électroniques différentes ne se croisent pas.
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B.IIL.8. En déduire que le schéma de couplage j-j constitue une meilleure approche que le
couplage L-S pour la description de Bi".

B.II1.9. Préciser, de fagon qualitative, quelle est la différence conceptuelle distinguant les
deux schémas de couplage spin-orbite. On pourra en particulier s'appuyer sur I'expression de
I'hamiltonien atomique polyélectronique et sur les ordres de grandeurs relatifs des différents
termes qui le composent.

FIN DU SECOND PROBLEME.

FIN DU SUJET.

NB. L’annexe relative au second probléme est a la suite.

23



ANNEXE RELATIVE AU SECOND PROBLEME.

1- Définition des coordonnées sphériques :

2- Expression du laplacien en coordonnées sphériques :

Dans ce systeme de coordonnées, l'expression du laplacien appliqué a une fonction

W(R,0,0) est la suivante :

2 2
av=vip =12 ~(RY)+—; ! i(sinéa—q]j+%a \f
R OR R”sinf 00 00 ) R°sin“0 Op

W

. , 2 , -
3- Expression de l'opérateur L~ en coordonnées sphériques :
|

L'expression de I'opérateur L , carré du moment cinétique orbital, appliquée a la fonction

WY(R,0,p) est donnée par :

2
L*Y =} ! i(sinea—\P}-—. 12 _8 q;
00 ) sin” 60 0¢

B
4- Fonctions propres et valeurs propres de l'opérateur L.

On admet que les fonctions propres l'opérateur Lz, carré¢ du moment cinétique orbital,

sont les harmoniques sphériques. Notées Y,.(0,9), elles dépendent de deux nombres

quantiques £ et m. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

o [ est supérieur ou égal a zéro
o [ étant fixé, m, varie de-{ + £ par pas de 1
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=

Re

0,m

=N ’ |X(lx + 1)}%,”1
©)

5- Moment cinétique :
H

On considére un moment cinétique J . On admet qu'il est caractérisé par les nombres
quantiques (J,m;) qui respectent les propriétés suivantes :

J=0
-J<m, <+J par pasdel

W #
. 14 2 r r
Par ailleurs, on rappelle que les valeurs propres de 'opérateur 7/~ |, carré de l'opérateur 7/ |

2
s'expriment sous la forme : =g (J + 1)

6- Théoreme d'addition des moments cinétiques :

B W
On considére /1 et /> , deux moments cinétiques (moments orbitaux ou moments de spin)
caractérisés par les nombres quantiques (J;,m,) et (J,,m,).

On admet que la résultante :

Ko |
J=J +J,

—_

est encore un moment cinétique, caractérisé par les nombres quantiques (J,m;) et que
ceux-ci vérifient :

|J1 —Jz‘SJS‘Jl +J2‘ par pas del

-J<m, <+J par pasdel

7- Troisiéme régle de Hund :

A l'intérieur d'un multiplet (c'est-a-dire pour un terme spectroscopique donné et bien
caractérisé par les nombres quantiques L et S), les termes de structures fines s'ordonnent
selon la reégle suivante :
- si le terme spectroscopique provient d'électrons formant une sous-couche
¢lectronique moins que demi-pleine, 1'énergie des termes de spin-orbite augmente avec J ;
- c¢'est I'ordre inverse pour une sous-couche plus que demi-pleine.

8- Constantes numériques :

h=h/21m

constante de Planck : 4 = 6,62 107 J.s
vitesse de la lumiére dans le vide : ¢ = 3,0 10* m.s™!
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masse de ['électron :

masse du proton :
masse du neutron :

charge de I'¢lectron :

charge du proton :

m,=9,11 103" kg
m,= 1,673 10°" kg
m,=1,675 107" kg

g=-1,602 10" C
e=-q
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