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Banque PT 2006: MATHS A.

1. Une matrice A4eM (1)

Préliminaires

est dite symétrique si elle est égale a sa transposée :

2

A="4 soit V(i,j)e[lLn] , a,=a,

2. Une matrice A4eM, (1) est dite orthogonale si elle vérifie ‘44 =1 soit At="4

L Ji

3. Soient p,q,m,n des entiers naturels strictement positifs.
A = (aij)ISiSp € M p.q (N ) et B = (bij )léiSm € M m,n (M )

. 1</<
Soient =/

1<j<n

(a) Le produit AB est possible a condition que ¢~ """ .

AB = (Cij)lﬁiép € M p,n(M )

(b) La matrice 4B a alors p lignes et n colonnes. ==
¢y = 2 by,
(¢) Expression du coefficient /. k=l )
Partie 1
0 0 2 0 1
L= 1 0 et A4=|2 1 3
1 1 2 1

Soient les deux matrices :

L det(@)=1 et det(4)=2(6-3)+(2-2)=6

2. det(L) et det(A4)

Calcul de I’inverse de L.

étant non nuls, A4 et L sont inversibles.

Pour cela, on considére la relation matricielle ZX =Y qui équivauta X =LY et

1

ui se traduit par :




X =N X =N 1 0 0
X +x, =Y, soit X, ==+, L'={-1 1 0
X+ X, + X =), X3 ==Y, +t); Conclusion : 0 -1 1

3. Matrice U triangulaire supérieure telle que A=LU

. . . y . ] 9 — -1
I1 existe une unique matrice U vérifiant A=LU ,cest U=L'4

triangulaire supérieure.
1 0 0)Y2 0 1 2 0 1

L'A4=[-1 1 0f[2 1 3[=l0 1 2 U=
1)\2 1 6 0 0 3

, nous constaterons qu’elle est bien

S O N
S = O

1
2
3

Conclusion :

Partie I1

L= (lij)ISiSn eM n(M )
1 1<j<n

U= (uij)ISiSn eM n(N )

I<j<n

2
. NP . Y, pel|lnl, j>i =1, =0
est triangulaire inférieure si : (7)< bn] / / .

. : - . VG H)e[Ln], j<i = u,=0
est triangulaire supérieure si : / :

2. Soit donc 4 =LYV avec U triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure.
n min(i, j)
L<ij<n, a;=3Lau,= 3 lLu, T
On a pour k=t = carpour k> min(. /) 1y des deux termes
min(i,j)
1<i,j<n, a, = Lou,.
L ) . ? > ij - ik™kj
e O M est nul. Conclusion : =
1 2 2
A=[2 1 2
) 2 21 —(1=-4)—2(2 — —2)= . .
3. Soit det(A) =(1=4-2C2-H+2(4=-2)=5#0 A est inversible.
U, U, U, 1 0 O
U=|0 wuy, u,| e L=, 1 0
) _ 0 0 u L, L, 1
4. Soient a résoudre =LV avec : > o

(a) @y = by, se traduit par : ty =1 .

{aZI =lu,, {121 =2
= = 2
(b) @y = b, se traduit par : by .
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a, =1l,u : u, =2
1272 ge traduit par ;2

(©)

ay, =L, +1L,uy, 1=2x2+u,, soit u,, =-3 .

se traduit par :

(d)

. 2
Ay, =L, +1.u 2=2x2-3L, soit [, =—
(e) 32 T2 TIRT2 - ge traduit par : 3

Uz = 2
a; =1u; 2=2%x2+u,, soit u,, =-2
Ay, =L +1L,u
Bl e 1= 2% 24 2(=2)+u, soit u, = 3+2=_2
ay; = Ly + Loy, + Liusg, . . 3 3 3
® se traduit par :
Conclusion :
0 0 1 2 2 1 0 0|1 2 2 1 2
L={2 1 0| et U=|0 -3 =2 et vérification |2 1 0|0 -3 -2 |=(2 1
221 00—2 2%100—2 22
3 3 3
5. Calcul de U'et L' .
On utilise la méthode indiquée au 12
2 4 6 2
xl:y1+§y2_§y3+§y3:y1+§y2+§y3

X +2x,+2x, =y
P 1 6 12
=3x,=2x, =y, SOit (X, =——|V,—=V, |=—=V,+=);

5 3 5 3 5
_§x3 = y3 . = _Ey
Pour U ’ 577
;. 2 2
3 5
u'=l0 —l z
3 5
0O O —E
Conclusion : 3
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X =W X =N

2%, +x, =y, soit §x, =2y, +,
2 2 2 2
e HERORE R X, =2y, —g(—2y1 + )+ s =T3N TRt
Pour L :
1 0 O
L'=|-2 1 0
22
Conclusion : 3 3
1
Ax=1|0
. 2
6. Solution de
1 % g i ]
1 1 31 ; 10 olf1
x=A"10|=L)7'0o|=U"L0]|=|0 3 3 -2 1 0}0
2 2 3 22 1 2
0 O -—— 1\ 3 3 |
Ona: 3 soit :
22 1
3 5 1 5 1
1 2 6 1
x=0 —— = ||=2[=| = [9—=| 6
3 3 5 3 . 1 2 | 5 1
3| 4 4 -4 121 6 =1 0 |=]0
00 —SN\3) |3 12 2 4] *lio) |2
> 5 Vérification :
cqfd.
Partie 111
X
n X = m
N" soit Hx”: Zx,z
o u % g
Soit la norme euclidienne de ! lorsque
|5+
17ty 4]
pour ZEML) o sose (18] =
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1. De maniére évidente |||/[|| = 1.

2.Pour *=9 ona: ||Bx|| - HO” =0 et |||B]|| Hx” =0 donc I’inégalité est bien vérifice.
I
Pour **© ona:|||B||| = {et "\{o}} b I , soit sous une autre forme |3+ < 18] ||x|| .
3. Soit ¢ € N telque:Vxell”, Bx” Sa”x” .
B+ _ 3]
I oy W
En particulier pour ** 0 ||x” et donc et (0} , autrement dit : [||B||| =< .
4. Soient B B> aopartenanta M) Montrons que : (I 55 < B min .
18,8,
o) Bx=0 . [|BBa|=0
En effet : ||| BB, || = fret 10} . Or si x est tel que X =9 alors P22 M= Y et donc un tel x

n’intervient pas dans la recherche du sup précédent, de sorte que 1’on peut écrire :

o 2l ol ] Il
S R S L e R T R S S
Conelusion : (11 %% i< 1%y 1.
5. Soit B une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux o Ay vérifient : |A“| : ‘)Lz‘ <<, .
(a) Soit % le i-eme vecteur de la base canonique. On a ! Be =4 ¢ .
(b) Soit xell”, x=xe +..+x,e, etparsuite Bx=x1,¢e +...+x,4, ¢,
|Bx] = \/Zn:x,f/l,f < \//’Ljix,f =14, I
On en déduit que : k=t k=t Conclusion : e <iHd
s o <|4,]
(¢) On déduit de ce qui précede (5b et 3) que |||B]|| .
||Bx|| Ae,
X=e, oOna:-——= =|A, N
Par ailleurs pour Hx“ € et donc finalement :  |||B]|| ~ "' .
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6. Soit ZEM. M)

(a) S="BB gt diagonalisable car c’est une matrice réelle symétrique, en effet :

'S = ’(’BB): ‘BB=S

(b) Soit u un vecteur propre de S associé a la valeur propre A

u+0
Su = Au ||Bu“2 ='"(Bu)Bu="u"'BBu="uSu="uiu= },Hu”2
Ona: . .

_ B

p('BB)

2
) u .
On en déduit que H H ce qui assure que A=20 cqfd. On note

valeur propre de S.

la plus grande

(¢) On sait qu’une matrice symétrique réelle est diagonalisable et qu’il existe une base orthonormée de

W™ constituée de vecteurs propres de S.
Soit P la matrice de passage de la base canonique a cette base de vecteurs propres, on a que P est

orthogonale. La formule 2 =72 'SP s'écritdonc: D = 'PSP cqfd.

(d) Notons Pi 1es vecteurs colonnes de la matrice P.
Le caractere orthogonal de P se traduit par :

Vie{l,.n} p, estnormédonc: ‘p,p =0
Vie{l,.n} p, estvecteur propre de S associé a A, donc Sp, = A, p,
Pouri# j, p, etp, sontorthogonaux soit: Vi, j € {l,...n}, i#j, '‘pp, =0

n n al)”l n
x=Ya,p, alors |x|=,/>a’. HBtz ='(Bx)Bx="xSx="x| § |=) Aa’
i=1 i=1 i=l
(e) Soit 2 —d ot
1Bx] = [> A2 x=Sap alors = [Sa?. |- Z/l,a,
= . Conclusion : - B :
() Le calcul précédent permet d’écrire, pour * 7 0 ,
n la n 2
VM 10, VT
E o T _
i i < = BB
=l = Onrendédutt e i”Bi“ - p( ) .
B
|1Bp, _Jr sup HHle” \//7 _ p(zBB)
Comme par ailleurs, P ” on déduit que t_||| B ||| = et ™0
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Les valeurs propres de S sont :

Conclusion :

1 5-1
|| dets-an="

A =3-+5 et A, =3++5

1

1-2

By =35

‘=12—6l+4

FIN
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