PAU — MATEMATICAS Il - NAVARRA — JULIO 2024
EXAMEN EXTRAORDINARIO RESUELTO Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

Ewvaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad U n a
Curso: 2023-2024 p
Asignatura: MATEMATICAS 11 Nafarosko Uribariatate Pubiios

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

{x+(a2+a)z=0x+(2a—1)y+(a+1)z=a(2a—1)y+(a+1)z=0
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)
Resolucién

Las matrices de coeficientes y ampliada son A = (10a2 +al2a—-—1a+102a—-1a + 1),
A :(10a2+ a012a—1a+1a02a—1a+10)

1
detdetA = (2a — 1)(a + 1)+ 2a — Daa + - a — D@+ 1)=Qa - Da@+1) = A = 0, a= —1, a = -

-Sia#0,a#-1, a¢%, detA#0 y rg A=3 =rg A* = n?de incégnitas. Luego, por el teorema de

Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

Lo resolvemos por el método de Gauss: La matriz del sistema es
A=(10a"+a012a—1a+1a02a—1a+10) f2—f1 (10a’+a002a—11-a a02a —

, que corresponde al sistema {x + (a2 + a)z =0(2a -1y + (1 — az)z =a (— a - a)z =a.

Despejando,z=ﬁ=>z= a_+11

x=— @+ r=—aa+ D x=a; (2a — 1)y+(1 —az) a_+11 =a
Ca-yra-anror-e = (2a—1l)y+a—-1=a=y=——

La solucién tinicaesx = a , y = ﬁ, z = a_+11

-Sia =0,detA=0y A=(1001 —110 —11).Como |101 — 1|=— 1#0,rgA=2.

A=(10001 —1100 —110) f2—f1 (10000 —1100 —110) f3=f2 (10000 —110

Como [100 — 1]|=— 1+#0,rg A*=2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n?de incégnitas. Por el teorema de

Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es equivalentea (10000 — 11 0) que corresponde al sistema

fx=0-y+2z=0

y = z.Llamando z =k, las infinitas solucionesson{x = 0y = kz = k ,conk € R.

-Sia=-1,

A*=(10001 -30 -10 -300) f2—f1 (10000 —30 —10 —300) f3—f2(10000 -

La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = 1, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.
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. 1 3 3 3
-Sia == detA=0y A =(10--10--00-).Como |1

o [w

3 3
15 |=—#0rgA=2

*

A =(10%010%%00%0)f1.4f2.2 £3.2(403020310030) f1 — f2f2 — f3 (2000

La 22 fila corresponde a la ecuacion 0 = 1, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.

P2) Sean A, Py Q tres matrices cuadradas regulares tales que QAP = |, donde I es la matriz identidad de
la misma dimensién.
a) Demuestra que APQA = Q'P%. (1,5 puntos)
Resolucién
Multiplicando la ecuacion por Q, por la izquierda y por P por la derecha, queda la ecuacién equivalente:

QAPQAP = QQ"IP_lP = QAPQAP =1l =1.Como QAP =1= Il =1=1=1, cosa que es evidente

b) Calcula la matriz A para el caso en que Py Q sean las siguientes: P = (— 112 — 1)y Q@ =(1012)
(1 punto)
Resolucién

Como Py Q son matrices cuadradas de orden 2, para que tenga sentido QAP debe ser A cuadrada de

orden2,A = (abcd)

QAP = [=(1012)(abcd)(— 112 —1)=(1001)= (aba + 2cb + 2d)(— 112 —1)=(1001)

(2b —aa—-—b —a—-—2c+2b+4da + 2c — b —2d)=(1001).Igualando,
{2b —a=1a—-b=0-2a=b —a—-—2c+2b+4d=0a+2c—b—-2d=1

{2b—b=1-b=1=a —b—2c+2b+4d =0-b—-2c+4d =0b + 2c — b —2d =1 =>{2c — 4

.Restando,2d=0,d=0 ;2c=1,c =%

Conclusién: debesera = b =1, ¢ = %, d = 0 yquedalamatriz4 = (1 1 % 0)

P3) Se consideran el planom: 2x+y-z-5=0,larectar:{x + 22+ 3 =0 —x—y+z+4=0y
los
puntos A (3,2,-1) yB (1, 1, -1). Sea C la interseccion entre la recta y el plano.
a) Demuestra que los puntos A, By C no estan alineados. (1,25 puntos)
Resolucién
Hallamos C resolviendo el sistema formado por las ecuaciones del plano y la recta,
{x+2z2z==—3 —x—-y+z=—42x+y —2z=5

Usamos Gauss:
A=0102 -3 -1-11 -421 -15) f2+f1f3-2f1 (102 -30 —-—13 —701 —511)
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que corresponde al sistema{x + 2z =— 3 —y + 3z2=—7 — 2z =4-z=—2 ;-y+3(-2)=-7;y
=1; x+2(-2)=-3;x=1

El punto de corte entre el plano y larecta es C(1, 1, -2)

N

AB = (=2, —1,0) # A_()] = (= 2, — 1, — 1) porque las componentes no son proporcionales.

Por tanto, A, By C NO estan alineados

b) Calcula el area del triangulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)
Resolucién

C

Sabemos que el area del tridngulo es la mitad del area del paralelogramo generado por los vectores
AB = (=2, —1,0)y AC = (- 2, — 1, — 1).0sea, A(tridngulo) = —| AB x AC |
i

ABxAC =|ijk —2-10 -2 -1 -1|=(@1, -20)

A(triangulo) = %\/12 + (= 2)2 + 0 =%’£1,12 u

P4) El punto P(4, 5, 0) es el punto medio de un lado de un cuadrado. El lado paralelo al anterior esta
contenido en la recta de ecuaciéonr: {2x + 2y + z = 02x — z — 2 = 0 . Calcula los dos vértices que
determinan este

segundo lado. (2,5 puntos)
Resolucién
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P
°
,
*—
A4 B

Nos piden hallar Ay B

Como r esta dada como interseccion de dos planos su vector director se puede obtener como el producto

vectorial de los vectores normales de los planos:

d =22 1Dx@2 0,-1)=|ij k22120 —1|=(-24 —4)//(1, - 2, 2).Hallemosun
punto, C, der:

parax=0, {2y +z=0 —z—-2=0 z=-2; 2y-2=0,y=1.Luego,C(0,1,-2) €Er,
ri{x=ky=1-2kz=-2+ 2k

Los puntos Ay Bestanenr, A(t, 1 - 2t, -2 + 2t), B(X, y, z)

El plano 1 que pasa por P y es perpendicular ar corta ar en el punto medio, M, de AB. Hallémoslo

-

Unvector normaldemes n =d = (1, — 2, 2).

Como mpasaporP(4,50)=>m1(x-4)-2(y-5)+2(z-0)=0, dedonde m:x-2y+2z+6=0
HallemosM =nnr: k-2(1-2k)+2(-2+2k)+6=0, 9k=0,k=0 y M(0, 1,-2)
Lado del cuadrado | M_)P |= |(4, 4, 2)|=+/36 =6

Como M es el punto medio de AB, entonces 3 = | MA | = |(t, — 2¢t, 2¢)| = \/9t2 =3t=>t=1,A(1, -1,
0)

AB = 2AM =(x — 1,y + 1,2) = 2(- 1, 2, — 2).lgualando,x=-1,y =3,z =-4; B(-1, 3, -4)

Conclusion: A(1,-1,0) y B(-1,3,-4)

P5) Calcula los siguientes limites:

(Inlnx)*
a) ———— (1,25 puntos)
X

\/7
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Resolucién
(lnlnx)2 _ tw . Ny
i = —,~ Indeterminacion
2, 2Inin x

L'Hopital: lim AE2L = jim ——= lim 22 |jm 2=

X = 400 (\/;) X = 4o ﬁ X = 4o T X = 4o \/;
Indeterminacion

1
Otra vez L'Hopital:  lim Qnx) i — = lim z = lim 2_ -
X — +0o (\/;) X — +0oo 2\/; X — +0oo \/; X — +0oo \/;
2
Por tanto, aplicando la regla de L"Hopital % =0
X
2x
b)x ™' (1,25 puntos)
Resolucién
2x 2.1 too

x*' =1'" =1 Indeterminacién.

2x 2x 2x Inl Inl
SeaL=x""" =>InlnL =Inin (x ot ) =1Inln (x ot ) = 2;;r1_711x = 2'1117;1 = % Indeterm.

ST A . (2xInln x )’ . 2Inin x +% .

L'Hopital: lim ——=—= lim ————= lim 2(ninx + 1)= 2(nlnl + 1)= 2

x-1 -1 x-1 1 x-1

2x 2

Por tanto, aplicando la regla de L'HépitalInInL = 2=x "' =e

P6) Se considera la funcion f(x) = cos(mx) + sin(mx).
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 1]. (0,5 puntos)
Resolucidén fes continua en R por ser suma de funciones continuas. En particular, es continua en [0, 1]

b) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)

Resolucién
Como fes continua en [0, 1], por el teorema de Weierstrass tiene maximo y minimo absolutos.

fes derivable en (0, 1) y f'(x) = -msen(mx) + mcos(mx) = m[cos(mx) - sen(nx)] = 0 & cos(mx) - sen(mx)

1

Como 0 < x < 1, entonces 0 < Tx < T. Luego, tx = %::»x ==

f”(x) = m[-msen(mx) - mcos(mx)| = —nz[sen(nx) + cos(mx)] ; f"(%) =— nz(sen % + cos %) <0

maximo relativo: x = %, y = f(%) = cos -+ sen—- = 2% = /2 ; punto (%, \ﬁ) No hay

minimo relat.
Valoramos f en los extremos del intervalo [0, 1] para encontrar los extremos absolutos:

f(0)=cos0 + sen0 = 1,punto(0,1) ; f(1)= cosm + sent =— 1, punto (1,-1)
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Por tanto, f tiene un maximo absoluto en (%, \E) y un minimo absoluto en (1, -1)

P7) Se considera la funcion f(x) = \/2x2 +2x + 3
a) Demuestra que la funcidén es continua en el intervalo [-1, 3] y derivable en (-1, 3). (1,25 puntos)
Resolucién

2x2+2x+3=0=>x=_2+ [—20

(imposible) = Dom f = Ry f es continua y derivable en R, en

particular es continua en [-1, 3] y derivable en (-1, 3)

ﬁ

2

b) Comprueba que existe un valor a € (-1, 3) tal que f'(a) = . Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)

utilizado(s), y justifica su uso. (1,25 puntos)

Resolucién
Vamos a usar el teorema del valor medio de Lagrange que dice: Si f es una funcién continua en un
intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b), existe al menos un punto c € (a, b)

tal que f'(¢c) = —&2%%& .0 sea f(b) - f(a) = f'(c)-(b - a). La funcién dada cumple las hipétesis en el

intervalo [-1, 3] pues es continua en [-1, 3] y derivable en (-1, 3);

f-D=2(- '+ 2(- 1) +3 =3

F(3)=1/2.3%+ 2.3 + 3 =27 = 343 . Luego, 3 a € (-1, 3) tal que
Frlo) = LA=£CD 243 _ B

3—-(C1 4 T 2

P8) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
x—1

fx)=Inx y glx)=—"—""
Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas. (2,5 puntos)

Resolucién
Para los puntos de corte resolvemos el sistema: {y = Inlnx y = Z:i = i:i = Inlnx
Parax =e, ::1 = Inlne=1 = 1,secortan; y parax = 1 también: 2:1 =Ilninl1=0=20

{ [f () — g(x0)] dx

Luego, los puntos de corte que se piden son (e, 1) y (1, 0). Area que piden: 4 =

1

Observa que [[f(x) — g(x)] dx = [Ininx dx — ——

f(x — 1)dx

Hallemos una primitiva de In x usando la integracion por partes:

[u =Ininx %dx dv = dxv = x]=>xlnlnx — [1dx = x(Inlnx — 1)
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-1)

2
Una primitiva de [f(x) — g(x)] es p(x) = x(Inlnx — 1) — 2(268—_1) Por la regla de Barrow,

A =1p@ - p)I = [|etnime — 1)~ L] [1anm1 1) - L]

l—e | _ 3-—e
2 -2

=0, 14

=1+



