CONTOH SOAL SISTEM KOORDINAT, ANALIS VEKTOR DAN PENERAPANNYA
DALAM TEORI MEDAN ELEKTROSTATIS

1. Jika suatu medan diberikan oleh: A = xzyx + yz2 y — xyz z. Tentukan:

a. Ve
b. [ (V . /T) dt pada sebuah kubus yang panjang sisinya a
c. Apakah medan ini merupakan medan elektrostatis ?

Jawab:

Medan yang diberikan: A(x, y,z) = xzyx + yz2 Yy — XyZZ.
(a) Divergensi V - A

-9 2 O vy 40—
V-A—ax(xy)+ay(yz)+6z( XyZz).

Hitung tiap suku:

Jadi

V'A=2xy+zz—xy=xy+zz.
M [ (V . X) dt untuk kubus sisi a(dengan 0<x, y, z<a)
Kita integralkan
f(V . A) dt = fffv(xy + Zz) dxdydz = fffvxydx dydz + fffvzz dx dy dz.

Karena batas terpisah (0 sampai a):

Untuk suku xy:

[[[xydx dy dz = (Zxdx)(Zydy)(
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Untuk suku ZZI

fffzz dxdydz = (} dx)(} dy)(} Z2 dZ) = (a)(a) %3 = aTS

0 0 0

Total:

Dapat juga dihitung dengan Teorema Divergensi yang meberikan hasil yang sama

(c) Apakah medan ini adalah medan elektrostatis? Untuk membuktikannya, kita harus
menghitung nilai V X A, jika nilainya sama dengan nol maka A adalah medan elektrostatis, jika
tidak nol, maka bukan medan elektrostatis. Untuk menghitung V X A, kita dapat menggunakan
definisi dari masing-masing komponennya:

04 04 04

6AZ 6Ay 6Ax . Y .
(VxA)x: 5 az,(VxA)yz -~ = ax,(VxA)Z: T oy

Hitung satu per satu (dengan Ax = xzy, Ay = yzz, AZ =— xyz):
o (VxA4) =0 (- xy7) - 0 (yz) =— xz — 2yz =— z(x + 2).

e (VX A)y = az(xzy) - ax(— xyz) =0 — (— yz) = yz.

¢ (Vx4),=007)-0(xy)=0-x=—x"

Jadi

VXA=—2z(x+ 2y)x + yzy—xzz.

Karena tidak bernilai nol, maka medan A bukan medan elektrostatis

2. Diberikan medan dalam sistem koordinat silinder A = p3p + pcosd ¢ + 7'z
a. Hitunglah divergensi dari medan A

b. Hitunglah Curl (rotasi) dari medan X

c. Hitunglah fluks dengan menggunakan persmaan ® = [ A-da melalui permukaan

selubung

samping silinder dengan jari-jari R dan panjang silinder L(sumbu silinder sejajar sumbu



z,z dari — L/2 sampai + L/2).

Jawab:

N
a. Divergensi dari medan A

Diberikan:
/T = pgpA) + pcosc|>$ + zzzA

Hitung:

Komponen p:
19

3y _ 1 .43y _ 4.2
T oo (Pp) = (4p) = 4p

Komponen ¢:

1 0 1

o (pcosdp) = T(_ psind) =— sind

Komponen z:

a2 _
5, (z2) =2z

Total:
v -Z: 4p2— sing + 2z.

b. Curl (rotasi) dari medan X

Rumus komponen curl dalam koordinat silinder (p, ¢, z)adalah (standar):
d0A 04 -

Oxd) =+ 2 % gxg) =22 gxa) =2(Za) -
p_p f3lo} dz ’ q)_az ap ’ z P appq)

Sekarang substitusi komponen Ap = p3, A o= pcoso, AZ =7

Hitung (V X A)p:

1 04 0A

1 2 o _1ag_po=
p 0 6Z_p0 0=0,

karena AZ = 7’ tidak bergantung pada ¢, dan A q)tidak bergantung pada z.

Hitung (V X A) o
Y Y

azp_ 6pZ:O_O:O’

karena Ap = p3 tidak bergantung pada z, dan AZ = 7 tidak bergantung pada p.
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p
¢
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Hitung (V X A) :
0 (w (pAy) = W)-
2 . i
pA¢ = p-(pcosd) = p cosd sehlnggaa—p(pA¢) = 2pcoso.

Sy _ 26
ad ¢ .

Jadi
(V x X)Z = %(choscb — 0) = 2coso.

Sehingga
VxA=(V xX)p3+ v xZ)¢cf>+ (V x 4) z
VXA=0p+ 0 + 2cosd z
\Y XZ= 2cosc|)ZA

fluks dengan menggunakan persmaan @ = [ A-da melalui permukaan samping

selubung

silinder dengan jari-jari R dan panjang silindernya L (sumbu silinder sejajar sumbu z, z dari
— L/2 sampai + L/2).

Kita hitung fluks melalui permukaan samping silinder berjari-jari R dan tinggi L (dari
z =— L/2sampai z =+ L/2).

e Pada permukaan samping arah vektor normal 1; sejajar dengan vektor satuan dalam arah
radial p, jadi dapat dipilih n = p.

e Elemen luas: dc_l) = Rdddz E) .

e Olch karena itu A-da = A Rddz.

Di permukaan silinder p = R, sehingga Ap = p3 menjadi Ap =R (Perhatikan A q)dan AZ

tidak masuk karena dot product dengan E) hanya memerlukan komponen E).)

Jadi integrand konstan terhadap ¢ dan z:

A-dd =R’ Rdpdz = R*dd dz.



Integralkan melintasi ¢€[0, 2rt|dan z€[— L/2,+ L/2]:

2n L/2 4 . 21 L/2
cDselubung = f f R dz d(l) =R (f dd))( f dz)
0

0 —L/2 ~L/2

Hitung integral satu-per-satu:

2m

[dp = 2n
0

L/2

[ dz = L.
—-L/2

Sehingga

=f. Ada=2nLR"

selubung selubung

3. Diberikan potensial skalar (dalam dalam sistem koordinat bola) V(r,0) = A ‘rzcose, dengan
A adalah suatu konstanta.

a. Hitung medan elektrostatik E (7).
b. Tentukan rapat muatan volumet p(r)yang berkaitan dengan potensial ini
Jawab :
a. Medan elektrostatik dapat dihitung dari gradien potensial melalui persamaan
E=—VV

Dalam sistem koordinat bola (7, 6, ¢)gradien untuk fungsi V(r, 6, ¢) adalah

v " 1 v | 1 9V
W= 6rr+ r 00 0+ rsineﬁq)'

A

Karena V tidak bergantung pada ¢, komponen ¢ nol.
Kita hitung turunan parsialnya satu per satu:

LA % (Arzcose) = 2Arcos®.

ar
v _ 4 2 _ 2 .
-5 = 35 (Ar cosB) =— Ar sin6.
v
el 0.

Sehingga
VV = (2ArcosO)r + % (- Arzsine) 0 = 2Arcosbr — ArsinB 6.

Maka medan listrik



E=—VV =— (2Arcos(972 — Arsin® é) =— 2Arcose72 + Arsin® é

Atau dalam bentuk komponen:

Er =— 2Arcoscos 9,
E 0= 0,
E 0= 0
b. Rapat muatan volume p dapat dihitung dengan menggunakan hukum Gauss dalam
bentuk differensial
VeFE= si
0
p=¢,(V e E)

oF
— —0
p= 80( F2 or o E ) t rsme 69 (SlneE )+ rsme oo )

Karena E o = 0, maka

1 0 2 1 d .
p = So(r—Z? (T‘ Er) + T (sme Ee))

i
p = so(r—g? (r [— 2Arcoscos0]) + rsme ae ——(sinb [0 ]))

i
p = EOA(%? (r [— 2rcoscosB]) + rsme ae (sinb [0 ]))

9
p = eOA( 2 cos cose?—( ) + rsme r—5 (6 ))

p = EOA(— 2 coscos 0 LZ (3r2) + ﬁ (2sinB cos cos ))
r
p = £0A(— 6coscos® + 2coscosB)

p=— 480A cos cos 0

4. Jika potensial listrik dalam suatu daerah tertentu dinyatakan oleh

V(ix,y) = Axy — Bx' - C y; dengan A, B dan C adalah konstanta-konstanta yang
bernilai positif, tentukanlah:
a. Medan listrik di daerah tersebut



b. Titik-titik di daerah tersebut yang medan listriknya bernilai nol (nyatakan dalam
A, B dan C)

Jawab:
a. Medan listrik dapat dihitung dengan menggunakan persamaan
E=—VV

N A

v L

E:_axx ayy

Karena V(x,y) = Axy — Bx’ + Cy, maka
E =— (Ay — 2Bx)x — (Ax — C) y

b. Titik-titik yang medan listriknya nol
E=0

— (Ay — 2Bx)x — (Ax — C)y = 0

Yang akan dipenuhi jika

Ay — 2Bx =0
dan

Ax — C =0
sehingga

x=C/A

dan

Ay — 2Bx =0

Ay — 2B(C/A)= 0

2BC

= _AZ

5. Jadi Titik-titik yang medan listriknya nol adalah x = C/Adany = 2BC /Az.



