Theoreme des gendarmes
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Deux fonctions f'et /i qui admettent la méme limite L au point a et une fonction g prise en « étau » entre f et & dans le voisinage de a. Le théoréme sandwich stipule donc
que gadmet L comme limite en a.

En analyse, le théoréme des gendarmes (également appelé théoréme d'encadrement, théoréme du pincement, théoréme de I'étau ou théoréme du
sandwich) est un théoréme concernant la limite d'une fonction. Ce théoréme stipule que si deux fonctions (f'etr) admettent la méme limite en un

point (a) et qu'une troisiéme fonction (g) est prise en « étau » (ou « encadrée » ou « prise en sandwich ») entre f'et / dans le voisinage de a,

alors g admet la méme limite en a.

Le théoréme des gendarmes est une technique trés importante en calcul infinitésimal et en analyse. |l est généralement utilisé afin de déterminer la limite
d'une fonction via la comparaison avec deux autres fonctions dont la limite est connue ou facilement calculable.
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Enoncé[modifier]

Soit I un jntervalle contenant le point a. Soitf, get h trois fonctions réelles définies sur l'intervalle /, sauf possiblement au point a.

) < g(z) < h(z)

= sipour tout x de / qui n'est pas égal a ¢ on a f(

= etsi il—r}l};f(x) = ;H_'}I}lh(it) =L

lim g(z) =L

= alors z—a

Remarques[modifier]

= g peut étre situé a l'intérieur de l'intervalle / ou a une de ses bornes (extrémités). En effet, dans ce dernier cas, on considérera la limite & gauche ou la
limite a droite.

= @ peut étre fini ou infini. En effet, basé sur la remarque précédente, si, par exemple, I = [D! ‘I‘DC'[

Tr — 400,

Origine du nommodifier]

, hous pouvons utiliser la limite lorsque

Cette section ne cite pas suffisamment ses sources. Merci d’ajouter en note des références vérifiables ou le modele {{Référence souhaitée}}.

Pour comprendre le nom familier du théoréme, il faut assimiler les fonctionsfet h a des gendarmes et g a un délinquant. Ce dernier, encadré par les deux

gendarmes, est obligé de les suivre jusqu'a la gendarmerie L. En Italie, on I'appelle « théoréme des carabiniers », « théoréme de I'affrontement », ou
encore « théoréme du sandwich »...

Démonstration[modifier]
La démonstration met directement en ceuvre la notion de voisinage de a et la définition de la limite.
Pour tout intervalle ouvert U contenant L,

lim f(z) =L

» Puisque r—a , il existe un voisinage V; de a tel que

pour tout x de V|, f(I) el

lim h(z) =L

= Puisque z—a , il existe un voisinage V, de a tel que

h(z)eU

pour tout x de V5,
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= Enfin, d'aprés la propriété d'encadrement, il existe un voisinage V5 de a tel que
pour tout x de V5, f(:t?} < g(i:} < h(iE}

L'intersection de trois voisinages est un voisinage donc V= T”ﬂ. M VE M I{? est un voisinage de a et pour tout a de V, on a

. flz) el
. h(z)eU

. flz) < g(z) < h(z)

d'otl il vient que pour tout voisinage U contenant L, il existe un voisinage ¥ tel que T & Vv implique Q(I) € '{"'!

lim g(z) =L

ce qui prouve que T—i
Exemplemodifier]
Montrons que :

i S22 _ g
I—++20 T

On a, pour tout réel x :
—1 <sin(z) <1

Donc, pour tout réel x strictement positif :

1 sin(z) 1
N {_: - E —
xT xT T
Or:
. , 1
im —— =0 lim —=20
F—¥+00 T et T—*+o0 T
Ainsi, d'aprés le théoréme dit « des gendarmes » :
. sin(x) , 1 1
Im ———= lim ——= lim —=10
T—++o0 T r—+o0 I—¥+o0 T

Variantes|modifier]

Des variantes de ce théoreme existent pour des fonctions dont la limite est infinie, mais ce sont des théorémes de comparaison distincts de
celui des gendarmes (a donc utiliser en écrivant « d'aprés un théoréme de comparaison »).

Si f, g sont deux fonctions réelles définies sur un méme intervalle /, telles que pour tout x de / dans un yvoisinage de a :

lim f(z) = 400 lim g(x) = +0

f(I) E g(i:) et r—a f( ) (a fini ou non), alors on a aussi : T—*a g( }

Si f, g sont deux fonctions réelles définies sur un méme intervalle /, telles que pour tout x de / dans un yvoisinage de a :
lim g(x) = —o0 lim f(xr) = —00

f(I) E g(I) et r—a ‘g( ) (a fini ou non), alors on a aussi : —a f( }

Sif, g sont deux fonctions réelles définies sur un méme intervalle /, telles que pour tout x de I dans un yoisinage de a :

lim g(x) =10 Iim f(x) =10
0 {—: f(it} E Q(I} et m—m.g( ) (a fini ou non), alors on a aussi : T—*a f( )

Enfin des théorémes analogues existent pour des limites de suites

Si u, v et w sont trois suites réelles, telles que pour tout 7 > N

lim = lim w,=0L lim v, =L
Up < Uy < Wy ot notoo tn ntoa ,alorson a aussi: n—+oa
avec les variantes pour les limites infinies.

Les démonstrations de toutes ces variantes sont analogues a celle développée plus haut.
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